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§ 1. Allgemeine Bemerkungen.

Die von d’Ocagne in seinem ,,Traité de Nomographie“ (1899)
verdffentlichten Methoden haben eine grole Verbreitung erlangt,
nachdem es sich gezeigt hatte, welche grofle praktische Anwen-
dung sie finden kénnen. Heutzutage werden die nomographischen
Tafeln, welche komplizierte Rechnungen in hohem Grade verein-
fachen, nicht nur von Physikern in den Laboratorien und In-
genieuren in den Biiros angewendet — die Leichtigkeit ihres Ge-
brauches hat zur Folge, dall manche Unternehmungen sie sogar
den Monteuren und Meistern in die H#inde geben, zwecks An-
wendung bei der Montage und in der Werkstatt. Die Nomographie
ist, &hnlich wie der Rechenschieber, ein weiterer Schritt zur Be-
freiung des Arbeitenden von rein mechanischen Rechenopera-
tionen. Ihre groBle Bedeutung liegt darin, daB sie zwei Zeit-
momente einander ndhert: das Moment der Aufstellung einer
Formel und das Moment ihrer Berechnung. Mit einem Worte,
sie verkiirzt den Weg zwischen Vorsatz und Ausfiihrung. In
dieser Eigenschaft bildet sie ein Werkzeug der Gedankendkonomie,
die dem Geiste erlaubt, sich auf das zu konzentrieren, was seine
vorwiegende Aufgabe bildet — auf die schopferische Arbeit anstatt
auf die mechanische.

Das Mittel, mit dem bei der Berechnung von funktionellen
Zusammenhéngen dieses Ziel erreicht wird, ist die Durchfithrung
von gewissen einfachen Manipulationen auf geometrisch-graphi-
schen Figuren, welche nomographische Tafeln oder Nomo-
gramme genannt werden. Kine nomographische Tafel besteht
aus einer bestimmten Anzahl von Geraden oder Kurven, auf
welchen auf Grund bestimmter Regeln und Zusammenhinge
Teilpunkte aufgetragen und Zahlen eingeschrieben sind, die Argu-
mente bedeuten, welchen diese Punkte entsprechen. Solche Linien
werden Skalen genannt. Indem wir die Skalen einer nomo-
graphischen Tafel mit einer Geraden oder mit einem System von
Geraden, das dann Schnittsystem heilt, schneiden, kénnen
wir an den Schnittpunkten die Zahlen ablesen, die gewissen
funktionellen Zusammenhingen entsprechen.

Konorski, Nomographie. 1



2 Die Darstellung einer Funktion einer Variablen mittels Kurve.

Der Anwendungsbereich der nomographischen Tafeln ist sehr
grof}; mit ihrer Hilfe lassen sich Funktionen von 2, 3, 4 und,
durch Zusammensetzen mehrerer Tafeln, auch mehreren Variabeln
berechnen; unter anderem kann man nomographisch auch alge-
braische Gleichungen 18sen. Die Zeit, die zum Ablesen dieser
funktionellen Zusammenhénge nétig ist, ist gering im Vergleiche
mit der Zeit, die die Durchfithrung derselben Rechnung auf dem
gewohnlichen Wege erfordert — und darin besteht eben die
Okonomie, die die nomographischen Tafeln einfithren.

Eine groBle Reihe von Tafeln fiir Berechnungen, die oft in
der Technik vorkommen, wie z. B. Berechnung des Spannungs-
abfalles in elektrischen Leitungen, des elektrischen Widerstandes,
der Riemen- und Zahntriebe und viele andere, sind durch die
Gesellschaft ,,Stugra® (Zentralstelle fiir graphische Berechnungs-
tafeln, Berlin-Waidmannslust) zusammengestellt und heraus-
gegeben. Die mehr ins Spezielle gehenden und seltener vor-
kommenden Berechnungen erfordern eine Konstruktion ad hoe,
die den speziellen Bedingungen (z. B. Bereich, Genauigkeit usw.)
angepalit ist. FEine solche Konstruktion verlangt Kenntnis der
Theorie der nomographischen Tafeln; aulerdem liegt eine Schwie-
rigkeit darin, daf man jede Funktion meistens in mehrfacher
Weise nomographisch darstellen kann, und es handelt sich darum,
aus allen moglichen Fallen die einfachste Darstellung zu wahlen.

Die vorliegende Arbeit hat den Zweck, die Theorie und die
Konstruktionsgrundlagen der nomographischen Tafeln zu ent-
wickeln.

§ 2. Die Darstellung einer Funktion einer Variablen
mittels Kurve und mittels Skala.

Ein sehr verbreitetes Hilfsmittel bei Rechnungen mit der
Funktion y = f(x) ist die Darstellung dieser Funktion in Form
einer Tafel mit zwei Kolonnen, wobei in der einen sich die Werte
der Variablen z, in der anderen die entsprechenden Werte der
Variablen y befinden. Von dieser Art sind z.B. die Quadrat-
und Kubiktafeln der nattirlichen Zahlen, die Logarithmentafeln
und viele andere. Ebenso oft, und zwar am meisten, wenn der
funktionelle Zusammenhang zwischen den Variablen unbekannt
und z.B. auf experimentellem Wege entstanden ist, gebraucht
man die graphische Darstellung der Funktion mittels der kartesia-
nischen Koordinaten in Form einer Kurve. Zu dieser Kategorie
gehoren z. B. die in der Elektrotechnik gebrauchten Magneti-
sierungskurven, die J—S-Kurven in der Wasserdampftechnik u. a.



Die Darstellung einer Funktion einer Variablen mittels Kurve, 3

In den nomographischen Tafeln wird eine andere Art von
Funktionsdarstellung gebraucht. Dies ist die sog. Doppel-
skala und die Funktionsskala. Legen wir in der graphischen
Darstellung y = f(z) (Abb. 1) auf der Abszissenachse OX Teil-
punkte der Variablen z, die den Werten 1, 2, 3, 4 usw. dieser
Variablen (sog. natiirliche Reihe) entsprechen. Zu jedem
Punkte schreiben wir die
Zahl, die den entsprechen- 4
den Wert der Variablen = 7486 %=66
ausdriickt. Es wird dann _ g
Strecke 0 1 = Strecke 12 =

|
Bl
. 514 =45 |
Strecke 23 usw., und die ° b — S || il,z
Lingen dieser Strecken sind « {32 -#80 7 | | | %Tl,gg 7
von dem von uns beliebig , 179 x I | giss |
3 || #4455 | P
angenommenen Mafstabeab- | 7 |
. . . . 2“7‘1 | l y"T’ | | ‘ ‘ |
héngig. In dieser Weise be- LT 2 I
kommen wir aufder AchseOX 7% @}lfz et !
eine Skala, die wir natiir- %ﬁ 317 0 4,%7 53,3 -é‘ﬂ ng 67 7!2
liche Skala nennen. o 7 2 3 4% 5 6§ 7 ¢ 9
Wenn wir nun, graphisch Abb. 1.

mit Hilfe der Kurve oder
analytisch, die Werte ¥;, ¥,, y5 der Variablen y, die den Werten
der Teilpunkte der Variablen # entsprechen, bestimmen und sie

an den entsprechenden Punk— Mo | Gauss e | Gauss
ten der z-Skala dazuschrei- y| = s T om0
ben, so erhalten wir eine g 7000+ 2000 - 18000
. . 7 $00% 000 75001
Skala mit einer doppelten s L2000 1000 om0
Skalenreihe, die sog. Dop- o0 £.78000 50'5:—
pelskala, die uns fir jeden 7 5015000 90§ a0
bestimmten Wert von x den 6 A osE B AP0 L0008
74000 -
entsprechenden Wert von y, 5 ¥ 10010000
und umgekehrt, zu finden s 1012000 -
moglich macht. Durch ge- “ Yoow TEO”
niigend feine Unterteilung +3-3 5+ 25 6000
d(ir Skalep fﬁr. z und ¥y S E2 t 000 “ T w00
kénnen wir, sei es durch 2=, T 6000 w3
direkte Ablesung, seiesdurch E 000
geometrische Interpolation, ¢-+%0¢ i
fiir jeden Wert von z inner- app. o, Eisenblech.  GuBeisen.
halb gewisser Grenzen den Abb. 3.

entsprechenden Wert von y,
und umgekehrt, finden (Abb. 2). Die graphische Darstellung be-
sitzt eine gréBere Anschaulichkeit und Verstédndlichkeit als die

1*



4 Die Darstellung einer Funktion einer Variablen mittels Skala.

Skalendarstellung einer Funktion, jedoch auch diese letztere hat
viele Vorteile. So z. B. wird der Gebrauch der Magnetisierungs-
kurve fiir grofe magnetische Sattigungen unbequem. In der Doppel-
skala (Abb.3) verschwindet diese Unannehmlichkeit. In der
Doppelskala benutzen wir nur eine Raumdimension (Lénge), wo-
gegen die graphische Darstellung nach Abb. 1 zwei Raumdimen-
sionen ausnutzt und viel mehr Platz erfordert. AulBlerdem ist
das Ablesen von der Doppelskala viel bequemer als von der
graphischen Darstellung.

Von groflem praktischen Wert ist auch die Eigenschaft der
nomographischen Darstellung einer Funktion mit mehreren Va-
riabeln, daff man wihrend der Rechnung bald eine, bald eine
andere Variable beliebig als Funktion der anderen be-

Z1 ¥ stimmen kann.
Z 7 In dhnlicher Weise, wie wir es mit der Variablen y
Z 6 machten, indem wir ihre Werte auf der Abszissenachse
5= 5 einschrieben, kénnen wir mit der Variablen x vorgehen
4 und ihre Werte auf der Ordinatenachse auftragen. Wir
> E£ % bekommen dann eine Doppelskala (Abb. 4), welche die
242 zur Funktion y = f(z) inverse Funktion = = F(y) dar-
;& , stellt.

, Falls wir zwei Funktionen einer unabhingigen Va-
o, TP y=h@): z=f) M

Abb. 4. haben, so kénnen wir sie mittels einer dreifachen Skala

darstellen, aus der wir ebenfalls die durch die Gleichun-

gen (1) entstandene Abhingigkeit zwischen y und 2z ablesen
kénnen. Abb. 5 stellt in einer dreifachen Skala den Zusammen-
hang zwischen dem Druck von gesattigtem Wasserdampf (in
1%\ nat Sabs Atmosphéren), seiner Temperatur (in Graden C)

750 /; |18 und seiner Entropie (in absoluten Einheiten) dar.

Kommen wir jetzt zur graphischen Funk-

T

1 759

T tionsdarstellung zuriick und tibertragen wir, wie
AT dies auf Abb.6 gezeigt ist, die Werte der Va-
I g i:f;’ riablen y auf die Ordinatenachse. Nach Einschreiben

%71 7% anden erhaltenen Teilpunkten der entsprechenden
w05 J-76¢ Werte von z und y wiirden wir auf der Ordinaten-
w4 T  achse wieder eine Doppelskala der Funktion y = f(x)

w8+ bekommen. Wenn wir jedoch an den Teil-
;ﬁzirzt§”7” p'unkten nur die Werte der unabhingigen Va-
w37 ;Z riablen  auftragen, ohne die Werte der abhingigen

- Variablen y anzugeben, so erhalten wir eine Skala

Abb. 5. mit den Zahlen 1, 2, 3, 4 usw., wobei jedoch die
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Die Potenz- und die logarithmische Skala. H

Strecken 01, 02, 03 usw. gleich den in einem beliebigen (kon-
stanten) MaBstabe dargestellten GréBen f(1), f(2), f (3) usw. sind,
die wir erhalten, wenn wir die entsprechende Teilzahl von z in die
Funktion y = f(x) einsetzen. Eine solche Skala nennen wir die
Funktionsskala der Funktion y = f(x) (Abb. 7). In ganz dhn-
licher Weise kénnen wir die Funktionsskala der inversen Funk-
tion @ = F(y) erhalten.

Aus jeder Funktionsskala kannman eine Doppel-
skala erhalten durch Hinzuschreiben der Werte der
unabhéngigen Variablen.

Die am héaufigsten gebrauchten Funktionsskalen sind die
Potenzskalen, die logarithmischen und die projektiven Skalen.

Ein sehr wichtiger Be- y
griff beim Aufstellen von ~|—— =1 =

|
I
|
|
|
|

Funktionsskalen ist der Be- F=—=——F————2
griff des MaBstabes (Mo- """

duls). MafBstab einer
Funktionsskala y = f(z) !
nennen wir die in [ |

MafBeinheiten (mm, } 1 |
cem usw.) ausgedriickte | {

Linge einer der 7 2 v x
numerischen Einheit Abb. 6. Abb. 7.
der Variablen y ent-
sprechenden Strecke. Den MaBstab einer solchen Skala
bezeichnen wir mit u, oder u(f).

Dementsprechend bezeichnen wir als MaBstab (Modul) der
natiirlichen Skala ® die in MaBeinheiten ausge-
driickte Streckenléange, welche in dieser Skala die
numerische Einheit der Variablen x einnimmt. Diesen
MaBstab bezeichnen wir mit u,.

by
T
o

|
i
~

N ————

R —
oy e e e e e

ot —— —————

o
Qt—

§ 3. Die Potenz- und die logarithmische Skala.

Die Potenzskala entspricht der Gleichung y = 2", wo = eine
ganze Zahl oder ein Bruch sein kann. Diese Skala konstruieren
wir mittels Tafel, direkter Berechnung oder graphischer Dar-
stellung. So z. B. kénnen wir zur Konstruktion der Skala & = y°»
oder der Skala y = 2% die graphischen Darstellungen der Kurven
2 =y%® und 2z = z* benutzen (Abb.8), wobei jedoch darauf zu
achten ist, daB der MaBstab fiir die Variable z in beiden Kurven
derselbe sein muB und dall auch die MaBstibe fiir die (unab-
héngigen) Variablen  und y auf der Abszissenachse gleich sein



6 Die Potenz- und die logarithmische Skala.

miissen. Die Konstruktion der beiden Skalen zeigt die Abbildung.
Die Punkte 3,0 und 3,5 gehéren der Skala z = ¢, der Punkt 8,0
der Skala y = % an. Dieselbe Methode konnen wir allgemein
auf die Funktion f(z, y) = 0 anwenden, falls wir sie in der Form
@(y) = yp(x) darstellen konnen.

In der Potenzskala ist die relative Ablesungsgenauigkeit ver-
schieden an verschiedenen Stellen der Skala. Wenn in einer
Potenzskala y = 2®, die mit MaBstab u, entworfen ist, der
absolute Fehler, der bei der Ablesung begangen werden kann,
maximal + d mm betréigt (d.h. bei der Ablesung des Argu-
mentes  des Punktes 4 der Skala die Fehlablesung des Argu-
mentes z’ des Punktes A’ mdoglich ist, wobei 44’ < ¢ ist), so ist

z z=y3 z=z? 04 = pyx"; OA = u, x'"
I und
- OA'— 04 =06 = p, &'" — p, a",
7/9
oder ¥ =\|/—+a".
e 35 y
<30 Da 6 eine sehr kleine GroBe ist, so
rd kénnen wir in der ersten Annédherung
__A7¥ schreiben
a0 30 35 Al=tocm 1 s
. =zl +—- .
Abb. 8 ( + = ;@xn)

Der relative Fehler im Punkt x ist dann

é/z’ p_¥— _ 1 0 )
x n T
. 1006
z oder in 9%, DY = nﬂy g (2)
71 £% .
\ Wir sehen also, dafl der Fehler um
so groBer ist, je niher dem Anfange

0 7815 z 35 3 2 wir uns befinden. Abb. 9 versinn-

Abb. 9. bildlicht uns die Beziehung (2) fiir
Hy=10mm, 0 =0,5mm und n=2.
Auf der Abszissenachse ist die Funktionsskala y = x? aufgetragen,
so daB wir aus der Zeichnung direkt ablesen kénnen, wie grof3 der
maximale Fehler sein kann, der in jedem Punkte der Skala gemacht
werden kann. Falls wir annehmen, dafl der maximale Relativ-
fehler kleiner als £9%, sein soll, kann der Teil der Skala von
Punkt O bis Punkt B nicht benutzt werden.



Die Potenz- und die logarithmische Skala.

7

Abb. 10 stellt eine in den nomographischen Tafeln ganz be-
sonders oft verwendete logarithmische Skala y = log;,z dar mit
MaBstab u, = 100 mm. Die logarithmische Skala besitzt die auBer-

ordentlich wichtige Eigenschaft, die sie von allen an-
deren Funktionsskalen unterscheidet: der relative Ab-
lesungsfehler ist in allen Punkten der Skala gleich.
Wenn dem Punkte A4 der logarithmischen Skala das
Argument z und dem um 6 mm entfernten Punkte A’
das Argument 2’ = y x entspricht, so ist

pylgy =0. (3a)
Dann ist der relative Fehler

YT —x

_D:

— =y—1. (3Db)
Er ist also konstant und héngt nur vom absoluten
Fehler und vom Maflstabe der Skala ab. Eine Folge
dieser Eigenschaft ist z. B., da} wir mit dem logarith-
mischen Rechenschieber am Ende der Skala weniger
Dezimalzeichen als an ihrem Anfange ablesen kénnen.

Da alle Berechnungen, die mit nomographischen 4y, 10

—+J0

I Y O I VTSR O O

I

20
775
75

70
ny
- &
-7
-6
L5

H— ¥
-3

-2
- 175
|- 75
5

C_7

Tafeln ausgefiihrt werden, N#herungsberechnungen 0,4 natiirl.
GroBe.

sind, so ist es sehr wichtig, den Grad der Naherung
zu kennen, damit der relative Fehler nicht die ihm zu-

gewiesenen Grenzen iiberschreite. In den logarithmischen Skalen
ist dieser Fehler eine sehr leicht zu berechnende konstante GroBe;

durch Wahlen eines entsprechenden
MaBstabes kann man ihn leicht be-
liebig verkleinern, und deshalb ist
eben die Anwendung der logarith- ,
mischen Skalen so bequem. In
anderen Skalen verlangt die Be-
stimmung des relativen Fehlers eine
besondere Rechnung.

Bei der Konstruktion der Tafeln
ist oft nétig, die logarithmischen
Skalen in verschiedenen MaBstében
aufzutragen. Die Rechnungen, die

RS

e

]

man zu diesem Zwecke durchfiihren 5 2y o7y @7

Konstruktion zu erleichtern, zeich-

0
muB, sind langwierig. Um uns diese Abb. 11. 0,4 natiirl. GroBe.

0

nen wir am besten auf Millimeterpapier eine Hilfskonstruktion, wie
in Abb. 11. Auf der Geraden OM ist eine logarithmische Skala
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mit MaBstab von z. B. 50 mm, auf der von ihr um 100 mm ent-
fernten parallelen Geraden O'M’ eine logarithmische Skala mit
MaBstab 100 mm aufgetragen. Die Teilpunkte der beiden Skalen
sind miteinander verbunden. Wenn wir in einer Entfernung von
z.B. 35 mm von der Geraden O} die parallele Gerade 0" M"’
filhren, so erhalten wir auf ihr die Teilpunkte einer logarith-
mischen Skala mit MaBstab 50 - §23 = 67,5 mm.

§ 4. Die projektive Skala.

Wenn wir auf der Ebene zwei Punktreihen auf zwei Geraden
&«; und &, haben und zwischen den Punkten einer Punktreihe
und denen der anderen eine solche Abhingigkeit bestimmen, daB

dem Punkte A4, der Geraden «, der Punkt A, der Geraden «,,
25 32 Bl 22 39 0‘1 29 39 B2 3 39 0627
29 39 01 2 3 al 29 2 02 39 29 0('2

zugeordnet ist und einer harmonischen Gruppe von vier Punkten
einer Punktreihe eine harmonische Gruppe der anderen Punkt-
reihe entspricht, dann entspricht jedem Punkte D; der Punkt-
reihe o, ein bestimmter Punkt D, der Punktreihe &, und um-
gekehrt, wobei das Doppelverhéltnis

(4,, B;, C;, D) = dem Doppelverhiltnis (4,, By, C,, D,) ist
A,0, A,D, A,C, A4,D,
B,C," BD, B0, B,D,’
Eine solche Abhangigkeit nennt man, wie bekannt, eine projektive.
Bezeichnen wir die Entfernung der Punkte A4,, By, C; usw. der
Punktreihe &« vom festen Punkt O; derselben Punktreihe mit y,,
Ya, Y5 usw. und die Entfernung der entsprechenden Punkte der
Punktreihe «, vom festen Punkt O, dieser Punktreihe mit z,,
%y, %5 usw. Man kann leicht beweisen, daB, wenn fiir jedes Paar
der zugeordneten Werte « und y die Abhéngigkeit
kx -1
= 4

Y =mzin (4)

besteht, die Abhingigkeit zwischen den Punktreihen «; und o,

eine projektive ist. In der Tat, wenn wir den Ausdruck fiir das
Doppelverhaltnis der Punkte ¥, ¥,, ¥; und y, bilden:

d = ?/1_‘?/3: Y1— Y,
Yo—Ys Ya—Ys

oder
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und in denselben die Werte der entsprechenden y aus der Glei-
chung (4) einsetzen, so erhalten wir den Ausdruck

ke, 41 kag -1 ka, +1 kay+1
d— Mx, + " mxg—}—n:mxl—}—n MIy N

kxy, 1 kag +1 " kay+1 key +1 7

MEy+N My N  MTy+nN MmT,+n

der sich leicht umformen 1aft in

d="1"% "%
To— X3 Xyg—— Ty

Umgekehrt, wenn eine projektive Beziehung zwischen zwei Punkt-
reihen durch drei Paare einander zugeordneter Punkte 4; und A4,,
B; und B,, C; und C, definiert ist, dann besteht zwischen den
Entfernungen y und « der ein-
ander in dieser Abhéngigkeit ent-
sprechenden Punkte D; und D,
vonden festen Punkten O, bzw. O,
die Beziehung (4).

Die projektive Abhangigkeit
1aBt sich graphisch folgender- -
mafen darstellen: Verschieben
wir in der Ebene cine von den
beiden gegebenen Punktreihen
so, dafl z. B. der Punkt A4, der ersten Punktreihe mit dem ihm
zugeordneten Punkt A4, der zweiten zusammenfillt (Abb. 12).
Ziehen wir die Geraden B, B,, und C,0,, die sich im Punkte P
schneiden (Perspektivitidtszentrum); dann bestimmt die Gerade,
die vom Punkte P zu einem beliebigen Punkte D, der ersten
Punktreihe o, gezogen ist, auf der Geraden or,, den dem Punkte D,
in der zweiten Punktreihe entsprechenden Punkt D,. Um uns
davon zu tiberzeugen, bezeichnen wir die Gerade AP mit a, die
Gerade ByB, mit b, die Gerade C,C, mit ¢ usw., den Winkel
zwischen den Geraden @b mit (a¢b) usw.; dann erhalten wir
ohne weiteres:

Doppelverhiltnis (a, b, ¢, d) = Doppelverhiltnis (4,, B,, C;, D;)
oder

sinac sinad A,C, A,D,
sinbe sinbd  B,C, B, D,
und daraus folgt:

(Al’ Bl: 01: Dl) = (Aza Bz: Oza Dz) .
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Wenn auf der Geraden «, die Funktionsskala z = f(z) auf-
getragen ist, so erhalten wir durch Projizieren auf die Gerade «,

39 4 W 4 W 4 45w W 48 49 0 die Skala
N 7
_ @+ o
Y= mi@) £

Beispiel 1. Auftra-
gen der Funktionsskala

Nx—}—l

Y= 9%z+3

fiir den Bereich der Va-
riablen  von 40 bis 50
(Abb. 13).
Abb. 13. 0,5 natiirl. GroBe. Um das Perspektivi-
titszentrum zu finden,
berechnen wir die drei einander entsprechenden Punkte der
Skalen z und y.

Fiir z =239 (4, ist y=2,0250 (4,),
44 (B, 2,0222 (B,),
49 (C)) 2,0200 (C,) .

Wir tragen die Skala fiir # (natiirliche Skala) auf der Geraden «,
auf mit MaBstab u, = 10 mm, die Skala firr y auf der Geraden &,.
Wir nehmen an u, = 20000; dann ist die Lénge der Skala y
fiir den Bereich von 39 bis 49 gleich 20 000 (2,0250 — 2,0200)
= 100 mm; wenn wir auf der Geraden &, vom Punkte 4, 100 mm
auftragen, so bekommen wir den Punkt C,; in einer Entfernung
von 20 000 (2,0250 — 2,0222) = 56 mm vom Punkte A4, befindet
sich der Punkt B,. Der Schnittpunkt der Geraden B, B, und C,C,
ist das Perspektivitidtszentrum. Dieser Punkt ist jedoch sehr weit
entfernt. Um eine bequemere Zeichnung zu bekommen, dndern
wir die Lage der Skala y und wihlen fir die letztere die Ge-
rade x5 (s.auch S.35ff.). Vom erhaltenen Perspektivitatszentrum P
projizieren wir die Skala x auf die Gerade &4 und erhalten auf
derselben die Funktionsskala. Probe: Fiir x = 41 erhilt man aus
der Berechnung 2,0238, aus der Zeichnung 2,0238.

Beispiel 2. Zwischen der Dichte D eines durchsichtigen
Mediums und dem Lichtbrechungsexponenten n besteht die Be-
ziehung

RD=—""_



Die projektive Skala. 11

wo R eine Konstante ist und die spezifische Brechungskonstante
bedeutet. Diese Beziehung kénnen wir mittels einer Funktionsskala
darstellen (Abb. 14). Auf der Geraden «, tragen wir die Skala

10

Abb. 14. 0,5 natiirl. GroBe.

fur »? auf und bestimmen eine projektive Beziehung mittels
dreier Punktpaare n=1: 15: 2

RD=0; 0,295; 0,5;

durch Projizieren erhalten wir auf der Geraden &, die Funktions-
skala. Auf der Zeichnung ist angenommen

u(n?) =40mm; u(Rd)=200mm.

Bemerkung. Die Skalen und die Tafeln in diesem und in den
weiter vorkommenden Beispielen dienen ausschliefilich zur Demon-
strierung der Methoden und Versinnbildlichung der Konstruktion,
nicht aber zum praktischen Gebrauch bei Berechnungen. Bei
Konstruktion von Skalen, die zu Berechnungen dienen sollen,
mufl man denselben selbstverstdndlich eine viel feinere Unter-
teilung geben, als
es in dieser Arbeit -~ 2 S__ 4 5 ¢ 7890 B X
moglich wire.

Beispiel3. Die ‘

Skala

o,

1 %
T 14logx
fiir den Bereich von p

v=1 bis x=20 Abb. 15. 0,5 natiirl. GroSe.
tragen wir auf mit-

tels folgender Hilfspunkte fiir die Bestimmung des Perspektivitéts-
zentrums (Abb. 15):

Y

x=1; 5; 10 (Gerade o),
y=1; 0,593; 05 ( ,, %) -
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(Die Werte der Variablen x wachsen in der Richtung von links
nach rechts, die Werte der Variablen y in der umgekehrten Rich-
tung.) Die MaBstdbe sind u, = 100 mm, g, = 200 mm. Es ist
also die Entfernung zwischen den Punkten 1 und oo der Skala «,
gleich 200 mm ; Punkt co der Skala &, ergibt sich als Schnittpunkt
mit Parallelen vom P zur Geraden «; (auf der Abbildung nicht
eingezeichnet).

§ 5. Die nomographischen Tafeln mit drei parallelen
Skalen.

Schneiden wir drei parallele Gerade &,, @,, @, (Abb. 16)
mit der festen Geraden ABC und zeichnen wir eine beliebige
Gerade A'C'B’. Bezeichnen wir die Entfernung zwischen den
Geraden @, und @, mit «, die Entfernung zwischen den Ge-
raden @; und P, mit f und setzen wir

AA"=a, BB =b, CC =c.
»5/, Aus A\ A’B'B" bekommen wir (4'B"”|| AB):

,/[JW/_B” B'B"—C'C"” B oo’
ﬂ T C"B" - A0
= oder ‘b c_c—a
p &
2 % 1% oder auch (x4 f)ce=pfa+xb. (6)

Abb. 16. Daraus ersehen wir, dafl jede Schnittgerade auf

den Geraden @,, @,, P, drei solche Strecken @, b und ¢ ab-
schneidet, daBl sie der Beziehung (6) gentigen. Auf Grund dieser
Eigenschaft kénnen wir eine nomographische Tafel zur Auffin-
dung von z aus der Gleichung

z=px+qy (M

konstruieren. Wenn wir z = (p + ¢)#’ setzen, so bekommen wir
die Gleichung p+q

_» q
ATy

die der Gleichung (6) analog ist. 4 ist darin eine beliebige GréBe.
Zur Konstruktion eines Nomogrammes fiir die Gleichung (7) ziehen
wir demzufolge drei Gerade ®D,, D,, P,, deren Entfernungen
—ii und -/ql— mm sind; auf den Geraden @, und P, wahlen wir die

Punkte fiir die Anfinge der Skalen z und y (Skalennullpunkte).
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Da fiir x =0 und y =0 auch z =0 ist, so ist der Nullpunkt
der Skala z der Schnittpunkt der Geraden @; mit der Geraden,
die die Nullpunkte der Skalen x und y verbindet. Wenn wir den
Teilpunkt ,,1 der Skala x mit dem Teilpunkt ,,1° der Skala y
verbinden, so schneidet die erhaltene Gerade die Gerade 45 im
Teilpunkt ,,1 fiir die Skala 2/, oder im Teilpunkt ,,p + ¢*“ der
Variablen z. Folglich ist der Maﬁstab fur z (p + ¢g)mal kleiner
als der MaBistab fiir 2. Die Gerade, die zwei beliebige Teil-
punkte x und y verbindet, schneidet auf der erhaltenen Skala @,
den diesen Werten aus der Gleichung (7) ent-

sprechenden Wert z ab. 9 i 19
In der Funktion é 4 51w 18
74 301357 17

z2=px+qy “ el D 1

|

«

6
sind die beiden Richtungen, in denen sich )l 5
auf den Skalen x und y diese Variablen ver-

50
25

. 41 %0 A4

grofern, gleich, in der Funktion 3] » >< 5

z=9pr—qy 2 stw Nz

sind diese Richtungen entgegengesetzt. : _f_ i 1

Beispiel: -7 -wl-5 15

. z=2x+3y ~Z<\-Zf--70 7

Wir setzen z=52" und 1 = 0,1 und erhalten 20T 75
502" =20z + 30y . Abb. 17.

. 0,4 natiirl. GroBe.
Dementsprechend machen wir den Abstand

zwischen den Skalen @, und @; = 30 mm, den Abstand zwischen
den Skalen -@; und @, = 20 mm. Nachdem die Nullpunkte ge-
wahlt sind (Abb. 17), tragen wir die Skalen x und y auf, wobei
wir setzen g = tty = 10 mm.,
Fiir 2 nehmen wir den MafBstab fiinfmal kleiner: u, = 2, und
tragen die Skala fiir z vom Nullpunkt, der sich im Schnittpunkt
der Geraden OO und der Skala z befindet, auf.

Proben: Fir x=1 und y=4 ist z=14
73 ?/=2 ' z=20.

Wenn wir die Skalen nach unten verlingern, so ersehen wir, daf3
sich die nomographische Tafel auch fiir negative Werte eignet.

-
s L=

Probe: Fir x =—2 und y=-—3 ist 2 =—13.

Die Pfeile bei den Skalen bedeuten die Richtungen, in denen
sich die Variablen vergréfern.
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Die Funktion
u=pr=qytk (8)

tragen wir in derselben Weise auf wie die frithere Funktion 7,
mit dem Unterschied, dal wir die Skala z um k entsprechend
nach oben oder unten verlingern.

Beispiel: w« =224 3y—5 (Abb.17).

Die Anwendung der nomographischen Tafeln fiir solche ein-
fache Funktionen wie die Funktionen (7) und (8) bietet selbst-
verstindlich keine Vorteile. Praktische Bedeutung erbalten die
Tafeln der oben beschriebenen Art erst in Verbindung mit Funk-
tionsskalen. Falls wir in der Gleichung (6) annehmen, daf &,
@,, P, Funktionsskalen sind, so daBl

L) i@ L 1 1 1
PPV Sy SN a=—Ff(), b=— , ¢c=——1fs(2),
. 2 V4 (xfl() ﬂfz(?/) 06+/3f3()
e
; so zeigt sich, daf mittels dieser Tafeln wir die
5  Funktionen vom Typus
4, [ °
f3(2) = f1(2) + fa(y) 9)
3, #, | berechnen konnen.
Abb. 18. Bevor wir zur Konstruktion dieser Tafeln

schreiten, wollen wir die Beziehung zwischen
den MaBstiaben ableiten, was uns die Aufgabe erleichtern wird.
Schreiben wir die Funktion f(z) in der Form

f(z) = C(x,y)

und nehmen wir an, daB wir Werte @, %y, ', ¥’ gefunden haben,
fiir welche

h@) =1 =0; hLE)=LE)=1.
Bezeichnen wir den MaBstab der Skala f,(x) mit u(f;),

” 2 29 33 fz(y) 29 M(fz):
i3} 9 ER) 2 fS(z) 39 /f‘(fa)

L@, y) =hE)=1 }

Dann ist

, , (10)

Lz, ¥) =1e(y) =1
Bei Darstellung der Funktion { mittels dreier paralleler Skalen
®,, D,, D, (Abb. 18) erhalten wir folgende geometrische Inter-
pretation der Gleichungen (10):
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Wenn Punkt A4, auf der Skala &; dem Argumente x,,

’ ’
23 A 3 32 33 q)l 3 32 z B
2 B() 33 23 LRl (1)2 ’9 35 y()s
’ ’
3 B LR 59 2 (pz EY] 33 y

entspricht, so ist

@, yp) = L (%, ¥) = Co O = wfy),

Ay A" = p(f); ByB' = u(f,).
Da
C, 0 x GO B
BOB'#(xﬁ—/)” AOA’_oc—i—ﬂ’
ist, so ist
/L(f3): x . /“(fa): B
plf  a+p wplf) oa+p
x« _oa+p B _aAp
w(fs) u(fs) ’ u (fs) u(fy)
und

11 AN .
A AR AR A o
Diese Bezeichnungen lassen uns u(f;) und § berechnen, wenn
p(fy), p(fs) und o angenommen sind. Wenn die Tafeln fiir
den Bereich der Variablen x von x = x; bis z = x, und fiir den
Bereich der Variablen y von y = y; bis y = y, dienen sollen
und wenn die Lénge der Skala f, — M,, die Lange der Skala
fo— M, betragen soll, so kann man annehmen

.M M
plh)e fi(@e) —fi (%) it fo(W2) —fa(y)’

wonach man auf Grund der Gleichungen (10) «, § und wu(fs)
berechnen kann.

Beispiel 1. In der Tafel fiir Funktion

(11)

z=22%+ S - (Abb. 19)
1+1gy ’

ist die Skala fiir z eine natiirliche Skala, die Skala fiir  eine
Potenzskala, die Skala fiir y die in der Abb. 15 dargestellte pro-
jektive Skala. Wir wihlen

w(fy) =200 mm, pu(fy) = 200 mm
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(wie auf der Abb. 15). Dann ist

1 1 1

1
- = ; = 100
u(fs) 200 + 200 100 ° w(fs) mm

und

—=1.

B
Auf Grund dessen konnen wir die nomographische Tafel kon-
struieren. Da f; = 2 2?2 ist, so befindet sich der Teilpunkt ,,1¢
der Skala f; in der Entfernung 2. 200 = 400 mm vom Nullpunkt.

] 76
050l 15 7 71 %
1% 5
4 z 210
+X 73 ‘zm . 0% 70‘:\/
< I 9 T 51 g
72 ‘Z 210" 7 ‘
440 L7 4 5 w000 6
4 2 5000 p
935 2 s 2000
09 3 4 1000 4
930 00
g5 o # 3 20 3
1oz 5 700
920 } 50 2
a75 + 23 2 20
o1 25 » o
. 5
Loy 75
20 2
103 7 2 7
Abb. 19. 0,4 natiirl. GroBe. Abb. 20. 0,4 natiirl. GroBe.

Dabei muBl man bedenken, dafl die Richtung des Wachsens der
Variablen « (auf der Abbildung mit Pfeil bezeichnet) der Rich-
tung des Wachsens von y entgegengesetzt ist. Auf dem Schnitt-
punkt der Geraden @, mit der Geraden, die die Punkte x =0
und y = 10 verbindet, erhalten wir z = 0,5 und von diesem
Punkte tragen wir die Skala f; mit Hilfe des berechneten MaB-
stabes auf. Probe: Fir  =0,5 und y =2 ist 2 = 1,267 aus
der Berechnung, z == 1,265 aus der Zeichnung.

Die Tafel in Abb.19 ist gezeichnet fiir den Bereich der
Variablen 4z von ; =0 bis @, = 0,5 und fiir einen Bereich
der Variablen y von 3, =1 bis %, = 20. Fiir andere Bereiche
muBl man entsprechend die Skala @, lings derselben Geraden
verschieben.

Beispiel 2. Die Funktion

z = gMyt
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kénnen wir zur Form der Gleichung (9) mittels Logarithmierens

zuriickfithren, wodurch wir erhalten:
lgz=mlgx +nlgy.
Abb. 20 stellt eine Tafel dar fir die Funktion
2= alyd
oder
loz=2lgx + 3lgy.
In diesem Falle ist also
fhi=21gz; f,=3lgy; [;=Igz.
Wir nehmen an
w(fy) =50 mm;  wu(fy) = 33!; mm;

dann ist
___l"_(fl) w(f) — 20
wlls) = p(f) + 1 (f) mm
und
x 3
B2

Daraus folgt:

Teilpunkt ,,10° der Skala z befindet sich im
50 - 2 = 100 mm,

Teilpunkt ,,10° der Skala y befindet sich im
331/; - 3 = 100 mm,

Teilpunkt ,,10° der Skala z befindet sich im

20 mm
vom Nullpunkt der betreffenden Skala.
Probe: x=5, y=2, z=200.

Abstand von
Abstand von

Abstand von

Die Tafel ist nur fiir positive Werte von 2 und y konstruiert.

§ 6. Die nomographischen Tafeln mit zwei Parallelen
und einer sie schneidenden Geraden.

Schneiden wir das System von drei Geraden @,, D,, P, (Abb.21)
mit der beliebigen festen Geraden A'B'C’. Bezeichnen wir:

AA'=a; CC' =c¢; AC=¢g; AB =p.
Wir erhalten dann aus Ahnlichkeit der A A B’A’ und A CB' ¢

g—p_ D

c a

Konors ki, Nomographie.
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oder

p=gte (12)

Nehmen wir an, daB} die Skala @, keine natiirliche, sondern eine
projektive Skala einer anderen Skala b wire, die der Gleichung

g, & —_9

3 ¢ entspricht. Aus den beiden letzten Gleichungen
iz finden wir

A 5 a9 _ 9
] a-t+c¢ b4+1
4 oder c=ab.

Wenn wir annehmen, dall @, b und ¢ Funktions-
skalen sind, die den Gleichungen

Abb. 21. c=f); a=h@; b=h
entsprechen, so erhalten wir die Gleichung
fs(2) = fy (@) - f5(y) (13)

die sich mittels der besprochenen nomographischen Tafel dar-
stellen 148t.
Um auf der Geraden P, die Skala fiir p zu finden, wobei

V3 2, — g
PR+

tragen wir auf der Geraden @, vom Punkte C
7/—{7 mnach unten die Skala f,(y) auf (s. Abb. 22, in

(14)
iy

s welcher f,(y) als natiirliche Skala angenommen

p{' =12 ist). Nehmen wir vorlsufig an, daB} Punkt P’
, das Perspektivitdtszentrum ist. Dann ent-

? ’  spricht auf der Skala @, Punkt ¢ dem Werte

4 . P=4g, Punkt B dem Werte p =0. (Die Ge-

rade P’'R ist parallel zu @,.) Daraus folgt,
daBl CR gleich g, daBl also AR = 0 sein muB;
das Perspektivititszentrum mufl also auf der
Abb. 22. Skala P, liegen. Nehmen wir als Perspek-
tivitdtszentrum den Punkt P an. Wenn wir

PA mit h bezeichnen, so erhalten wir

»_9—p

b f2 (%)
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oder gh

EATES S

nach Division des Zéhlers und des Nenners durch % bekommen
wir eine Gleichung, die mit Gleichung (14) identisch ist. TFalls
wir also auf der Geraden @3 vom Punkte C die Skala f,(y) auf-
tragen, so bekommen wir durch Projizieren vom Punkte P, der
sich auf der Geraden @; befindet, die Skala fiir p.

Nehmen wir ferner an wie im vorigen Kapitel, daB fiir x = a’,
y =1, 2 =2 die Funktionen f;, f,, f; den Wert 1 annehmen
und daB die MaBstibe dieser Skalen u(f);, u (fo), (f5) sind.

»

Dann ist hE) = he) L) =1
und aus den Gleichungen (12) und (14) erhalten wir
p— h)-g  gh

T h@) +hE) REY)FR

d.h. in der geometrischen Interpretation

M (fl) — h(pn)h L
uf) +ulfs)  wfs) + hu(h)
oder
AN

Diese Gleichung verwenden wir bei der Bestimmung der MaB-
stibe. Die GréBen u(f;), p(fa), u(fz), p (h) sind selbstver-

stindlich in gleichen MaBeinheiten aus- @, &,

gedriickt. Wir sehen auch, daB ‘die Rich-
tungen des Wachsens der Variablen = (auf
der Skala @,) und der Variablen z (auf
der Skala @;) einander entgegengesetzt
sind.

Beispiel: Nomographische Tafel fiir
die Funktion z = ¥ (s. Abb. 23). Durch
Logarithmieren bekommen wir TS

G oo N oed

lgz = ylgx;
diese Funktion ist identisch mit Glei-
chung (13), wenn
L) =lgz; h@) =lg&; fhy =y.
Nachdem auf der Geraden @, die lo- Abb. 23.
garithmische Skala fir « [Mafistab p (f;) 0,4 natiul. GroSe.
2%
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=100 mm] aufgetragen und in beliebiger Entfernung die Ge-
rade @, parallel zu @, wie auch die schrig verlaufende
Skala @, gezogen ist, konstruieren wir auf @, die Skala fir p.
Zu diesem Zwecke tragen wir auf der Geraden @;vom Punkte C
die natiirliche Skala fiir y auf, wobel wir u (f,) = 40 mm machen.
(Die Zahlen dieser Skala sind in Klammern genommen.) Das
Perspektivititszentrum P nehmen wir auf der Geraden @; in
20 mm Entfernung vom Punkte A. [hu (h) = 20 mm.] Durch
Projizieren der natiirlichen Skala y auf die Gerade @, bekommen
wir auf der letzteren die Skala fiir p. Das Projizieren der Punkte,
die dem Nullpunkt C der natiirlichen Skala (y) naher sind, vom
Zentrum P, wiirde uns einen ungiinstigen (flachen) Schnitt liefern.
Aus Gleichung (15) ersehen wir, dafl wx (f,) und u (f;) unverdndert
bleiben, falls wir gleichzeitig um ebensovielmal u (f,) und A u (h)
dndern. Mit hy, = 2 b (Punkt P,), hy = 4 h (Punkt P;), b, =55
(Punkt P,) und entsprechend p” (fo) = 2 u (fo); """ (f) = 41 (fy);
W (fe) = 5u (fy) bestimmen wir, ohne die Skalen @; und @,
zu dndern, weitere Punkte der Skala @,, wobei wir den un-
gtinstigen Schnitt vermeiden.
Skala @, tragen wir auf mit Hilfe des MaBstabes

100 - 40
uAfs) = 20 = 200 mm.

Wenn wir jetzt eine beliebige Gerade ziehen, die die Skalen @,,
D,, D; in den Punkten %, y, 2z schneidet, so wird immer die
Gleichung
z=ua¥

erfullt. Es versteht sich von selbst, dal in einer Tafel, die zur
Berechnung dient, man sdmtliche Hilfslinien [z. B. die Projek-
tionslinien von den Punkten P; bis P, und die Skala (y)] weg-
lassen mubB.

§ 7. Tafeln mit drei einander schneidenden Geraden.

A. Die Geraden schneiden sich in einem Punkte.

Wenn wir drei Gerade @,, @,, P,, die durch einen Punkt O
hindurchgehen, mit einer beliebigen Geraden schneiden, die auf
ihnen die Strecken e, b und ¢ abschneidet, so ist, falls wir die
Winkel wie auf Abb. 24 bezeichnen,

c sin?d a sin?d

BT sn@ ) b sn@ty)



‘oryderSowoN ‘1ysiouoy

| | |
()7 CHA=Cg)d () Cg)r=Cg)r CCa)=Cg)n CHi=(E)n (&)i=()r | 0= -+%0)Ce+'0)+Ca+h)Catia) | n 0="d =30 Cf =) — Ca —"q) (%) « “ « A « “ @t wﬁ:ﬁ EMW Nnm ~ N__ ¥e
, R
C)n G = C)nG)r ()i =G ) =CENr (@) =) 0=_"0+%)'0+h+%)Cha+"R) | L 0="4C/="N—Ca—"a)(} =% “« e “ « (£)%] “ “ “ < BT AX \‘W%wwq_ ¥
i i ® ? 4
| T z i
— ¢ — ¢ — — — — — 13 “ ,. “ TR 113 113 e | 13 é e
Car(Phn = Cr (N Cp)r = Eq)n () = 0="2C0+"9)+*kCh+"4) | § 0=2gC/ =" +YCa —"q) (2)% 0 P _‘ &N\W\\_\jw (49
Ca)n () = ()@ (Cq)n = Eq)n F)n =) 0="0%0 +Ch+%R)Ch +%) | & 0=20"—Ca ="aq) (=7 “ « 0 | (&% “ « “« e e g ax ! w ‘ 1€
| ® By
Aagviﬁ«\vluﬁr&.vi?\v& mAv\vinAm\v»\ mAN\vwx”ﬁ\v&. m ) d ”N»NNAn\HIcv&vlvRNAHNIN&V n@“ﬂ@ 13 _ 113 113 O 13 ” 13 , 1 173 113 113 3 w m Om"
, — ; | | KX
Ea)iChy = ()i Cg)n = ) () =) )= (1) 0="00 + %) +% Ch + %) | d 0= (=) — (o4 =) ( — %)) “ “ ey OV N em o e
, : X
(NACy)n = En)()r Cg)n = Eg)n (F)n = (E)rd (@)=Y | 0="90+'0+Ca+%)Ch+"%) | N 0=C/—"N% —Ca—"a) (Y =%) “ “ @Y« (R Kl “ “ “ ' T |IX ‘ww wm 2 _ 82
v | s
¥G "IN :ﬁrm uew 3[BYId £
i+ 1 0="4"— (O —"a) () = *u + S *u) “ S e e e A T N B R 10 ¢ w N“ﬂ Le
uozjesury YoIn([ | . 2
3
Av\viﬁurm.vi” Avrm.viﬁa\v.:_ MA«RNVS.” An&.vi b4 - q\wngﬂxﬁmrm.lwan m@"w@ 113 13 0 13 13 13 1 1 26 113 @ m&.m N@‘\Q\ 9g
- o w V3 =1
(NACH? =) (Y)n (g = ()d = Eq)r 0="ACa+'0)+ h Ch+%h) | W 0 =" O b —7) + Y (Cf — o) “ “ 1 tgtm| 0 “ “ “ “ |« w \\. ez
- | 1 1 BB g
| £
) = () =Cq)n (Cq)n = () 0="0% + "k +%)Ca +%&) | T 0 =24 — (g — ") (" — *i*w) “« )| o« « A « R “ O IX @m M ¥
. 2
Amr&.vﬁ.A«b{” Aﬂ\VS.An.in mﬁw\v*\” Aﬂ\vi M — N»&#\ITM“.NA#\IN\V v@ ”a@ 113 O 113 | 113 _ 113 113 113 113 13 113 _ 13 MWN@ \@MW MN
| |
)i Oy = Ca)r (P <) = ) <y = (i | 0="0% +% C& +'%%) | X 0="2a" — (Ca =" (Y %) B T L L B R R ¢ ﬁﬂw\m 3
| | E
(1 Gyl = () Gl () = Ca)nl <Gl = ()i 0="0+ (4 +58) G+ ) | r 0="1—Ca—"D) (%) “ “ o @] - S R :N\W 1%
| — R W A 2
Ay = (A (P =ENd - (EF)a = (Y)d | " 0="4C/="N="d( =% *o="o “ “ “ 0 “ “«o « “ “ “ @w 2l w_@ 0¢
| | | |
(DA r = C)id () g = )0 ()= (E)r EF)r = () ='0+"h+hCa+'h) | H =% =¥ —Cq =) (Y —7) (n)¥f L@ Y (£)f Kl “ “ “ $T| XI \mw % 5% o
| | ” §
91 "IN I8 UeW 9[gys0 | | | ! | .
3 R TR R A P S N i W “ i @
§.._|\\|. \ .!Wﬁ\l?&..l vi .5&|:&| ' ) O”N&N.awgl_l«r&vsvIaﬂ&lq»NVAu\‘N:l_lNrmuSv 173 ““ “ “ wﬁrTNnNNS, 113 @ Lo ‘“ 113 1IIA @.N ST
USZJOSUIE Youn( i ?

91 "IN [[eq uew ey , “ _ |

Ywo Yy ” i _ | ]
wm«l|w ”mrm MM'\.M:'.W&NH—HW | ) O“«rm«Awngvpm,_vsvlnAnRNI«wN‘VA.w\I.NFWNSV , q§+mnﬂv§ “@ , 173 W 173 173 : 113 173 173 113 113 ,, TIA \W LT
u9zYesuly yoIn(q ) | | ; _ ” .u.w _\mw
S — _ S - S — _ : : T - "
() =Cq)n E)n =) | 0="5k"% + 'k +58) Ch + &) | O 0 ="5g"r"w — (O — ") (*f — u we) Ve « “ « Gptwe | (B)Sg | ¢ « “ “ 1A @m\. M “\ o
- — i N —— e e ¢ t—————————— —— . &
T1 AN [[ed wew jeqao | |
ue Fu , | @ﬂ
ﬂw\\[|wg”nn~. mtﬁlwrmn i . q O”Avgl_ld&«ﬁhvu&lAnRN.IquVAA\IN\v H vﬁl_l«...&vs A\\evv»m. 173 113 A\SN\ ! N.o\ 113 113 7] I3 A &&. 4 [}
UOA UDZJISULF YOIn([ | 79
: Q\ " \M ] }\.\\w ”:N N |.<||W - - - o _ (4 ¥ € I K 2. 17 H | (5 [ 3 J < “ 3 13 3 _ € m.w
(f)r = () )i = (Y)i ,m_ 0="a"+2a (=g w) "¢ ="p : 0 o ‘ H %, I
m — S ) | ! ! % 4x
Lo M | 2
()l = ()i = (E) () = () 0 ="k~ Gk + ) | T 0= = Ca = ") (4 =g ") e e (B T T ey g | BT
——————eee e ————————————————————— ._ - _ T 7
_ W 3 |
ANu\viA«\vi”Anrmvﬁ\Am\vl mAN\vx_” Aﬂ\vs. | m. O“q\uu\lanm.Au\lN\V v&"q@ Aosvv\ O ! 13 ! 113 _ 13 113 113 11 c 173 113 \N&—\\N—uﬁ NH
_ ﬁ 5
(") = C) Gy = ) = () 0="h+Ch+58)Ch+50) | & 0 ="y —Cd — ) =% | (AR N COLY S « (A% Kl S “ ] AL %\ 181
S 1 ! i , d 3
[ ] _ 4
A«\viﬁw.m.vi” AMRNVS.AWC*\ Q O”Nﬁﬁ\lmgﬂ\ «.@” e 113 O 113 113 113 113 113 113 113 113 | 113 N&\—\ O._”
D="d '3 “glig
S i S : - A
¢,
Av\vlgwrm.v "= Amﬁ.v»:a\v{ mAqu\vi” Amr*Nvi , a O”N»N«\lul.n\AnRNl«Q\v n@”me 1] ws& 113 1] 0 I “ 1] 1] I3 “ M\“W\W 6
— ,_ , 4
EHACHT = E)n(Y)n F)n = (Y)r _ a 0=30Y+s7(Y—%) ‘p="¢ < 0 : : 7 ‘ 7 “ « .. “ @@\\LW 8
| i o R o
! 3
() Eg) = ) A () )i = ) () = () 0="A% +' | a 0="2q" — (g =" (Y —%) my |y« o« VIO 3 B L R L v\\ﬁ\ L
[
£
() = Eq)n Gy = (D) ) () = (F) ) 0=1—C&+R)Ca+%) | 0 0="9"— (L") —%) " “« o @] - « |« | e |« | sp | g @\\“T 9
: W B B
A |
| #
Auuuviﬁn\vi” A_vym.v?\ﬁ\vi mAN\vi” Aﬁxvi g | O”NQ\M\,AT«R?\'N\V n&”a@ 13 113 173 0 11 113 113 113 113 13 3 &”—\‘\ I
2 B4
. W g2
C)n () = () () (Cq)d = () (E)r = () 0="F+hCa+'%) | & 0="9%+ ") (Y —%)) 0 ()% | &y “ “ “ “ “ ' I M.M\.ﬂn v
| N@.
14 2 T ,. 14 € K4 T v@ ”N@ 13 2 17 I3 ¢ ‘ '3 113 _
()1 = (&)1 = () = () v 0="+Y == log _1g 1 &_w v |
CEn () = () (Hf)rd (P = By () = () , 14 0="4C—-"—"4(Y—%) *p="¢p “ “ “ 0 A “ “ « « « “ “ % Nw_ w_w ¢
E)r (f)r = (B —Fy) ()l () = () () = (Y)n 0="h+h+h+% |V 0= —"))—Cq—"9) ("} =%) (n)¥f ol R | Yy (R)¥f o @Y 0 | e |T9T| 1 L .w_ w_ c_ I
B 81 o L 91 o1 o e zt | | oot 6 8 L 9 g v o8 | 3 T
F: , R L | o3 w3 2 B _
M ] ;. N _ z ] HO Z0 <
@ 2. orrey (3 4 P 14 'sndfq
Sunxoweg , 0= (n2hw) [ uon N 19p mm 0 = (n‘2‘A ‘%) J, vompUNg 10p ez ‘ToyeL,| IOyl ®P | AN
7 eqeisgeIy Inj ueSunyorory) M urof oyostdAg, .2 ULIOJ[BULION ' od woyshs sop ewWoYo] | Op¥T
| m.. am. _ adg uo[eyg Iop ULSUNYOMP[Y) -woyeurprooy; “IN
| @
| ® 5 _

II °11°q®L



Die Geraden schneiden sich in einem Punkte. 21

Nach Eliminierung von ¢ aus diesen Gleichungen erhalten wir

sineg bjc— coswx

siny ~ bja—cosy ’

und wenn wir f = y — o setzen:

siny sino = sinf
c @ b

Wenn wir auf den Geraden @,, ®,, P die Funktionsskalen f;,
f2, [ auftragen, so erhilt die letztere Gleichung die Form
siny sine | sing
_ s, smp (16)
vf3 f 1 f 2
Falls die Konstanten siny, sinf, sinx entbehrlich sind, so
kann man sie in die Ausdriicke f;, f,, f; hineinbeziehen. Man

kann auch setzen s, P
sinx = sinfl = siny 4’{ . /C P /
oder p =

in beiden Féllen wird die Gleichung (16) @ 7
zu

1 1 1 0

FER TR (17) Abb. 24.
Wenn o = = 60 ist, so sind die Schnittpunkte der Geraden @,
und @, mit der Schnittgeraden oft sehr flach, was nicht erwiinscht
ist. Wir miissen also, falls Koeffizienten gleich sine, sinfg, siny
a priori nicht gegeben sind?), oder, falls sie gegeben, jedoch die
von ihnen bestimmten Winkel nicht giinstig sind, sie kinstlich
bilden aus den Ausdriicken f,, f;, f,. Fallsdie gegebene Gleichung.
die Form

C A B

AR AT

. .. ¢ A B . . .
1) Die Groflen % R R sind dann, und nur dann gleich sin(« + §),
bzw. sin, bzw. sinf, wenn:
1. <4+ B;

_ 2ABC
JA+B+CO)(—A+B10O)(A—B+0O)(A+B-0)
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hat, so schreiben wir, nachdem wir &« und f gew#hlt haben,

siny  sino sinf}
F3(Z)_F1(x) Fo(y)’
wobei _ ' ‘
F,(z) = h (xz:nux . Fy(y) = f2 (y)lenﬂ; Fy(z) = fi(f) Slno(“ iﬁ .

Um eine Gleichung fiir u (f,), © (f2), # (fs) zu erhalten, nehmen
wir an, daB fiir

y=y* ist [y(y*) = oo;
dann ist

siny  sina
i) h@
Nehmen wir ferner an, daf fiir
x=ua ist fi(@)=1 und 2z=2% d.h.
,. sin
fy(@) = hi@) sl
andererseits bekommen wir aus Abb. 25 auf Grund der Definition

OP = f3(z%) e (fs),
0Q = f () u(f),
% oder: . OP  siny ul(fy

0Q  sino u(fy)

Es ist also
Abb. 25. pf) = p(fs) -

In ahnlicher Weise finden wir:

A ulf) = wlfs) = u(fs). (18)

35 Beispiel: Fir die Konstruktion der
Tafel fiir die Funktion

30
25
20 ! =T
75
7

nehmen wir & =30°, # =230°an (Abb. 26)
und formen die obige Gleichung um in

sin 60 - sin 30 sin30
Abb. 26. ? Yy i

5

1/, natiirl. GroBe. 2V§ 4 2
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dann ist
_r. _ Y. - *
fi(x) = 9 f2 () 4 f3(2) 21/3'.
Wir wihlen
u(fy) = p(fy) = w(fs) = 5 mm;
dann ist
5
He = = 2,5 mm,
5
= 5 = 1,25 mm,
5
M, =— == 1L44 mm.
273
Probe:
3 2 n 1
36 60 ' 20°

23

B. Die drei Geraden schneiden sich nicht in einem Punkfte.

Wenn wir drei sich nicht in einem Punkte schneidende Ge-
rade AB, BC, CA mit einer vierten Geraden QR schneiden

(Abb. 27), so konnen wir folgende Beziehungen ableiten:

Setzen wir auf der Geraden AC die Richtung von C nach 4,
auf der Geraden OB die Richtung von B nach C, auf der Ge-
raden BA die Richtung von 4 nach B als die positive Richtung

fest und ziehen wir die Gerade BS pa-

rallel zur Geraden PQR; dann ist 2 2,
SA AB_ PA—SA AR—AB c
PA AR’ PA AR >
oder S
BR PS 4
AR~ P4 () 7 N7 -2
und Abb. 217.

BC  CO8S BC—QC (CS—CP

QC  CP’ QC - CP
oder auch

QC CcP

= )

BQ PS8’
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Durch Multiplizieren der Gleichungen « und § bekommen wir
BR QC _CP
AR BQ PA°
oder, wenn wir B R mit R B vertauschen,
PA QC RB _
CP B@Q AR
Durch Einfiihrung der Bezeichnungen
PA=p;, @QC=na; RB=y
CA=5b; BC = a; AB=c¢
nimmt diese Beziehung die Form

« B v
a—a b—pf e—y

—1.

—1 (19)

an. Es seien die Variablen &, f, y projektiv abhéngig von den
Variablen z, ¥, 2 auf Grund von Formeln
__eph(®
1+ ph@)
bafa(y)
— 20
U+ afy @) =0

cf3(2)

p=

wobei g und p beliebige Konstanten sind. Dann entsteht aus
Gleichung (19) die Gleichung

h@ (@) f(2) = —1. 21
Wenn wir dagegen in die Gleichung (19)
_ apf (x)
1+ pf()
bat,
P T e
_ c
AR =TT

einsetzen, so erhalten wir

fs=hl:. (23)
Es ist ein Vorteil der besprochenen nomographischen Tafel, dafl
die Gleichungen (20) und (22), die zur Bestimmung der Skalen
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dienen, eine grofe Anzahl beliebig wahlbarer GréBen besitzen,
die wir also so bestimmen kénnen, dafi die Skalen beziiglich der
Ausdehnung und des Bereiches sich genau unseren Forderungen
anpassen. Aus diesem Grunde ist eine Tafel nach Gleichung (23)
oft bequemer als eine Tafel nach Gleichung (13) § 6, obgleich
die letztere sich leichter konstruieren 1afit.

Die Tafeln auf Grund der Formel (21), die in der Form

1
he) =
U h@bo)
geschrieben ist, kann man mit Vorteil benutzen, wenn die Funk-
tion f4(2) als Produkt zweier Funktionen F,(z) und F,(y) fir
einen solchen Bereich gegeben ist, daf sie in ihm gleich co sind.
In diesem Bereiche gehen die inversen Funktionen

1 1
f1(x):m> fz(?/):m

durch den Wert 0 hindurch.

§ 8. Tafeln mit krummlinigen Skalen. Allgemeine
Gleichungen.

In nomographischen Tafeln von einem allgemeineren Typus
als die bisher besprochenen sind die Skalen nicht auf Geraden,
sondern auf Kurven aufgetragen. Durch Schnitt dieser Kurven
mit einer anderen Kurve oder mit einem Kurvensystem (Schnitt-
system) kénnen wir eine Abhéingigkeit zwischen Variablen, die
den Schnittpunkten entsprechen, festsetzen. Meistens ist das
Problem in umgekehrter Weise gestellt: Es ist die Abhingigkeit
zwischen den Variabeln gegeben und durch den Schnitt 188t sich
der Wert einer der Variabeln bestimmen, falls alle anderen in
bestimmten Grenzen beliebig gewshlt worden sind.

In Tafeln, die von d’Ocagne angegeben sind, ist die schnei-
dende Kurve eine Gerade. Die Titigkeit des Berechnens wird
in diesen Tafeln zur Ansetzung des Lineals und Ablesung des
Resultates auf einer der Skalen reduziert. Da eine Gerade durch
zwei Punkte, die wir auf zwei krummlinigen Skalen wahlen, be-
stimmt ist, so bestimmt ihr Schnittpunkt mit der dritten Skala
den Wert der dritten Variablen. Mittels dieser Methoden kénnen
wir also Funktionen von drei Variablen berechnen, von denen
wir eine (beliebige) als abhéngige Variable, die zwei anderen als
unabhingige Variable wahlen.
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Wenn wir als Schnittsystem eine Kurve nter Ordnung wéhlen, so
(n+1)(n+2)
2
Variabeln berechnen. Jedoch findet dieses System keine prak-
tische Anwendung, da die Konstruktion einer Kurve nter Ord-
nung die durch (p — 1) gegebene Punkte hindurchgeht, meistens
komplizierter Natur ist und oft nicht leichter ist als die Barech-
nung der Funktion von p-Variabeln. Dies bezieht sich sogar auch
auf die Kurven zweiter Ordnung mit Ausnahme des Kreises.
Wenn wir vier Skalen mit einem Kreise, der durch drei Punkte
dieser Skalen bestimmt ist, schneiden wiirden, so kénnten wir die
Funktionen von vier Variabeln berechnen; jedoch wiirden die
Tafeln dieser Art praktisch den Nachteil haben, dafl in Fallen, wo
die drei beliebig gewshlten Variabeln Punkten entsprechen, die auf
einer Geraden liegen oder von einer solchen Lage nicht merklich
abweichen, der Radius des Schnittkreises, den man zwecks Kr-
haltens der vierten Variablen ziehen muf, so grof} sein kann, daf
sein Mittelpunkt sich auBerhalb der Papierebene oder sogar des
Zeichentisches befinden kann und die Konstruktion des Kreises
beschwerlich wird. Aus diesem Grunde werden auch Tafeln, in
welchen das Schnittsystem ein Kreis ist, nicht praktisch an-
gewendet. Wenn wir alle Spezialfille der Funktionen zweiter
Ordnung durchgehen, so kommen wir an einen Spezialfall, in
welchem die Funktion ein Produkt aus zwei linearen Gleichungen

darstellt. Uber diese Tafeln wird in § 15 gesprochen.

Wenn wir jetzt zu den Tafeln iibergehen, in welchen das
Schnittsystem eine Gleichung ersten Grades ist, so bekommen
wir die Tafeln von d’Ocagne fiir drei Variable. Wie wir das in
§ 14 sehen werden, kénnen wir mittels derselben in gewissen
Fallen auch Funktionen von groBerer Anzahl von Variabeln
berechnen. Im allgemeinen Falle sind die drei Kurven, aus denen
die Tafel besteht, krummlinige Skalen, die wir mit @;, D,, D,
bezeichnen. Es seien ihre Gleichungen in einem beliebig an-
genommenen kartesischen Koordinatensystem O H Z:

koénnen wir in derselben Weise die Funktionen von

n = (251(5)
n =D, (&) (24)
n = Dy(§)

Die Koordinaten von drei Punkten P; = (i,, &), Py = (s, &),
P, = (y;, &), die auf einer Geraden liegen, erfiillen die Gleichung

Ny (Ea— &) + 1 (&—&1) +13(5,—&) = 0. (25)
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Stellen wir jetzt die Funktionen @,, @y, @, mittels Parameter
x, ¥, z so dar, daB

fir @: 5 =f(x) &=TF (v
s Dot me=1a(y) & =TFy(y) (26)
s Pyt 93 =1[3(2) &= F,(2)

Nach Einfithrung dieser Beziehungen in die Gleichung (25) er-
halten wir

fl(Fz"Fa) + fz(F3"“F1)+f3(F1"‘F2):O- (27)

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Funktion 7' von drei
Variabeln x, y, z. Wir stehen also vor folgendem Problem:
Es ist eine Funktion gegeben

T(x,y,2)=0, (28)

und man soll eine Tafel konstruieren, die erlaubt, fiir zwei Variable
die dritte zu berechnen. Falls die Funktion 7' sich so umformen

1a8t, daB sie die Form der Gleichung (27) annehmen kann, so er-
halten wir

nach Eliminierung des Parameters x aus Funktion f; und F,
I3 I3} 2 ER) Yy 2 23 f 2 LRl F 2
2 f3 22 F3

die Gleichungen der drei krummlinigen Skalen @,, @,, @, .
Nachdem diese Kurven gezeichnet sind, tragen wir auf denselben
die Skalen in Abh#ngigkeit von den
Parametern z, y, z auf, und zwar: 7
falls dem Parameter z’ auf der
Kurve @, der Punkt P’ mit den
Koordinaten & = f,(2"); 91 = f,(¥")
(Abb. 28) entspricht, so bezeichnen
wir diesen Punkt auf der Kurve als
,, Leilpunkt 2 usw. Die in dieser
Weise eingetragenen krummlinigen
Skalen @,, @,, D, stellen die ge-
suchte nomographische Tafel dar.
Eine allgemeine Methode, mittels
derer man eine beliebige Funktion 7' so umformen konnte, daB
sie die Form (27) annimmt, gibt es nicht. Diese Form ist je-
doch so elastisch, daf3 bei den meisten Funktionen 7' sich eine
solche Umformung durchfithren la8t.

2 ER] ” b z 2

Abb. 28.
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§9. Die Zentralprojektion einer krummlinigen Skala
auf eine Gerade.

Ehe wir zu den Tafeln kommen, die zur Berechnung der
Funktionen von drei Variabeln dienen, halten wir uns bei der
Anwendung der krummlinigen Skalen zur Berechnung der Funk-
tionen zweier Variabeln auf. Wie wir aus §§ 2 bis 4 wissen, kann
man solche Funktionen mittels einer (geradlinigen) Doppelskala
darstellen. Das Auftragen der Doppelskala fiir eine gebrochen-
lineare Funktion (4) oder (5) kénnen wir uns mittels Projizierens
einer geradlinigen Skala auf eine andere geradlinige Skala er-
leichtern. Wir werden jetzt zeigen, dal mit Hilfe der Projektion
von krummlinigen Skalen wir auch andere allgemeinere Funk-
tionen bestimmen koénnen.

Aus einem beliebig gewahlten Perspektivitétszentrum ziehen
wir die Geraden zu den Teilpunkten der gegebenen krummlinigen
Skala bis zum Schnittpunkt mit einer gegebenen Geraden. In
dieser Weise bekommen wir auf der Geraden eine neue Skala.
Wishlen wir das Koordinatensystem OZ H so, daB sein Anfang
gerade das Perspektivitatszentrum ist und daB eine von den
Koordinatenachsen, z. B. die Achse OH , parallel zu der gegebenen
Geraden ist. Aus dem allgemeinen Falle des § 8 bekommen wir den
besprochenen durch Zusammenschrumpfen der Kurve @, in den
Punkt O und durch Umformen der Kurve @®; in eine zu OH
parallele Gerade. Wir miissen also in der Gleichung (26) setzen:

fp=0; F,=0; F,=Fk,

wonach wir erhalten:

Is
= k-=-
o=k (29)
oder, wenn wir k in das Funktionszeichen f; hineinbeziehen:
_ b
= (292)

Dies ist die Grundgleichung fir die Zentralprojektion einer
krummlinigen Skala auf eine Gerade. Durch Eliminierung des
Parameters y aus den Funktionen

n=fyy) und §&=DF,()

erhalten wir die Gleichung der Kurve @, und tragen auf ihr die
Skala in Abhéngigkeit vom Parameter y auf; f, stellt die Skala
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auf der Geraden @, dar, in Abhingigkeit von z, wobei die Ko-
ordinaten des Teilpunktes 2’

E=k, n=7¢

sind; dadurch bekommen wir auf der Geraden @, eine Doppel-
skala.

Sehr oft nehmen wir bei der Konstruktion

s = Uy

an, was manchmal gewisse Vorteile bietet. Wir miissen jedoch
damit rechnen, dafl wir dadurch den Charakter der Kurve @,
dndern. So z. B. falls die Kurve @, ein Kreis ist, wird sie durch
obige Annahme zur Ellipse.

Wenn: wir die Gleichung (29) in der Form

hi_t

k~F,

schreiben, so sehen wir, daf dieselbe Beziehung zwischen den
entsprechenden MafBstédben bestehen muf, d. h.

@ (fs) :L(le 30
w®) = u(Fy) £0)
ist (s. S.59).

Beispiel 1. Zentralprojektion eines Kreises auf
eine Gerade. Dieses Problem ist selbstverstandlich nicht ein-
deutig, da wir einen Kreis ebenso wie jede andere Kurve in ver-
schiedener Weise mittels Parameter darstellen konnen, oder,
wenn wir uns in nomographischer Sprache ausdriicken: auf dem
Kreise kann man eine unendliche Anzahl verschiedener Skalen
auftragen, von welchen jede durch Projizieren eine andere Skala
auf der Geraden @D, bestimmt.

Die gebrauchlichsten Parametergleichungen des Kreises vom
Radius r und Mittelpunkt S = (@, b) sind:

E=F,=a -+ rcosy,
)= fy=>50- rsiny,
wobei y Zentralwinkel bedeutet. Aus Gleichung (29) erhalten wir

b—{—rsi%

.f3(z) = ka "l"rCOSy’
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wobei zwischen den MafBstiben die Bezichung (30) bestehen mubB.
Auf der Abb. 29 ist die Beziehung

1+ 3siny
" 2 4 3cosy

2

dargestellt. Wenn wir
£=243cosy; =14 3siny

annehmen, so erhalten wir die Gleichung des Kreises @,:

By = (E—2)°+ (p—1)P —32 =0.
Mit

pe=156mm, p,=15mm
zeichnen wir den Kreis und tragen auf demselben die Funktions-
skala @, in der Abhingigkeit vom Parameter y auf; wir be-
zeichnen also
mit 0 den Teilpunkt £ =5, =1

,, 90° ' E=2, =4 usw.

H 23 Auf einer zur Achse OH parallelen
und von ihr um k=1 MaBein-
heiten entfernten Geraden tragen
wir die Skala @, auf. Dabei wihlen
wir

Uy = t, = 15 mm.
Skala @, ist eine quadratische. Um
. die Ablesegenauigkeit fiir den Be-

reich der Variablen z von 0 bis 1
zu vergréfern, ziehen wir noch
eine Skala fiir z in der Entfernung
von fiunf Einheiten (75 mm) von
der Achse OH. Falls wir gleich-
zeitig den MafBistab fiir z finfmal
vergréBern, so bleibt, wie wir aus
" der Gleichung (30) ersehen, die
Skala @, unverandert; so erhalten
wir eine fiinfmal genauere Skala
fir z.

Probe: y =45°  2=0,87.

o 2372 _ 624
41372 824’

230°

Abb. 29. 0.4 natiirl. Grofle.

z = 0,87.
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Zweite Losung: y = 209°;
1 4-3sin209°
T 2 4+ 3c0s209°°

Die Punkte der Skala @; nach unten von der Achse OZ ent-
sprechen den imaginiren Werten der Variablen ---z.

e 1 —
— gy =

1—3 .
=y = —1; z=41.

Bei diesen Beispielen werden wir etwas langer verbleiben, um
die Eigenschaften der Projektion dieser Art kennen zu lernen.
Wir sehen z.B., dafl die nomographische Darstellung der Be-

1 .
ziehung 22 = ﬁg—z}o}}s—% uns erlaubt, mit Leichtigkeit ihre-Ana-
lyse zu bewerkstelligen. Wir lesen aus der Abb. 29 ab:

2 z=10,85.

Probe: y=180°; 22 —1; z=+1

y = 270°; 2%

Fir y=10ist z = ii/% von y = 0 bis y = 130° wichst =
von - —1— bis -+ oo, zuerst klangsam, dann immer schneller. Fiir

— _]//E“ —_
y> 130° wird z imaginir und &ndert sich von 4 oo bis 0 bei
weiterer Vergroferung von y; den Wert von O erreicht z fir
y = 199° 30" [abgelesen von der Skalal)]. Von diesem Werte
bis y = 230° ist z reell und dndert sich von 0 bis --oo; von
y = 230° bis y =340°30" ist 2z imagindr und durchliuft die
Werte von -+ oo bis 0; wenn sich schlieBlich y von 340° 30" bis

. . . 1
360° andert, so nimmt z die reellen Werte von 0 bis 4 ——an.

Die Gleichungen (29) und (29a) stellen gleichzeitig auch die
Losung des umgekehrten Problems dar: der Zentralprojektion
einer geradlinigen Skala auf eine Kurve. In dem im Beispiel 1
behandelten Spezialfall kénnen wir somit mittels Projektion fiir
jedes gegebene z den Wert von y finden. Um dieses mittels der
gewohnlichen Berechnungsweise zu finden, miilte man eine
Reihe von Berechnungen vornehmen. Hier erhalten wir das
Resultat durch die Ansetzung des Lineals.

Die Interpretation der Gleichungen (29) und (29a) ftir das
umgekehrte Problem iibergehen wir, weil sie der Interpretation
fiir den vorigen Fall analog ist.

1) S. Bemerkung S. 11.
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Durch die oben besprochene Projektion auf eine krummlinige
Skala kommen wir zum Begriff der krummlinigen Doppel-
skala. Diese Skalen werden sehr selten angewendet, da man
selten in der Praxis Funktionen antrifft, zu deren Darstellung
die krummlinige Doppelskala bequemer als die geradlinige ist.
Solche Funktionen sind unter anderm die Funktionen, die der
Differentialgleichung

dz dF\*  [(df\?

dy —V<dy> +(dy> 81
.entsprechen; es ist dann namlich die Interpolation zwischen den
Teilpunkten sehr leicht.

Abb. 30 gibt ein Beispiel einer
krummlinigen Doppelskala fiir die
Funktion .

z =siny.
Wir sehen, daBl auBer einer gewissen
unbedeutenden Erleichterung bei
der Ablesung diese Skala keine Vor-
teile gegeniiber der geradlinigen
Skala bietet.
Siehe auch Abb. 70.

Beispiel 2. In der Gleichung

Abb 30. = ’_7’ B

ist die Anwendung von geradlinigen Skalen unbequem und
kompliziert. Wenn wir die Formel (29) anwenden, so erhalten wir

n=y, §=“+“VT—Ty2,

)2
@221]2%—@—%)——1:0.

oder

Es ist also @, eine Ellipse mit den Achsen ¢ und 1 und mit dem
Mittelpunkt, der auf der Achse O Z in der Entfernung « von O
liegt. Abb.31 ist fir o =2 und & =0 gezeichnet, d.h. fir
Funktion y

=
2Y1—y?
Wenn wir p; = u, = 25 mm setzen, so kénnen wir die Ellipse

zeichnen, auf welcher sich die krummlinige Skala @, befindet.
Diese Skala tragen wir in Abhéngigkeit vom Parameter ¥ (s. z. B.
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die Konstruktion des Teilpunktes 0,6). Die Skala fiir z tragen
wir auf der um % =1 entfernten Geraden P, auf (linke Skala),
wobel wir u; = 25 mm setzen. Auf der unteren Halfte der Skala &,
befinden sich die negativen Werte der Variablen z. Um eine
grofere Ablesegenauigkeit fiir den Bereich —1 < 2 << +1 zu er-
halten, verschieben wir die Skala @, fiir diesen Bereich noch
um 25 mm nach rechts, wodurch wir eine zweimal deutlichere
Skala erhalten (linke Skala).
Wenn wir

M =25mm, u,=2p;= 50 mm

setzen, dann wird der Skalentriger @, ein Kreis (Abb. 31), auf
welchem die Skala ebenfalls in Abhéngigkeit vom Parameter y’
anfgetragen ist. Falls wir g und u: ohne Anderung lassen:
Uz = pe = 25 mm, so erhalten wir aus Gleichung (30) fiir den Maf-
stab von 2":u,” =50 mm (rechte Skala). Durch Verschiebung der
Geraden @5 um 25 mm nach rechts bekommen wir eine zweimal
genauere Skala (rechte Skala) fiir den Bereich —1<<z' << +1.

Um wieviel bequemer eine Kreisskala ist als eine elliptische
Skala, braucht nicht besonders hervor-
gehoben zu werden.

Probe:
y=08;
0,8
z = m = 0,677.
Aus der Zeichnung z = 0,67 .
Beispiel 3. )
, - Siny

Yy
Wir setzen

n=siny; &=y
und erhalten als Gleichung der Kurve @,:

7y =sin&.
Wir wihlen (Abb. 32)

pe=25mm; u, =50 mm

und Abb. 31.

M =25mm; u, =50 mm, 0,5 natiirl. GroSe.
f{onorski, Nomographie. 3
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bzw., um eine deutlichere Skala zu erhalten:
pr="50mm, u,=100mm.
Probe: y=90° =2, e =2 0,636,
2 7
Aus Abb. 32 kénnen wir u. a. leicht ablesen
im sy
=0 ¥

1
y
Wenn wir in der Gleichung (29)
setzen
fo=ky+1=m)
Fy=my+n=¢]
50 wird die Kurve &, zur Geraden

mi—1) = k(E—mn) (33)

1.

> (32)

45
309

75 und wir bekommen dann eine

Projektion einer Geraden auf eine
— — = Gerade wie in § 4 laut der Formel
O & & x bz sx

6 3 4 J 6 ky + l
Abb. 32. 0,5 natiirl. GroBe. b=yt 83

die identisch ist mit der Formel (4). Es ist somit die hier be-
sprochene Projektion eine Verallgemeinerung der Projektion von
geradlinigen Skalen. Mittels einer Ellipse kann man einen
Quotienten zweier Funktionen zweiter Ordnung darstellen, mittels
anderer Kurven einen Quotienten beliebiger zwei Funktionen.

Die Gleichungen (32) verwenden wir bei Bestimmung solcher
projektiver Skalen, bei denen es aus irgendwelchen Griinden
schwer ist, mittels zeichnerischer Proben ein giinstig liegendes
Perspektivititszentrum zu finden und die giinstige Lage der
Skalen zu erreichen. Wenn wir das Koordinatensystem und die
Geraden, die den Gleichungen (32) entsprechen, aufzeichnen, so
erhalten wir sofort eine allgemeine Ubersicht dariiber, unter
welchen Bedingungen die Losung des gegebenen Problems mog-
lich bzw. giinstig in graphischer Beziehung ist. Beispiel Abb. 33
stellt die Funktion y—1

2= hi) =1

dar. Wir setzen
=y—1; &t=y+1
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und bekommen als Gleichung der
Geraden D,

E—n=2.
Dabei ist

Me =, = =125 (k=1).

H

D

35

z
2

Iy

Aus der Zeichnung entnehmen wir
M, = 12,5 mm,
Yy = V12,5% 4 12,52 = 17,7 mm.

Die relative Lage der beiden
Skalen auf der Abb. 33 kann eben-
falls, wie die relative Lage der Be-
reiche beider Variabeln auf der Skala,
ungiinstig sein; in diesem Falle fithren
wir eine Reihe gewisser Lagenumformun-
gen aus. Es erstrecke sich der Bereich
der Variablen y, fiir welchen die Skala z
aufgetragen werden soll, von y = 2 bis
y =T . Den Winkel zwischen den Skalen
withlen wir meistens bei der Projizierung
einer geradlinigen Skala auf eine gerad-
linige Skala ca. 15 bis 25°, und zwar um
nicht zu flache Schnitte zu erhalten; zu
diesem Zwecke vergroBern wir den MaB-
stab u, viermal und lassen ps unverin-
dert, so daB

pg =125 mm; u; = 50 mm.
Dann ist

#;, = 50 mm;

uy = 112,52 4 50% = 51,6 mm.
Hierauf verschieben wir die Gerade @,
vom Punkt 4 bis Punkt B (Abb. 34), so
daB sie durch den Teilpunkt ,,2° der
Skala y (der Anfangspunkt des Bereiches)

hindurchgeht, und damit vergréBern wir
die Entfernung der Skala z von der Or-

dinatenachse %g mal oder auf der Ab-

bildung 34 dreimal. Dadurch vergréBert

-2
~3

-05

Abb. 33. 0,4 natiirl. GroBe.

/| o =
o 1A B
2
Abb. 34.

0,4 natiirl. GroBe.

R
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sich ebenfalls dreimal der MaBstab u; der verschobenen Skala z
im Vergleich mit dem Maflstabe der vorherigen Skala, die durch
den Punkt 4 hindurchgeht. Der Mafistab fiir y bleibt unver-
andert, so daB

My =350 =150 mm; uy = 51,6 mm.

Mittels dieser Umformungen kénnen wir beliebig den Winkel
zwischen den Skalen und ihren gemeinsamen Punkt, d.h. den
Anfangspunkt der Bereiche, wihlen. Die Endpunkte
der Bereiche erhalten wir bei gegebenen Bereichen durch end-
giltige Festsetzung der beiden MaBstibe y, und u,. Von ihrem
Werte hingt die Lage des Perspektivititszentrums ab. Zur
Durchfithrung der weiteren Anderungen in der relativen Lage
des Perspektivitdtszentrums und der beiden Skalen, deren Winkel,
wie auch der Anfangspunkt der Bereiche, schon festgesetzt sind,
verbleibt uns somit als das einzige Mittel: die gleichzeitige oder
relative Anderung der beiden MaBstéibe u, und p,. Die durch
diese Anderungen bewirkten Folgen sind durch zwei Hilfssitze
zusammengefa t.

Hilfssatz 1. Bei gleichzeitiger Anderung der MaBstibe der
beiden Skalen in einer bestimmten Zentralprojektion geradliniger
Skalen bewegt sich das Perspektivititszentrum auf einer Geraden,
die durch den Schnittpunkt der Skalen hindurchgeht. Die ver-
haltnismiBige Anderung der Lage des Perspektivititszentrums
auf dieser Geraden ist gleich der verhiltnismiBigen Anderung
des MaBstabes einer der Skalen.

Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir an, daB die Skalen
z und y Achsen eines (schiefwinkligen) Koordinatensystems sind.
Fir den Punkt y = ¢ der Skala y bekommen wir folgende Glei-
chung der Schnittgeraden

z Y
kgl T g )
He mq + n
fur den Punkt y = p der Skala y ist die Schnittgerade:
z Yy
+ =1.
kp +1 HyD ®
“mp +n

Es seien die Koordinaten des Schnittpunktes dieser beiden Ge-
raden (Perspektivititszentrums), die sich aus der Auflésung der
Gleichungen («) und () ergeben, 2z, und y,. .
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Andern wir proportionell die MaBstibe der beiden Skalen
in p; und uy, so daB
Mz = Clz; My =Cly,
dann sind die Gleichungen der Schnittgeraden fiir die Punkte
y =gq und y = p der Skala y

4 7

2 Y

:1 L)

Y ESITY »
Oty
“mq -+ n

und
zl yl

-=1. é

. kp +1 +c‘uyp ©)
M mp T

Die Xoordinaten des Schnittpunktes
dieser Geraden (neues Perspektivitats-
zentrum) sind offenbar

! . LA
2 =C%; Yo =CYo-

Abb. 35 dient als Illustration fiir diesen
Satz. Es ist auf ihr die projektive Skala
Abb. 35.
y+1 SR
2y +5 0,4 natiirl. GroBe.

dargestellt, wobei die Punkte A4;, 4,, 4; bzw. B;, B,, B; den
Werten y =5 bzw. z = 0,4 entsprechen bei den MaBstiben
Hy =30, 25, 10 mm und die Punkte C,, C,, C; bzw. D,, D,, Dy
den Werten y = 2,5 bzw. z = 0,35 entsprechen bei den Maf-
staben wie oben: u, = 30, 25, 10 mm.

Der den beiden Skalen gemeinsame Punkt S entspricht den
Werten ¥y =0 und z = 0,2.

Hilfssatz 2. Wenn wir in einer bestimmten Zentral-
projektion geradliniger Skalen den Maflstab einer Skala &ndern
und den MaBstab der zweiten Skala unverindert lassen, so
bewegt sich das Perspektivitdtszentrum auf einer Geraden, die
zu jener Skala parallel ist, deren MaBstab geéindert wurde. Die
verhaltnismiBige Lageninderung des Perspektivitétszentrums auf
dieser Geraden ist gleich der verhaltnismaBigen Anderung des
MaBstabes.

Wenn wir wieder annehmen, dafl die Skalen z und y Achsen
des Koordinatensystems sind, so sind die Gleichungen der Schnitt-

4
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geraden, die durch den Punkt y = ¢ bzw. durch den Punkt
y = p der Skala y hindurchgehen:

2 y
=1
kg +1 - Uy q ()
M mg +n
oder
z Y
+ =1. )
kp‘{_l; My D p
#e mp - n

Die Gleichungen der Schnittgeraden, die durch dieselben Punlkte
der Skala y hindurchgehen bei ungedndertem Mafstab u, der
Skala y und bei MaBstab

Mz = CUL;
der Skala z, sind
2 y' .
¢ kg +1 + tyq ! v
M mq +n
und
2 y'
—_— e = 1. (é)
op 2L g
Auz mp _Jl__ n

Aus obigem ergibt sich, daff zwischen den Koordinaten y,, z,
des Schnittpunktes der Geraden « und f mit den Koordinaten
Y5, 2o des Schnittpunktes der Geraden y und ¢ die Beziehungen
bestehen : =02 Yo =1p-

Abb. 36 stellt ein Zahlenbeispiel fiir diesen Hilfssatz vor, auf
die Funktion y+1

“= 2y +5

angewendet. Die Punkte A und C der Skala y entsprechen den
Werten y =5 und y = 2,5 bei MaBistab u, =20 mm. Die Punkte
B;, B,, B; entsprechen den Werten z = 0,4 bzw. z = 0,35 bei
Anwendung der MaBstdbe u, = 500, 400, 200 mm. Punkt S (An-
fangspunkt der Bereiche) entspricht den Werten y =0, 2 =0,2.

—1
Wenn wir diese Hilfssiitze auf die projektive Skala z = y—

y+1
anwenden, kénnen wir nunmehr, ohne den Schnittpunkt der
Skalen und den durch sie gebildeten Winkel zu &ndern, das Per-
spektivitdtszentrum O (Abb. 34) lings einer zur Skala z parallelen
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Geraden OH bis zum Punkt 0"’ verschieben und hierauf den-
selben lings der Geraden O''S (Punkt S = Teilpunkt ,,2°) bis
zum Punkt OV verschieben, je nachdem wie es fiir unsere Ver-
hiéltnisse giinstig erscheint. Dabei #dndern sich jedoch in be-
sprochener Weise die MafBistabe. So werden die MaBstibe uy’
und wy’ fiir Punkt O"'':

o QQOO,””;" _ Qo gooo"' v — 10013-0200 150 — 450 mm;
sy = py = 51,6 mm;
fir den Punkt OV erhalten wir: QT

o ovs 1 )

M == 6///@1“2 = E/‘lz = 225 mm; 0,

L, OS 1

w,t = m,ug' = —2—,%” = 25,8 mm.

Da wir den Punkt 0" ziemlich weit auf der
Achse OH (3¢ = 200) gewahlt haben und der-
selbe aullerhalb der Zeichnung zu liegen kommt, g
so fithren wir die Gerade 0’8 unter Winkel ¢
zur Abszissenachse, wobei sich ¢ aus

No—1ns 200—150 —
tegp = = = ¢
8="0 —3.125 =
Abb. 36.
berechnen 1aft. 0,4 natiirl. GroBe.
Probe:
Foar y; =17 ist 2z, =3/, g,
1 w4 29
o Yo=2 5 ZH=1s. 115 ,5/
Bemerkung : Normalerweise berech- /.
nen wir nicht beim Auftragen der pro- /{ 45
jektiven Skala alle MaBstéabe u, und u,, o /1o
so wie wir es jetzt gemacht haben, Zo5 -g5
sondern fithren samtliche Umformun- = A

gen graphisch aus, was selbstversténd-

~15 %5
lich viel kiirzer dauert. 2
Beispiel 2. Abb. 37 stellt die pro- A
jektive Skala
2 = i Abb. 37.

Yy 0,4 natiirl. GrofSle.
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dar. Um diese Funktion mittels Koordinatensystems darzustellen,
schreiben wir sie z. B. in der Form

F + ]_ — gj;.l ,
Y
wonach wir erhalten:
n=y+1;, &=y
n=2~&4+1.
Den Anfangspunkt der Skala z verschieben wir um 1 nach oben.
In der Zeichnung ist angenommen:
e = Uy = 20 mm.
Probe: y=2, z=20,5.
Durch die oben besprochenen Umformungen kénnen wir das
Perspektivitatszentrum beider Skalen, den Anfangspunkt und

die Endpunkte der Bereiche so verschieben, dafl sie unseren Er-
fordernissen entsprechen.

§ 10. Zentralprojektion einer krummlinigen Skala
auf eine Kurve.

Es sei wiederum-das Perspektivitdtszentrum als Anfangspunkt
des Koordinatensystems gewahlt. Wenn wir in Gleichung (27)
h=F =0

setzen, erhalten wir die Grundgleichung

fs _ t
—_—— = — 4
= (34)
wobei die Gleichungen der beiden krummlinigen Skalen @,
und @, durch Eliminierung der Parameter y und z aus den

Gleichungen n=7[(); 1=/ }
E=F,(); &=Fy(y)

erhalten werden. Bezeichnen wir die linke Seite der Gleichung (34)
mit vy (2) und vertauschen wir in dieser Funktion 2z mit . Wir

(35)

koénnen dies tun, da in der gebrochenen Funktion jf;— die Va-
3

riable z den Charakter eines Parameters hat, der zur Erlangung

der Gleichung @, eliminiert wird. Wir schreiben ferner:

O D ()
v =g Y@ =g

(34a)
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Wenn wir vy (u) als geradlinige Skala annehmen, fithren wir die
Projektion einer krummlinigen Skala auf eine Kurve zu zwei
Projektionen einer krummlinigen Skala auf eine Gerade zuriick.
Dies folgt auch unmittelbar aus Abb. 38. in welcher wir, um die
Projektion der krummlinigen Skala z auf die Kurve @, zu er-
halten, die Skala z auf die Gerade % und hierauf die erhaltene
Skala u auf die Kurve @, mittels Formeln (34a), aus welchen die
Gleichung (34) folgt, projizieren. Uber ,,
MaBstabe s. unten S.59. 2, 2 %

Beispiel: . \N
tg y =] az \ y\
Jetb
Wir setzen
n=az
und 0 5
£ = Vm Abb. 38.

und erhalten als Gleichung der Kurve &, die Parabel
n=aé?—ach.
Anstatt auf der geradlinigen Skala die Funktion tgg aufzu-

tragen, setzen wir Y
rsiny
tgy = —~
y reosy ’Zm %
und erhalten als Gleichung ¢ Z
der Kurve @, den Kreis ¢ G50°
L3
g2 4 nE =72 3
mit  beliebigem Radius. >
Abb. 39 stellt die Tafel fiir o
a==0,25 und b=4, 5
240 2
d. h. fir
2
tgy = ——7— Abb. 39. 0,4 natiirl. GroBe.
4)z + 4

dar. Die Konstruktion dieser Tafel versteht sich von selbst.
Auf der Abb. 39 wurde angenommen

Mg = Uy = 16 mm.
Probe: Fir 2 =8 ist y = 30°,
» 2=—265 , y=210°.
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§ 11. Die nomographischen Tafeln mit einer
krummlinigen Skala.

Aus der allgemeinen Gleichung (27) kann man mit Leichtig-
keit die Beziehungen (9), (13) und (16) durch entsprechende Ein-
setzungen erhalten.

So setzen wir z. B. fiir die Tafeln mit drei parallelen Geraden,
indem wir annehmen, daf eine von ihnen die Achse O H sei:

F,=0; Fy=ky; Fy =1k,
wobel wir erhalten

.fl (kz_ka) + fzka "f"fakz =0
oder, nachdem die Konstanten in die Funktionszeichen ein-
bezogen werden, die Beziehung (9).
Wenn wir in die Gleichung (27) fiir zwei parallele Geraden
wie oben einsetzen:
Fi=0;, F;=1I5
und fiir die dritte, sie schneidende:
fo=1kyFy,
so erhalten wir:
forFo—ks) + kaka Fy — foky Fy;

wir setzen noch

und erhalten die Gleichung

—ksfrpp 4 ko ki —kykyf3 = 0,
welche, nachdem die Konstanten in die Funktionszeichen ein-
bezogen wurden, die Form der Gleichung (13) annimmt.
Im Falle von drei sich in einem Punkte schneidenden Skalen
withlen wir die Geraden @, und &, als Koordinatenachsen eines
schiefwinkligen Koordinatensystems, setzen in die Gleichung-(27)

Fy, =0, [,=0, f3 = kyFy
und erhalten unmittelbar die Gleichung (16).

Wenn wir eine Tafel konstruieren wollen, die aus zwei par-
allelen Geraden und einer Kurve bestehen soll, so setzen wir in
der Gleichung (27), indem wir eine von diesen Geraden, z. B. @,
als Koordinatenachse annehmen:

F,=0, F,=k
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und erhalten
f1(k2_F3> + szs‘"fskz =0

Fs(f2“f1)+k2f1+sz3:0- (36)

Um den allgemeinen Typus, dem diese Gleichung entspricht, zu
finden, schreiben wir

Fs=kY; fi=—% h="Y; f=—06;,

und erhalten

oder

Vi+0,+ V¥ + ¥V, ¥=0. (37)
Wenn wir in dieser Formel @ und y als beliebig wihlbare Grofen
ansehen, so stellen sie eine Gleichung fiir z dar, die sich in oben
dargelegter Weise nomographisch auflosen 1aBt.
Den Hauptunterschied zwischen der Beziehung (37) und den
Beziehungen, die wir fiir die Tafeln mit geradlinigen Skalen er-
halten haben, ist, dafl Gleichung (37) eine Funktion

T(x,y,2) =0
ist, die wir nicht in der Form
E(z) = S(x, y)

schreiben kénnen, wihrend die Funktionen, die sich durch Tafeln
mit geradlinigen Skalen darstellen lassen, sich immer in diese
Form bringen liefen.

Beispiel: Es ist die trinomische Gleichung

P akb=0, k<n,

nomographisch darzustellen zwecks Berechnung von z fiir die
gegebenen @ und b.

Wenn wir diese Gleichung mit der Gleichung (36) vergleichen,
so konnen wir schreiben

= —kyfy; F=F;=¢&;

o=ty —h@=y—ur;

b=1fk,.
ky ist die Entfernung der Geraden @, vom Anfangspunkt des
Koordinatensystems; wir wihlen -k, auf der Abb. 40 gleich 1,

wobel wir als MaBeinheit 20 mm annebmen (u: = u; = 20 mm).
Die Gleichung der Kurve @, folgt aus

17=f3:_—z”; §=F3=2L
und ist

—n = (§)"F.
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Die Koeffizienten o und b berechnen wir aus
a=y—x | x=2>0
b=z y=a—>b

Die Abb. 40 ist gezeichnet fir den Fall n = 2 k; wir erhalten
dann fir @, die Parabel

—py=£%,
Die Skala auf dieser Parabel éndert sich mit der Grofle von % .
Auf der Abb. 40 sind auf der Parabel zwei Skalen eingetragen,
und zwar die Skalen

fir k =1 (innere Skala z)
fur £ = 2 (dubBere Skala 2').
In diesem letzteren Falle (biquadra-

tische Gleichung) finden wir auf dem
linken Parabelaste die imaginiren
Werte der Wurzeln.

Probe: E=1.
r=—15; y=—1; a=20,5;
b=—1,5;
22 4+ 0,52—1,56 =0;
z=—15, 2,=1;
Abb. 40. (—1,5)2—0,5-1,5—1,5 =0;
0,4 natiirl. Grofle. 124+05-1—1,5=0.

Dasselbe Problem kénnen wir auch auf andere Weise losen, z. B.
mittels der gleichseitigen Hyperbel. Durch Einsetzen von

1
Fazgf:-z—k; _—f3:_17:zk; k2:1
wird die Gleichung (36) zu

2_110(f2‘f1) +h+2F=0.

Es ist dann

1
¢2=77+'§—:0§

o) —H@) =b; fi(x)=a.

Wenn wir setzen
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so erhalten wir fiir die Berechnung von & und b:

y=b+a
r=d.

b=y—=

a4 =X

Abb. 41 stellt die Konstruktion der entsprechenden nomo-
graphischen Tafel dar, wo-
bei

Mg = py = 20 mm.

Probe:

x=15; y=0,5;

a=15; b=—1;

224+ 1,52—1=0;

2, =—2; 2,=0,5;
(0,52 +1,5:0,5 —1=0;
(—2)2—15-2—1=0.

Beide Tafeln (Abb. 40
und 41) haben den Nach-
teil, dafl man, um die Wur-
zeln -der Gleichung zu be-
stimmen, erst die — zwar
sehr einfachen — Funk- Abb. 41. 0,4 natiirl. GroBe.
tionen z und y der Koeffi-
zienten @ und b berechnen mufl. Wenn uns daran liegt, die

Skalen gleich fiir @ und b zu erhalten, schreiben wir die
Gleichung (36) in der Form

fs : kz) _
sz{; +f1(\1_—73' —f,=0.
Wenn wir diese Gleichung mit
Mbazk-b=0
vergleichen, so erhalten wir
ky=1; ji:z"; 1——1— = 2¥;

Fy Fy ’

Iy

und daraus

Fy—f=—
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Fiir die Kurve @, erhalten wir durch Eliminierung von z aus
den beiden letzteren Beziehungen die Gleichung

1\»/k
—¢(1—3)"
n=t(1-
Abb. 42 stellt die auf dieser Basis konstruierte nomographische
Tafel fir n/k =2 mit g =100 mm, u;=10mm dar. Die
Skalaist fiir £ = 1 eingetragen.

Probe: 7
77
b=—3, a=—2 v
9
22— 22—3 =0; g
. 7
7 =—1; 2z,=23; a4
5
(—1)2—2(—1)—3=0; ¢ i
M -
32—2-3—3=0. P )
7 - o
2
3 J
q ¥
7w @ 18WZ 2575 5 51
z 6 3
7 7
8 8
K2 9
70 70
77 77
7z 72
Vs 3

Abb. 42. 0,4 natiirl. GroBe.

Diese nomographische Tafel 148t sich nicht fiir Gleichungen
verwenden, fir welche eine der Wurzeln gleich oder nahezu
gleich + 1 ist (£ = 4-0). In diesem Falle miissen wir die Tafeln
Abb. 40, 41 oder 44 verwenden.

Beispiel 2. . .

tng—“tg‘g + /)’ =0.

Wir koénnten diese Formel als eine Gleichung zweiten Grades
auffassen und sie wie oben mittels Parabel, Hyperbel oder anderen
auflésen. Dann aber miiiten wir noch das Argument der Funk-

tion tg—z— berechnen, was wir licber vermeiden méchten; dies

fallt uns um so leichter, als die trigonometrischen Funktionen sich
meistens mit Leichtigkeit mittels Kreisskala darstellen lassen.
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2 .
Wir setzen o = — und f = Y und formen die obige Gleichung
um in t x

(1 4cosz) (y—=x) +2x—2s8inz=0,
wonach wir durch Vergleichung mit (36) finden:
n =f; = sinz
Dy =n? f—12—1=0
§=F3:1—}—cosz} e )
fo=vy; fh=x ky=2.

Abb. 43 stellt die entsprechende nomographische Tafel dar,
wobei simtliche MaBstibe gleich 40 mm sind. Anstatt einer
Skala fiir « tragen wir auf der Achse OH gleich eine Skala fiir o auf.

Probe 1. Probe 2.

2B \ 28 _
=2, — =-—1; =—1; o6 =—2; =L
w=2; =f p ‘ 15 p=
z2=135°%, z=—45°; 1 2=45°, 2z =-—135°%

tg 67,5 =2,415; tg22,5 =—0,414; |
(2,415)2—2-2,415—1 = 0;
(0,414)> + 2-0,414—1 = 0. |

I

In ahnlicher Weise kénnen wir nomographische Gleichungen
héheren Grades auflésen. Alle Koeffizienten dieser Gleichungen
auBer zweien miissen konstant sein. Zwei kénnen beliebig wihl-
bar sein. Diese Eigenschaft liegt
in der Natur der besprochenen
nomographischen Tafeln, die die
Funktionen von ho6chstens drei
Variabeln zu berechnen er-
lauben.

In den nomographischen Tafeln
mit einer krummlinigen und zwei
sich schneidenden geradlinigen
Skalen konnen wir die letzteren
als Achsen eines (schiefwinkligen)
Koordinatensystems annehmen

und Fo=0; f,=0

setzen. Aus Gleichung (27) er-
halten wir dann

(0,414) + 20,414 —1 = 0;
(2,415)2—2-2,415—1=0.

7

28
o
ol

<_-_
[P
§

R

20 &0
+Z

150 \ 3

H
D
D

1)

>R
wno JNERY ow w

—750 -30

-Z
=120 —60

N
|
SN
)

S\
O

f1Fs = f Fs +.f3F, (38)  Abb. 43. 0,4 natiirl. GroBe.
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oder
’ Pk
F, " f°

eine Gleichung, die oft Verwendung findet.

1 (38a)

Beispiel: Wenn wir die Gleichung
2 tazFb=0
mit der Gleichung (38), in der Form
F .
Fs + 7‘2‘ fs—Fy =0
1

geschrieben, vergleichen, so erhalten wir

F,=§=2" f3=;]=zk;

Fy

h :
und daraus b

h=— "

Abb. 44 stellt den Spezialfall n =3, k=1 dar, d.h. die
Gleichung

B4 az+b=0. -2

Die Parametergleichungen der
Kurve @, sind

-7 ]
§=2 1=z,

oe——

w9 & 7 6 5 4 3 2 7

7 2 -3 -4 -5 -6 -7 -& -9-70

7
Abb. 44.

% 1/ natiirl. Grofe.

2

und aus ihnen folgt
D, =n—E:=0.
In Abb. 44 ist angenommen

ty =40 mm;  ue = 10 mm.
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b
Probe: b=9,5; —;:2; a = 4,75,
2 =—1,41;
2+ 4752+ 9,5 =0;

— 1,413 —475-1,41 + 9,5 = 0,005.

§ 12. Die nomographischen Tafeln mit zwei und drei
krummlinigen Skalen.
Wenn wir in Tafeln mit zwei Kurven und einer Geraden die

letztere als Achse OH des Koordinatensystems annehmen und
dementsprechend in Gleichung (27)

F,=0
setzen, so erhalten wir
F:s (fz*—fl)”—Fz(fa_fl) =0. (39)

Wenn wir diese Gleichung in der Form

F3 f3 - fl

= 39a

F 2 f 27 f1 ( )
schreiben und sie mit der Gleichung (36)

Fy _fh—h

k2 f‘2 - «fl

vergleichen, so ersehen wir, in welcher Richtung die Verallgemei-
nerung der letzteren Gleichung gegangen ist.

Beispiel: In der Funktion
W@y =2y
setzen wir fixr > m und 1> n
fo=y"=0q; fy=2"r=y

:xp: ;
F2=?/_":§; F3:__Z~m:§; fl 3

1 , 1
D, = ‘“*l_‘nzos @3:’7—‘—'%__%:0; D, =£=0.
& 3
n m
Firm=n=p=1 uwnd k=1=2, d.h. far
_ Aty
z4ty

erhalten wir die Abb. 45.

Kono rski, Nomographie. 4
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Probe: 2, =2; y, = 2,85;
x = 2,5;
z, = 0,5; 1y, =—0,351;

2,852 44 2,85%40,52 0,351* 40,52 03512 -4
285 1+2 28 +05 —0351405 —03514+2

Tafeln mit drei krumm-
linigenSkalen erhdlt mandann,
wenn in der Gleichung (27) kein

Glied gleich 0 ist. Diese Glei-
chung kann man auch in der

2,5.

{ y‘m\ Form
F,—F, o F,—F,
f2——f3 fS-‘fl (4:0)
_ F,—F,
hi—1s

schreiben. Die Funktionen, die
diesem Typus entsprechen,
sind meistens komplizierter

Abb. 45. 0,4 natiirl. GroBe. Natur und kommen selten in
der technischen Praxis vor,
ofters bei astronomischen und geodétischen Berechnungen.

Beispiele: 1. Die Funktion
sin(x -+ 1 si 2 sin(z + «
+9 X n(y +2) 4 S +2)

T2

0

Abb. 46. Abb. 47.

1af3t sich mittels dreier konzentrischer Kreisskalen (Abb. 46) mit
den Durchmessern 7, 7, 7, darstellen.
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2. Die Funktion
sin (x — ¥) sin (y — 2) sin(z—wa)

738inz 7y 8in® 7o8InY
1aBt sich mittels dreier sich berithrender Kreisskalen (Abb. 47)
darstellen.

Die Gleichungen zweiten
Grades und hoherer Grade be-
zliglich z, deren Koeffizienten
Funktionen von « und ¥ sind,
lagsen sich ebenfalls mittels der
Gleichung (40) darstellen. So
kann man z. B. die Gleichung

Bayly—a)—z@+y) 2
+y2=0

mittels einer Tafel, die aus zwei
gleichseitigen Hyperbeln und
der Parabel 7*=£¢ besteht
(Abb. 48), berechnen.

Zwei krummlinige Skalen Abb. 48. 0,4 natiirl. GroSe.
dieser nomographischen Tafeln
kénnen auch zusammenfallen, indem zwei Skalentriger inein-
anderfallen oder auch die Skalen identisch sind (s. auch Abb. 70).
Es sind im letzten Falle in den allgemeinen Gleichungen ent-
sprechende Anderungen vorzunehmen.

§ 13. Zusammenstellung der Resultate.

In Tabelle T sind alle méglichen Falle der nomographischen
Tafeln von d’Ocagne mit geradlinigen und krummlinigen Skalen
zusammengestellt, wobei gewisse Anderungen im Vergleiche zu
den fritheren Auffassungen einzelner Beziehungen gemacht sind,
welche aus einem allgemeineren Standpunkt folgen, der sich uns
hier aufdrangt. Die erhaltenen geometrischen Figuren beziehen
wir auf ein (recht- oder schiefwinkliges) Koordinatensystem O £ H,
welches wir so wihlen (Kolonne 3 und 4), dal es sich moglichst
gut der gegebenen Figur anpaBt. In der Kolonne 2 finden wir
die Schemata der Tabellen, wobei die krummlinigen Skalen mit
einer Schlangenlinie bezeichnet sind.

Samtliche Skalen, sowohl die geradlinigen als auch die krumm-
linigen, stellen wir mittels Parameter dar. Die Parameter-
gleichungen der Achse OH sind

§=0; n=1{{@),
4%
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Tabelle I
Q*‘ " Koordi- Gleichungen der Skalen
“ Schema | naten- Normalform
5| . system |- — : _
é\ der Tafel | system o, 1 5, 1 2, der Funktion T'(x, ¥, 2) =0
i 00X |OH| & Ly ! & | 7 ] & J 1]7- ) s
1 2 |3 4] 5|6 7 g8 | 9 10 11
% 2 4 T B
1 l l , I Py D, 0 L@ ke |f20) | ks fs(2) Esfot ke~ k) fi—kafs=0
N e g; 1 \ :
2 5ﬁ:z 3 33 I (y) 0 " kaf1+F2 (fa=f)=0
%
7, | |
3 ‘/j s poron 1 s »  |[Fa@) myFs 1 (Fy ~ o) fi+my Fo Fs=0
. b J o o L o
| % g | W |
4 K; ’ I s I 3 { » I s maFa“'”a‘ (F3 = F2) fi+ (ms Fy+ng) Fy =0
2 | i
{ LA N N
5| , | S NI MU B / ke | 1) | L | @ ’ (o= 1) Fat Rafy ~ By fy = 0
L8 | | 1
6 { ( L O S I [ s | » @ EIRF=0
‘ 5 _ i | ! e o
&, P & |
7 'ZS 2’ LAE A R B [ . !mw} . w | (Fs—~F)h+Fofi-Fufy=0
R B TN N S D N N RN . .
& & % | |
8 S S 2 beheibig Fi@) s s | oe | | | B P Uam )+ (Fy- Fy) (e =0
die der Achse O 5
7 =0; E=F(n).

Die Parametergleichungen einer beliebigen geradlinigen Skala, die

schrig das Koordinatensystem durchschneidet, schreiben wir
Teistens

oder

&= F(u);
n = f(u);

n=mF(u)+n

41
(42)

und dementsprechend tragen wir die Teilpunkte der Skala auf.

Siehe Abb. 49 fiir

Siehe Abb. 50 fiir

n = mF (u) + n = mu?
& =T (u) = u?.
n = f(u) =2u,

E=mf(u)+n=2mu

+ n,

—+ n.
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Tabelle I

Bezeichnung
d. Typengl

l
0
|

Typische Form
der Funktion 7'(z, y, 2) =0

Gleichungen fiir MaBstibe

13

14
1 Ba—hs, K Es
A | Ui+ W+ W= i ) = (fs g 2 LI
1 1+ P+ ¥P,=0 (fs) e (k) = w (fa) 1o (Rs)s W) AR
l \ B
B YV (Vy+ W)+ 0 W=0 1 ) = (fad; (B = o (ks
i
c Vi(Weat W)+ C WP, W=0 w(fy) = o (Fo) = g0 (Fy)
; —
D W (Wt W)+ WL W+ O W= 0 | =) = ) =
E \ i+ ¥ (Wit W) +0,=0 w(fy) =) =n(fd; w(Fy) =u k)
i B} I
P U F Ve 0,20 A = 0 ); @D = 0 ()
(&) % Vi (Pt W)+ Wy 0:+ W30,=0 el =) =(fy); w(Fa) = u (Fy)
H H (W + W) (P + Oy + (V1 + Oy) (0, +

6) =0

wlf) = plfs) = 1 lfa);

Die auf Grund dieser Festsetzungen erhaltenen Parameter-
beziehungen fiir die Koordinaten der beliebigen Punkte P,, P,,

0o 7 2 3 4
Abb. 49.

H
5
b7
sl
2 7

7 1 05

o 7 £ 5 4 & 6F
Abb. 50.

Py, die auf den Skalen @,, D,, P, liegen (Kolonne 5 bis 10),
setzen wir in die Gleichung (27) ein, die die Beziehung ausdriickt,

W (Fy) = o (Fs) = pu (Fs)



h4 Zusammenstellung der Resultate.

welche zwischen diesen GroBlen bestehen mufl, damit die Punkte
P,, P,, P, auf einer Geraden liegen. Dadurch erhalten wir eine
Gleichung fiir die drei Parameter x, y, z, die wir die Normal-
form der Gleichung nennen (Kolonne 11).

Wenn umgekehrt eine Beziehung zwischen @, y, z gegeben
ist, die man nomographisch darstellen soll, so versuchen wir
mittels entsprechender Umformungen derselben eine mit der
Normalform identische Form zu geben. Alsdann verbleibt
uns aus der Tabelle die entsprechenden Parametergleichungen
der Skalen ®,, @,, P, abzulesen, wonach wir mit Leichtigkeit
die Tabelle konstruieren kénnen.

Durch Ordnen der Normalform, durch Einbeziehen der Kon-
stanten unter die Funktionszeichen usw. erhalten wir eine Glei-
chung von allgemeiner Form oder die sog. Typengleichung,
die sich mittels der betreffenden nomographischen Tafel dar-
stellen 148t1) (Kolonne 13). Die Aufstellung dieser Gleichungen
hat den Zweck, eine Erleichterung der Auffindung des ent-
sprechenden Nomogramms fiir eine gegebene Beziehung
T (x,y,2) =0 zu schaffen. Die Typengleichungen sind mit
Buchstaben bezeichnet (Kolonne 12).

Mittels einer entsprechenden Umformung kann man oft eine
Gleichung von vollstindig anderer Form zu einer der Typen-
gleichungen der Kolonne 13 zurtickfithren, und es ist Sache einer
gewissen Ubung, zu beurteilen, ob in einer gegebenen Gleichung
sich eine solche Umformung durchfithren a6t und welche Mittel
dazu dienen. Die am hiufigsten vorkommenden Umformungen
sind : die lineare und die (rationale) gebrochen-lineare Umformung
(projektive Umformung). Wir verweilen bei der letzteren als bei
der allgemeineren.

Die Typengleichung konnen wir in der Form

AY, +B—0 (43)
schreiben, wo 4 und B Funktionen der Funktionen ¥, und ¥,
sind. Mittels projektiver Umformung, die durch die Gleichung

« P+ f
Yo=-"1_ 44
YTy “h
ausgedriickt ist, wobei
50—Fy+0, (45)
erhalten wir eine neue Gleichung
A'P{+B =0, (46)

1) Dabei bedeuten ¥; und @, beliebige Funktionen von x, ¥, und O,
~— beliebige Funktionen von y, ¥; und @3 — beliebige Funktionen von z.
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A =xAd+yB; B =Ap-+ BS. A7)

Um eine neue Typenform der Gleichung zu finden, die sich durch
die betreffende nomographische Tafel darstellen 148t, kann man
mit Erfolg die obige Umformung dann anwenden, wenn 4 und B
Ausdriicke derselben Ordnung sind. (Oder noch besser, wenn sie
homogen sind.) So laBt sich z. B. die Typen- H
gleichung B (Tabelle I) mittels der Umformungen

(o8 3¢

= e

C
_— @m oder Tl ==

auf die Form

///
YW, P, =0
bzw. Lo i \0
Py Wy =0 Abb. 51

zuriickfithren. Wir kénnen auch z. B. mittels
projektiver Umformung die Gleichungen D und £ in der Form
VU, +CV, +CV,+C" =0
bzw.
VWY, + P, + ¥+ 60,=0
darstellen.

Einen ganz anderen Charakter besitzt die Anderung des Ko-
ordinatensystems, die wir manchmal aus rein zeichnerischen
Griinden vornehmen. In gewissen Fillen ist es nimlich bequem,
wenn- der Winkel zwischen den sich schneidenden Skalen klein
ist, und dann ist das Auftragen dieser Skalen mittels eines schief-
winkligen Koordinatensystems unbequem. Wir fithren dann —
nur voriibergehend und ohne etwas in den anderen Gleichungen
zu indern — eine Anderung des schiefwinkligen Koordinaten-
systems in ein rechtwinkliges durch, mit Belassung einer Achse
(Abb. 51), mittels der Gleichungen

7' =nsinx 1 =n’ coseco } (48)

&' =¢&+neosa E=¢§&"—n' cotgn

Die Formeln fiir die MaBstibe u, die wir in der Kolonne 14
finden, unterscheiden sich von den Formeln, die in den §§6, 7
und 8 abgeleitet werden, dadurch, daB sie sich nicht auf Typen-
gleichungen, sondern auf Normalformen beziehen. Die Glei-
chungen fiir die Mafstibe erhalten wir mittels folgenden Ver-
fahrens, das sich auf alle Fille anwenden 1a8t. Wir werden dieses
Verfahren an dem Beispiele des Falles Nr.1 entwickeln. Aus der
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Ot

Normalform der Gleichung kénnen wir eine der drei Funktionen
fis fas f5, 2. B. f5 berechnen. Wir erhalten

fo = @37(2 + (ky— k;m
3 ) L .
2

Dabei bemerken wir, dall diese Gleichung den Charakter einer
Beziehung zwischen Zahlen besitzt, daB also die GréBen f;, f,
fi» ko, ks darin Zahlen sind. Wenn wir zur nomographischen
Darstellung dieser Gleichung tibergehen, legen wir jedem der
obigen Werte den Charakter einer Strecke bei in der Weise, daB,
wenn der Wert der Funktionen f,, f,, f; fiir gewisse Werte der
Parameter z, y, z (zahlenmaBig) gleich der Einheit ist, wir diese
p Zahléneinheit mittels einer Strecke von der
s, |2 %, Lidnge p(f)), u(fy), p(f;) mm darstellen und

2 daB wir auBerdem die Zahlen k,, k; usw.
5 /’ graphisch in Einheiten, die den Strecken u (k,),
]

%

&

w (kyy mm usw. gleichen, darstellen.
%

Gehen wir jetzt zur Tafel iiber, die den

_ Fall Nr.1 darstellt, und schneiden wir die
& = Skalen @;, ®,, P, (Abb.52) mit einer be-
Abb. 52. liebigen Geraden P, P,P,. Es fmtspreche dem

Punkte P, auf der Skala &, die Zahl p,, dem
Punkte P, die Zahl p,, dem Punkte P, die Zahl p,, es sei also

L) =215 fan) =02, f3(2) =25
Wenn wir diese Werte in die Gleichung fiir f; einsetzen, erhalten
i _ kypy + (kg — k) Py
Ps= 7 . .
2
Auf Grund der angenommenen Bezeichnungen ist
OP, = piu(fy); OPy=pyulfy); OPy=pyulfs);

0Qy = kypu(ky);  OQy = kg (ks).

Fithren wir eine Gerade P;R,R;|0@,Q;; wir erhalten dann:

Ps (fs) — Py (fy) _ Dot (fo) — D1 (f2) .
kg o (keg) key  (key)
Wenn wir den erhaltenen Zahlenwert fiir p, in die Gleichung
einsetzen, finden wir

k (k, — k.
2Py kz 1) s u(fa) — 1 e (fr)

oo () = ot (fo) — 1 e (F1)

<D
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oder
kypape (f3) pu (kg) =4 Koy pt (f3) o (kg) — kg py g (f3) e (k)
— kypy pu (f1) 1t (Rg) = kapa e (fy) (k) — kg 0y (1) e (k) -

Diese Gleichung mufl wahr sein, unabhéngig davon, wie die
Gerade P, P, gezogen ist. Sie muB also unabhingig von p; und p,
sein. Wenn wir die Koeffizienten bei p, und p, Null gleichsetzen,
so erhalten wir die Beziehungen ’

wlfg) (k) = 1 (fo) o (ks) (a)
koo (fo) pe (ko) — kg pu (f3) pe (ko) — kg pu (fy) 1o (kg) + kype (f1) 1 (k3) =0,

wobei diese letztere Gleichung sichin

. g, 2,

—k, k k

()

w1 (ty) u(f)  ulfs)
umformen la8t. In jedem einzelnen 2,
Falle verfahren wir in folgender _ |4 4 %
Weise: Nachdem u(f) und  u(fy) § (ko (F)/
gewdhlt sind, finden wir aus der = ‘%%M 2

Gleichung (b) u(f;); dann wihlen
wir k,u (ky) [oder ks u (ks)] beliebig, Abb. 53.
finden w (k,) [u (ks)], berechnen aus
der Gleichung (a) u(k;) [w(ky)], wonach wir an die Konstruk-
tion der Tafel schreiten konnen.

Dieses Verfahren hat den Vorteil, daB es sich bei allen Tafeln
anwenden laBt. So ist z. B..im Falle Nr. 2 (Abb. 53)

/ ks py
pp(h) _ Papfy) (\pl 6 ) #lh)

72 (f2) B dz;“ (fo) — kg pu (k) - @ 1t (f2) — kgt (k3)

(a)
oder

P (fy) g (fo) — kg py e (Fy) o (keg)
= D1 qa it (fo) 1t (f3) — k3 Py - 10 (fa) e (fa)s

diese Gleichung wird zur Identitat, wenn wir

w(f)p(f) = ,U'(fz) u(fs)
e (f) e (kg) = p(f2) e (f5)
setzen, woraus erfolgt:
wlfs) = p(ky); p (f]) = u(fy)-

Bei der Umformung der Normalform (oder Typenform) der
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Gleichung &ndern sich auch die Gleichungen fiir die MaBstébe.
So erhalten wir z. B., wenn wir in die Gleichung (a)

h k3 ’
2 = qéJl_h; Ps = —%D;
einsetzen, die Beziehung
pup(f) [gap (fo) +hp(B)] — g2 P1 1 (fo)
hope (B) ey i (Feg) hope () kg o (ks)

dort ) + iy o)
woraus unmittelbar die Gleichung (15) folgt.
Wenn wir den MalBstab u mittels Parametergleichungen
definieren, kommen wir zum Begriff des MafBstabes einer
krummlinigen Skala. Darunter verstehen wir die Gesamt-
heit der beiden Ma@stibe w(f) und w(F) der Parameterglei-

chungen: E=F(x), y=7f(),

die die Kurve @ (£,5) =0 darstellen. Mit der Anderung der
Parametergleichungen &ndern sich die Teilpunkte der Skala (es
andert sich offenbar nicht die Form der Kurve @ = 0 selbst).
So z. B. je nachdem, ob wir die Gleichung

n=1;&*
mit
n =122 &t=u=u I
oder mit
7 =522  f=05x II
oder mit
n =1, 5:]/95 111

darstellen, erhalten wir, wenn wir in allen drei Fallen u () = 10 mm,
p (&) = 10 mm setzen, auf derselben Parabel (Abb. 54) drei ver-
schiedene Skalen, und zwar

fir den Fall I — die innere Skala,

b s ,, II — die duBere Skala,

w5, III — die Skala in Klammern.

Wenn wir jedoch einen von den MaBstdben wu (&) oder u(y)
#ndern, so andert sich die Kurve [s. Abb. 55, die fiir dieselbe
Gleichung wie Abb. 54, aber fir u(§) =5, u(y) = 10 gezeich-
net ist].

Durch Anwendung des Begriffes der Malstabe einer krumm-
linigen Skala erleichtern wir uns die Konstruktion der krumm-
linigen Skalen. In der Kolonne 14 der Tabelle I finden wir auch
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die Gleichungen fiir die MaBstibe der Tafeln, die krummlinige
Skalen enthalten. Zu diesen Gleichungen kommen wir durch ein
Verfahren, das vollstindig dem oben beschriebenen #hnlich ist.
So ist z. B. fiir den Fall Nr. 6

\.s /7 el1z

(35
Aq/jaj
5

-72
35

(-30, \
e\ =5
(- 2_5)1

-,ai_% ‘/f@
~45) 75
- 77
-JE& - J 'ﬁ,f}
= 5
_Z a
%- | %0z

Abb. 54. 0,4 natiirl. GroBe. Abb. 55. 0,5 natiirl. GroBe.

oder, wenn wir die Bezeichnungen der Abb. 56 einsetzen,

_ Pi(82—0s)
Ps 92
Andererseits lesen wir aus derselben Abbildung die geometrische
Beziehung pipf) _ 3 (fs)

o p (Fy) ot (Fa) — gzt (Fy)
ab. Wenn wir in diese Gleichung den fiir p; erhaltenen Wert
einsetzen, erhalten wir die Gleichung
Qo it (f) o (Fg) — gzt (f1) o (Fg) = qapt (Fo) p (f3) — gzt (Fp) e (f5)
die zur Identitat wird mit der Annahme
lu’ (fl) = /’L(fS)a
w(Fy) = p(Fy).
Wenn wir das beschriebene Verfahren

zur Auffindung der Beziehungen zwischen
den Maf@stiben der Skalen auf die Zen-

tralprojektion der krummlinigen Skalen 9 M)

nach den Formeln (29) und (34) anwen- Abb. 56.

den, so finden wir mit Leichtigkeit fiir die

Gleichung (29) die Formel (30) und fir die Gleichung (34) die Be-

ziehung u(fs) _ s (f2)
pls)  w@y)’

(49)
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§ 14. Die zusammengesetzten Tafeln.

Es versteht sich von selbst, daB, falls in einer nomographisch
darstellbaren Abh#éngigkeit zwischen drei Variabeln z, ¥, 2

1 (@,y,2) =0 (50)
diese Variablen solche Funktionen r, s, t, w, v, w sind, daf
po(r,5,7) =0
welt,u,y) =0 (51)
s, w,z) =0

ist und daB} diese drei Gleichungen sich nomographisch darstellen
lassen, wir nach dem Einsetzen dieser Ausdriicke in die Glei-
chung (50) die Funktion

Pr,s,t,u,v,w) =0 (52)

erhalten, die wir ebenfalls nomographisch darstellen kénnen; wir
bewerkstelligen-dies in der Weise, daf} bei gegebenen r, s, ¢, u, v
und gesuchtem w wir aus dem Nomogramm fiir y, fir die ge-
gebenen 7 und s die Variable x, aus dem Nomogramm fiir 1,
und den gegebenen ¢ und u die Variable y finden, dann mittels
der in dieser Weise gefundenen z und y aus dem Nomogramm
fir 4 die Variable z, schliefllich aus dem Nomogramm fiir vy,
fiur das gefundene z und das gegebene v das gesuchte w finden.
Diese Berechnungsart besitzt den Nachteil, daff wir die im Laufe
der Berechnung erhaltenen z, ¥ und z zwecks ihrer weiteren
Verwendung aufschreiben miissen und das Verfahren wird dabei
unstetig. Dieser Nachteil wird in gewissem MaBle behoben, wenn
die Variabeln z, y, z sich sowohl in Gleichung (50) als auch in
Gleichung (51) in Form derselben Ausdriicke f;(x), f,(y) und
f5 (2) befinden. Dann sind die Funktionsskalen fir x, y, z Gerade
und bei der Berechnung erhalten wir die gebrochene Linie
ABCDEF (Abb. 57), in welcher mit Kreisen beliebig wahlbare,
mit Kreuzen gefundene Groflen bezeichnet sind. (Auf Abb. 57
sind die drei Skalen fiir #, ¥ und z als parallel angenommen.)
Die Variablen %, y, z entsprechen den ‘Gleichungen (50) und (51),
sie sind also gewissermaflen Hilfsgréfen und keine von ihnen
kann das Endresultat der Berechnung sein [also die abhéngige
Variable der Funktion P, Formel (56)]. Die Skalen z, ¥ und 2
nennen wir Zapfenlinien; auf den. Zapfenlinien 1st das Auf-
tragen der Skala tiberflilssig.

Das Verfahren bei der Berechnung gewinnt die Stetigkeit
wieder, wenn eine von den Variabeln x und y (die besondere
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Stellung der Variabeln z beruht darauf, dall z in diesem Falle
das einzige Glied ist, das die abhingige Variable w mit anderen
Variabeln verbindet), z. B. @, die unabhingige Variable ist. Dann
erhalten wir einen einzigen gebrochenen Linienzug G K L M
(Abb. 57). Nachdem wir die Linie @ K durch das Anlegen eines
Lineals gefunden haben, setzen wir am besten den Punkt K auf
der Skala y fest, indem wir in ihn eine Nadel hineinstecken.
Dann drehen wir um diese Nadel das Lineal, um die Gerade K L
zu erhalten. In den Punkt L stecken wir wieder eine Nadel und
indem wir das Lineal um diesen Punkt drehen, erhalten wir auf der

Skala w den gesuchten Punkt M.

) u 7 t sym X v Z
Beispiel 1. y) - -
v
w=—-.
Y
Durch Logarithmieren erhalten L
wir 4
Igw=Igv +1gax—Igy.
Wir setzen ‘ 7
z=lgax—Ilgy; Abb. 57.

dann entspricht diese Gleichung und die Gleichung

lgw=1gv 42
den allgemeinen Gleichungen (50) und (51).

Die Tafel miiBte funf Skalen fiir die Variablen z, y, 2, v, w
enthalten. Man kann jedoch durch entsprechende Wahl der
Entfernungen der Skalen und der MaBstébe ‘erreichen, dafB z. B.

die Skalen fiir v und fiir ¥ und die Skalen fiir x
und w identisch sind, wodurch die Anzahl der
Skalen sich auf drei vermindert (Abb. 58).

Die Ablesung erfolgt in nachstehender Reihen-
folge: Nachdem x und y auf den entsprechenden
Skalen gewdhlt sind, suchen wir z auf und stellen
den Wert mittels der Nadel fest; wir drehen das
Lineal um die Nadel herum, so daB es den ge-
wahlten Wert von v auf der Skala v schneidet. Der
Schnittpunkt mit der Skala w bestimmt den Wert
von w.

Probe: 2—8370 —=175.

Beispiel 2. Mittels der Methode der Zapfen-
linie kann man manchmal in einfacherer Weise

1

AN
w  dwo
g

A 75

150
6 7
5 30
p)

¥

Abb. 58.
0,4 natiirl.
GroBe,
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Funktionen von drei Variabeln darstellen; so kann man z. B. die

F i
unktion 2ul
p —

T (a—u)?
mittels der frither entwickelten Methoden darstellen, dann miiBite

man aber die projektive Skala — -— auftragen, was man ver-

meiden kann. Wenn wir eine neue Variable ¥ einfithren und setzen

wl® M ke— 0t =y =lglea),
420 %% 50 erhalten wir eine nomographische Tafel
ZZ wo it einer Zapfenlinie y (Abb. 59).
75 Nachdem 2 (100) und u (50) gewihlt
700 +—————H 149 sind, finden wir auf der Zapfenlinie den
75 130 Punktz, um den wir das Lineal so drehen,
] 20 daBl es auf der Skala % durch den Punkt
307 W= ,a—u (v=250—50 = 200) zu
“ 175 liegen kommt; auf der Skala z erhalten
] 5 wir den Wert von z (6,25).
751 ; Dieselbe Tafel dient zur Berechnung
s 1, der Funktion .
u
’ ) L
; Probe:
_ 502
Abb. 59. 25 = 100 <-—) .
0,4 natiirl. GroBe. 100

§ 15. Die Tafeln fiir vier Variable mit dem
Schnittsystem zweiten Grades.

Man kann Tafeln, die eine sehr ausgedehnte Anwendbarkeit
besitzen, erhalten, wenn man als Schnittsystem einen Spezialfall
der Kurven zweiter Ordnung benutzt. Wie wir schon in §9
bemerkt haben, eignen sich zu diesem Zwecke weder die all-
gemeinen Kurven zweiter Ordnung, noch der Kreis. Ein weiterer
Spezialfall der Gleichung zweiter Ordnung ist der, in welchem
dieselbe in ein Produkt zweier linearer Gleichungen zerfallt. Die
Kurve, welche dieselbe dann darstellt, artet in ein Geradenpaar
aus, die sich entweder schneiden oder parallel sind. Ein solches
Paar ist eindeutig durch drei beliebig gegebene Punkte bestimmt.
Im Falle zweier sich schneidender Geraden drehen wir dieselben
so, daB eine von ihnen durch zwei von den drei gegebenen Punkten
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hindurchgeht; dann . verschieben wir das Lineal langs dieser
Geraden, bis die zweite Gerade durch den dritten Punkt hin-
durchgeht, wodurch die Lage des Linienpaares bestimmt ist.
Im Falle von zwei parallelen Geraden fithren wir die eine durch
zwei Punkte und ziehen dann vom dritten Punkt eine Gerade,
die parallel zur ersteren ist.

Aus obigem ersehen wir, daf§ Linienpaare sich ebenso wie
jede andere Kurve zweiter Ordnung dazu eignen, ein Schnitt-
system in nomographischen Tafeln darzustellen. Wenn die drei
Punkte auf drei Skalen z, y, z liegen, so wird das Schnittsystem
auf der vierten Skala einen Punkt bestimmen, der einer vierten
Variablen, der abhéngigen Variablen % entspricht. Wir kénnen
somit auf diese Weise nomographische Tafeln fiir vier Variable
aufbauen.

A. Das Schnittsystem besteht aus zwei parallelen Geraden.

Denken wir uns ein rechtwinkliges Koordinatensystem =0 H
und in ihm vier Punkte P;, P,, P;, P, mit den Koordinaten &;, #;;
Eos a3 &3, Mg &4, . Die Parallelitdtsbedingung der Geraden
PP, und PP, ist

Mo M1 __Na—— s

5 27 ‘S 1 5 4 E 3 ’
d. h. wenn die Punkte P;, P, auf der ersten Geraden des Schnitt-
systems liegen, die Punkte P;, P, auf der zweiten Geraden, so
miissen ihre Koordinaten der Gleichung (53) entsprechen. Es
liege der Punkt P; auf der krummlinigen Skala @,, der Punkt P,
auf der krummlinigen Skala @, usw. Nehmen wir weiter an, daB
die Gleichungen der Kurven @,, @,, P;, D, in Parameternz,y,2, %
dargestellt seien:

(53)

(pl{‘siFl(x); ; 2{E=F2(y); 3{§=F3(Z); 4{5———1”4(%). (54)
n=f(x) 1 ="1(¥) 1 =f3(2) n=14(w)
Wenn wir diese Ausdriicke in die Gleichung (533) einsetzen, so
erhalten wir

h—h __h—1, s30)

F,—F, F,—F,
(f‘.:“‘f1) (F«;_F?,)—(Fz"Fﬂ (f4_‘f3):0' (53]0}

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Funktion der Variabeln
x, Y, 2, w. Wir kdnnen sie daher in der Form

T(x,y,z,u)=20 (55)

oder

schreiben.
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Aus dem obigen schliefen wir folgendes: Wenn eine Funktion
von vier Variablen sich so umformen l46t, daB sie die Form der
Gleichung (55) annimmt, so kann man dieselbe mittels einer
nomographischen Tafel mit einem Schnittsystem, das aus zwei
parallelen Geéraden besteht, darstellen, wobei die Skalen @; bis @,
durch die Gleichungen (54) bestimmt sind.

Um eine von den vier Variabeln (z. B. %) zu berechnen, be-
nutzen wir zwei Dreiecke aus Holz oder am besten aus einer
durchsichtigen Masse, so dafl man mittels Verschiebung eines
Dreiecks aus einem Punkte auf der Skala z eine Parallele zu
einer Geraden, die durch zwei gegebene Punkte auf den Skalen x
und y hindurchgeht, ziehen kann.

Wenn wir annehmen, daB die Skalen @; bis @, Geraden oder
Kurven sind, die in verschiedenen relativen Lagen sich befinden,
so erhalten wir eine Reihe verschiedener nomographischer Tafeln,
wobei jede einer gewissen Typengleichung (55) entspricht.

Die Tabelle 11 umfaft alle méglichen Félle. In Kolonne 2
sind die Schemata der Tafeln dargestellt. Aus den 34 Schemata
sind grundsatzlich verschieden voneinander die Falle Nr. 1, 4, 6,
11, 15, 16, 17, 18, 19, 21, 24, 27, 28, 31, 33 und 34. Diese Fille
sind (Kolonne 3) mit rémischen Zahlen bezeichnet, die also dem
Typus der Tafel entsprechen. Wir haben acht Tafeltypen mit
geradlinigen Skalen und acht Typen mit krummlinigen. Alle
iibrigen Schemata sind Spezialfille der oben genannten, die ent-
weder durch Zusammenfallen von einem oder zwei Skalenpaaren
(Nr. 2, 3, 5, 8, 9, 10, 12, 14, 20, 23, 26, 30) oder durch Ver-
tauschung einer Skala mit einer anderen (Nr. 7, 13, 22, 29, 32)
oder durch verschiedene Annahmen des Koordinatensystems
(Nr. 25) entstanden sind. In der Tafel ist angenommen, dafl wir
mit der einen Geraden des Schnittsystems die Skalen @, und @,,
mit der anderen die Skalen @; und D, schneiden. Aus diesem
Grunde kénnen die Skalen &@; und ®,, &, und @,, P, und D,
oder @, und P, zusammenfallen, nie jedoch @; und P, oder P,
und P,. Aus demselben Grunde kann dasselbe Schema ver-
schiedene Resultate geben durch Vertauschung der Skala @&,
oder @, mit P, oder P, nur dann, wenn durch solche Ver-
tauschung die relative Lage der beiden Paare der geschnittenen
Skalen gedandert wird.

Die Koordinatenachsen wihlen wir in der Weise (Kolonne 4
und 5), daB sie sich méglichst an die gegebene Abbildung an-
passen, wonach wir die Parametergleichungen der Skalen @,
bis @, (Kolonne 6 bis 13) aufstellen kénnen. Die Kolonne 14
zeigh, in welcher Weise der gegebene Fall aus dem Tafeltypus
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entsteht, dem er angehort. So erhalten wir z. B. den Fall Nr. 9
aus dem Schema Nr. 7 durch Zusammenfallen der Skala @, mit
der Skala @;, den Fall Nr. 10 aus derselben Tafel Nr. 7 durch
Zusammenfallen der Skala @, mit der Skala @, und der Skala &,
mit der Skala @,. Weiteres Zusammenfallen der Skalen fithrt
zu den Fallen, die schon beriicksichtigt wurden. So erhalten wir
z. B. durch die Annahme @, = @, in Schema Nr. 13 wiederum
den Fall Nr. 9. Durch die Annahme im Schema Nr. 16: @, = @,
erhalten wir den Fall Nr. 14. Es konnen auch hier (ahn-
lich wie im § 12) zwei krummlinige Skalentriger @, und P, oder
@; und P, zusammenfallen oder identisch
werden. Es sind dann in den allgemeinen g
Gleichungen entsprechende Anderungen vor-
zunehmen.

Wenn wir die Parameterausdriicke fiir die
Koordinaten & und # der Skalen @, bis P,
in der Gleichung (53a) einsetzen, so erhalten
wir (Kolonne 15) die Normalform (s. S. 54)
der Funktion 7' = 0, die wir mittels der ge-
gebenen nomographischen Tafel darstellen
kénnen. Durch Ordnen der
Normalform dieser Funktion, -6 % # -3 2 7 0 7 2 & 4 5 6&
Einbeziehen der Konstanten in Abb. 60. 0,4 natiirl. GroBe.
die Funktionszeichen usw. er-
halten wir den allgemeinen Typus (Typengleichung) der Funktion
(Kolonne 17), die sich durch die gegebene Tafel berechnen lafit?).
Die Typengleichungen bezeichnen wir durch die Buchstaben
A, B,C usw. (Kolonne 16).

Die Normalgleichungen der Falle Nr. 15, 17, 18, 27 lassen
sich durch entsprechende lineare Transformationen (s. Kolonne 18,
Bemerkung) auf die schon frither erhaltenen Gleichungen zuriick-
fithren; als solche fithren sie zu keiner neuen Typengleichung.
Abb. 60 und 61 versinnbildlichen uns graphisch diese Um-
formungen. Abb. 60 stellt eine Tafel fiir die Funktion

(y—a) (u—2) = 2 (u + 1) (&)

dar, die sich aus der Normalgleichung des Falles Nr. 15 durch
Einsetzen

\.(\,uq&no)\u%

fo=vy; h=% Fy=u; Fy=x¢;
ky=2; m=1; ny =1
ergibt.
1) Dabei bedeuten ¥; und @, beliebige Funktionen von z, ¥, und 6,
beliebige Funktionen von y usw.

Konors ki, Nomographie. b
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Probe: =6, y=5, wu=1, =z
(5—6)(1—5)=2(1+1).
Durch Einsetzen (s. Bemerkung auf der Tabelle IT, Fall Nr. 15)

u=u —1, z=2—1

erhalten wir
(y—2) (W' —2') =2,
d. h. eine Gleichung, die der Normalform des Falles Nr. 11 ent-
b spricht, falls
2, Dy ¥
Z ¥

o =y, hL=wu;
F,=u'; Fy=1¢,
ky=2; m=1

ist. Abb. 61 stellt diese

Tafel (gewohnliche
Skala) dar. Wenn wir

e

NN W ow

N

&, wiederum
5 4 -3 -2 -1 /0 71 2 3 4 5 67 4 4 2Z° ‘ ,
{(6) 8) -4) (3] - ,\(4} @) 1) (@2) (3 % (5 6) (7 82 U = U + 1 B
o
¢ o
b Z=z41
) setzen, so erhalten wir
Abb. 61. 0,4 natiirl. Groge, die Skala mit den in
Klammern genommenen
Zahlen, die wiederum der Funktion (x) entspricht.

Probe: r=06; y=5; u=1;, z=5.

Fall Nr. 25 ergibt sich aus dem Fall Nr. 24 durch Annahme
eines anderen Koordinatensystems und sollte aus diesem Grunde
eigentlich nicht in der Tabelle figurieren. Er ist in dieselbe ein-
bezogen, weil die Annahme des Koordinatensystems wie im Falle
Nr. 24 oder so wie im Falle Nr, 25 die gleiche Berechtigung hat.

Zusammenfassend sehen wir, dal wir zwélf Tafeltypen haben,
die zu 18 Typen der Funktion 7' = 0 fithren. Uber die Umfor-
mung der Typengleichung haben wir auf S. 54 gesprochen. Aus
mehreren Tafeln, die zu derselben Typengleichung fithren, be-
nutzen wir selbstverstindlich (falls nicht besondere Griinde be-
stehen, die etwas anderes erfordern) die einfachste Tafel, d. h.
diejenige, die die kleinste Anzahl der Skalen enthilt. Meistens
finden also Anwendung die Fille Nr. 3, 5, 6, 10, 11, 14, 16, 20,
21, 23, 24, 25, 28, 30, 31, 32, 33, 34, die in der Tafel umrandert
sind. Die Gleichungen fiir die MaBstibe erhalten wir mittels
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eines Verfahrens, das im Grunde ganz dhnlich dem Verfahren
ist, das auf 8. 56 und den folgenden beschrieben ist. Wir zeigen
das an dem Beispiel des Falles Nr.7. Es ist

_ (Zz”"fﬂ (k4’—F3)
f 4 F2 N (0(‘)
Wir wihlen auf den Skalen @,, @,, @, drei beliebige Punkte P,,
P,, P, und ziehen aus dem Punkte P, eine Parallele zur Glei-
chung P, P,, die die Gerade @, im Punkte P, schneidet (Abb. 62).

Es entspreche dem Punkte P, auf Skala @, die Zahl p,,

L] 2 P 2 39 5> @2 > b2 qz:
23 E3] P 3 E3] EX] @3 3 33 Q3 3
2 3 P 4 bR 23 (1)4 b3 bR p4 .
AuBerdem bedeuten in Gleichung («)
I, und %, ebenfalls Zahlen. Durch
Einsetzen erhalten wir
I, — k, —
Py = (U Pl)q: 21— 93) ' @)
Aug Abb. 62 lesen wir die geometrische AN 5 &

Abhangigkeit
Py ) —lpu (D) ) Gl \/\
T (Fy) M) | N\p D

Pap(fs) ¢ %)
al

= Abb. 62.
qs u(Fg)— ky p (ky) 6

ab, aus welcher wir nach Gleichsetzung des Ausdruckes g fiir p,
die Gleichung erhalten:

D18a it (1) (Fa)— lagaps (Io) o (F'a)— Ky o (Fy) o (Fog) 4 Lo ey e (T) e (Fey)
=lykypu (o) p (fa) — Pr g (Fo) p (f) — Lo g o (Fo) pu (Fy)
+ P1gsp (Fo)u(fa)
die zur Identitit wird durch die Annahme
e (fo) e (Fa) = p (Fy) p (fy) = pu (1) o (Fg) = pu () e (leg) = pu (L) pa (kg5
diese letzten Gleichungen lassen sich auf die Beziehungen
uh) =puy),
p(Fy) = u(ky),
p(fy) g (Fg) = o (fy) e (Fy)

zuriickfithren.
5*
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In derselben Weise finden wir die Gleichungen fiir die MaB-
stibe in den Tafeln mit den krummlinigen Skalen.

Wir sehen aus der Tabelle, daf die Gleichungen fiir die
MaBstibe in den Tafeln des besprochenen Typus sich auf Grund
der beiden folgenden Regeln aufstellen lassen:

1. Falls in der Normalgleichung die Ausdriicke, die konstante
GroBen oder Funktionen einer Variablen sind, miteinander durch
das Zeichen -+ oder — verbunden sind, so sind die MaBstabe
dieser Ausdriicke einander gleich. (,,Die MafBstibe der Sum-
manden sind einander gleich.*)

2. Falls in der Normalgleichung durch das Zeichen -+ oder —
zwei Ausdriicke miteinander verbunden sind, deren jeder ein
Produkt von algebraischen Summen von konstanten Gréfien,
Funktionen einer Variablen oder einer konstanten GréBe und
einer Funktion einer Variablen darstellt, so sind ,,die Produkte
der gleichen MafBstibe der Summanden einander gleich®.

Bemerkung: Die Normalgleichung ist in geometrischer Be-
ziehung immer homogen.

Das Verfahren beim Konstruieren der Tafel ist mutatis mu-
tandis dasselbe wie bei den Tafeln mit drei Variabeln.

Die besprochenen Tafeln fiir vier Variable besitzen im Ver-
glcich mit den Tafeln fur drei Variable den Nachteil, daf} ihre
Genauigkeit durch die Notwendigkeit der Anwendung einer Ver-
schiebung des Zeichendreiecks wihrend der Ablesung etwas
kleiner ist. Auch verlangt hier die Ablesung mehr Sorgfalt, um
so mehr, als sie nicht so bequem ist wie in den Tafeln fiir drei
Variable. Bei gewisser Ubung erzielt man jedoch vollkommen
zufriedenstellende Resultate.

Es ist klar, daBl man die besprochenen Tafeln miteinander
oder mit den Tafeln fiir drei Variable zusammensetzen kann zur
Berechnung von Abhéngigkeiten zwischen mehr als vier Variabeln.
Das Schnittsystem besteht dann aus parallelen und sich schnei-
denden Geraden.

Um die zueinandergehorigen Skalen nicht zu vertauschen
und den Gebrauch der Tafel itbersichtlicher zu gestalten, fiihrt
man am besten die Skalenbezifferungen in zwei Farben aus, so
daf} die entsprechenden Skalenteilungen gleichfarbig sind.

Beispiel 1. Wenn z und u die Ordinate und Abszisse eines
auf einer Hyperbel mit den Achsen y und 2z liegenden Punktes
sind, so besteht die Gleichung

x2 u2

y? 22
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Diese Gleichung kénnen wir nomographisch darstellen, wenn wir
sie mit der Normalgleichung des Falles Nr. 14, die in der Form

A,
F2 FS )
geschrieben ist, vergleichen; wir erhalten dann
h=2a*, F,=y*, Fy=2, 2,9,
f4 = u2, my = 1 70
und die nomographische Tafel Abb. 63,
in der angenommen ist 7
2
plh)=uFy)=pFs)=u(f)=1mm. ¢ 8
Probe: =8, y=6, z2=17, zu’ 7
aus der Tafel: u = 6,2; ] P A
82 6,22 ! 5 5 /
T T 1 = 0,06. ,; ;
3
Beispiel 2. Die —4 4 1 74 44400
Gleichung 4 g -5———7>z Y
p -4
sin (y — w) A ! 5
= X COoS U— ZCOSY 4 -6
formen wir in 4 -7 Abb. 63
(siny — x) cosu % -4 0,4 natiirl. G;«aﬁe.
= (sinu— 2)cosy
um und, mit der N

Normalgleichung des Falles Nr. 30 vergleichend, erhalten wir
fl = x! f3 = 27
fo=siny =1n; Fy=cosy=¢&; DP,=~£&47n>—1=0,
fo=sinu=19n; Fy=cosu=¢&; @D, =E43y2—1=0.

Abb. 64 stellt die Tafel fiir die Werte von x und z, die kleiner
als 1 sind, dar, bei der Annahme

u(f) =ul) =ufy) =ulfs) =pF,) =p({)=>50mn.
Probe: x=0,8, y=30°, u=—45°; ausderTafel: z=—0,46.
sin75°—0,8 cos 45° — 0,46 cos 30° = 0,002.

Beispiel 3. Zur Berechnung der Wurzeln der vollstéindigen
Gleichung dritten Grades

2 4 pat4-qgr+1=0,
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schreiben wir dieselbe in der Form

3 @ _,q«) ! 1 — =
p(pg+p2 Trx , (l pQ) 0,

2,9,
72

N |
p

in welcher sie sich mit der Normal-
form des Falles Nr. 23 vergleichen
laBt. Wir erhalten

q
h=—=%;
1 P_
fa=l—pg; Fy=1p%
2 1
fz%"]‘:ibz? F,=¢=

E
P
@2:77——(1—?>~=0.

Die Abb. 65 stellt die nomogra-
Abb. 64.” 0,4 natiirl. GroBe.  phische Tafel dar bei der Annahme
8, 0,9,4, plfs) =p(f) =u(Fy)=20;
i pFy) =u(f) =1.
Probe: Zur Berechnung
der Gleichung

23 a3 +4x2—50x—150 =0
27 bilden wir die Ausdriicke

= 3,125;
P°
l—pg=250; p=4

&
20 By,
ot \&® =
o 0575 "

8 45 -4 -35 -3 —z,,:—_zigzz‘zi” L A 45 5@

~201 7

‘Abb. 65 oz

1/, natiirl. GroSe. -5
-60+3
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und finden aus der Tafel die Wurzeln

Zo1es; L——o07 S —_108.
P P P

Wenn wir sie in die Gleichung einsetzen, so erhalten wir
fir x = 6,72: 303,46 1+ 180,64 — 336 — 150 = —1,9;
» x=-—28:-—2195+ 31,36 + 140 — 150 = —0,59;
, @ =—"1T,82:—496,79 4 250,88 + 396 — 150 = - 0,09.

In derselben Weise kénnen wir auch die Gleichungen hoheren
Grades berechnen, in welchen drei Koeffizienten beliebig wihl-
bar sind.

B. Das Schnittsystem besteht aus zwei sich-schneidenden
Geraden.

Die zwei Geraden des Schnittsystems bilden miteinander einen
von O verschiedenen Winkel, der fiir jeden speziellen Fall selbst-
verstindlich konstant, sonst aber vollstindig beliebig ist. Da
das Konstruieren von zwei solchen sich unter einem konstanten
Winkel schneidenden Geraden auf der Tafel unbequem wére, so
benutzen wir bei der Ablesung ein Blatt durchsichtigen Papiers,
auf welchem das Schnittsystem gezeichnet ist. (Meistens ist der
Winkel zwischen den Geraden ein rechter.) Dieses Blatt legen
wir auf die Tafel und drehen es so, dafl die zwei Geraden des
Schnittsystems durch drei gegebene Punkte dreier Skalen hin-
durchgehen; im Schnittpunkte mit der vierten Skala lesen wir
den Wert der vierten Variablen ab. Der griéBite Nachteil der
Tafeln dieser ‘Art ist ihre verhaltnismaBig kleinere Genauigkeit,
durch die Fehler verursacht, die bei der Einstellung des Blattes
mit-dem gezeichneten Schnittsystem begangen werden. Dagegen
ist die Ablesung hier leichter als in den Tabellen der Art A.

Wir werden hier einen Spezialfall besprechen, in welchem die
zwei Geraden des Schnittsystems senkrecht zueinander sind.
~ Denken wir uns ein rechtwinkliges Koordinatensystem 0O H
und darin vier. Punkte P;, P,, P;, P, mit den Koordinaten
&1 M1 &as Mas s, 33 &4s Mg Die Bedingung daftr, dafl die
Geraden P, P, und P, P, zueinander senkrecht sind, ist

Te—™M _ &—&
52—51 Na— 13 ’
d.h. wenn die Punkte P;, P,, P,, P, auf zwei Geraden des

Schnittsystems liegen, so miissen ihre Koordinaten diese Glei-
chung erfiillen. Es befinde- sich der Punkt P, auf der krumm-

(56)
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linigen Skala @,, der Punkt P, auf der krummlinigen Skala @,
usw. Nehmen wir an, daf die Gleichungen der Kurven &, bis &,
in Parametern «, y, 2z, 4 ausgedriickt

@1{77:f1(93) : @2{77:f2(y) : @3{77——*]‘3@) : @4{’7:f4('l‘) (57)
§=F,(2) E=F,(y) §=F,(2) §=1F,(u)

sind; wenn wir diese Ausdriicke in die Gleichung (56) einsetzen,
so erhalte i
now fo—h _ Fs—1F,

F z—F 1 B fa—1s
oder (fo— 1) (fy—fo) = Fy—Fa) Fp—Fy),  (56D)
und dies ist die Gleichung der Funktion

(56a)

T(x,y,z,u)=0, (58)

die sich durch die Tafel der besprochenen Art darstellen 1aGBt.
Wenn wir verschiedene Skalen wihlen und ihre relative Lage
indern, so erhalten wir verschiedene typische Formen der Funk-
tion T = 0, ebenso wie wir dies in § 15 A gefunden haben.

Wir werden zeigen, daB jede Tafel der besprochenen Art sich
auf eine der Tafeln zuriickfithren laBt, die oben unter § 15 A be-
" schrieben sind.

Nehmen wir an, daBl wir
die Skalen @, und &, und die
sie schneidende Gerade P, P,
wie frither auf das Koor-
dinatensystem = O H beziehen,
daB wir jedoch, die Skalen @,
und @, und die sie schneidende
Gerade Py P, auf ein neues
Koordinatensystem O &' H' be-
ziehen, das man aus dem
Abb. 86. vorigen durch die Drehung
) des letzteren um den Punkt O

um 90° erhdlt (Abb. 66).
Zwischen den Koordinaten des alten und des neuen Koordinaten-
systems bestehen die Beziehungen

0,

v
=
=

s =—E&8 & =153
ng=—&4 & =1
wenn wir sie in die Gleichung (56) einsetzen, erhalten wir
MM _ Mi—7s
= s (0.4
L& E & )




Duale Nomogramme, Kurvenscharen. 73

oder eine Gleichung, die identisch ist mit der Gleichung (53),
die fiir ein aus zwei parallelen Geraden bestehendes Schnitt-
system aufgestellt ist. Drehen wir jetzt das Koordinatensystem
OF'H' um den Punkt O zusammen mit den auf dasselbe be-
zogenen Skalen @, und @, wiederum um 90°, so daB es die
frithere Lage OZ H einnimmt. Die Skalen @;, @, besitzen dann
die Lage @Y bzw. @}, die Gerade P, P, die Lage P§P{. Die
Koordinaten der Punkte P4, Pj; im Koordinatensystem OX H
sind dieselben wie im Koordinatensystem OZ'H’ und auch die
Gleichung (o) gilt unveréindert weiter. Die Gerade P§ P} ist
parallel zu P; P,. In dieser Weise ist die besprochene Tafel zu
einer Tafel der Art §15 A zuriickgefithrt. In shnlicher Weise kénnen
wir vorgehen, wenn der Winkel zwischen zwei Geraden des
Schnittsystems von 90° verschieden ist.

Wir sehen also, daB die Tabelle IT sich auch fiir die Tafeln der
besprochenen Art anwenden lafit. In einer gemif der Tabelle II
konstruierten Tafel der Art A drehen wir die Skalen ®f, @{
und die Gerade PYP) um 90° um den Punkt O, wonach wir
die Tabelle der Art B erhalten. Welche von diesen beiden Tafeln
bequemer ist, hingt davon ab, ob grofliere Genauigkeit oder
leichtere Ablesbarkeit erwiinschter ist.

§ 16. Duale Nomogramme, Kurvenscharen.

Die in §§ 1 bis 7 behandelten Nomogramme gehen von einem
System von drei auf einer Ebene befindlichen Geraden aus und
befassen sich mit solchen drei Punkten dieser Geraden, die auf
einer Geraden liegen. Diese Methode bleibt im Rahmen der
deskriptiven (projektiven) Eigenschaften der geometrischen Ele-
mente einer Ebene (dies trifft genau nur auf den Fall Nr. 4 der
Tabelle I zu) und 148t, wie wir wissen, eine duale Transfiguration
zu, die darin besteht, daB wir

anstatt einer Geraden — einen Punkt,

anstatt eines Punktes -— eine Gerade,

anstatt des Schnittpunktes zweier Geraden — die Ver-
bindungslinie zweier Punkte,

anstatt der Verbindungslinie zweier Punkte — den Schnitt-
punkt zweier Geraden,

anstatt einer Geraden (aufgefafit als Punktreihe) — einen
Punkt (aufgefaBt als Strahlenbiischel)

zur Konstruktion benutzen. Wie wir erkennen, entspricht einer
geraden Funktionsskala dual ein Funktionsstrahlenbiischel, und
ebenso wie dort die Punkte vermittels der Abstandsrelationen
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aufgetragen wurden, zieht man hier die Strahlen gemifl den sich
aus der Funktion ergebenden Winkelrelationen. Wenn wir eine
solche Transformation an der nomographischen Tafel Fall Nr. 4,
Tabelle I ausfithren, so erhalten wir das Bild der Abb. 67. In
jedem der drei Strahlenbiischel dieses Nomogramms ist jedem
Strahl eine Zahl zugeordnet, z.B. einem Strahl des Strahlen-
biischels mit Zentrum O; derjenige Wert &’ der Variablen z,
fir welchen die Funktion fi(x) gleich dem Winkel ist, den
der Dbetreffende Strahl mit einer festen Geraden, z. B. mit
der Geraden 0,0,, bildet.
Falls der Punkt P der
Schnittpunkt der Strahlen
x', y' ist und der durch ihn
gehende Strahl des dritten
Strablenbiischels die Be-
zifferung 2z’ tragt, so ist 2’
der Wert von z, der sich
ergibt, wenn wir in der

0, - \ » Oj\ 0 Gleichung

g D (x,y,2) =0
=2, y=y

setzen. Wenn wir die Bezeichnungen der Abb. 67 wihlen, er-
halten -wir fiir einen beliebigen Punkt P allgemein

sinfy(@)  sinfy(y)  sinfy()
sin(x —f;) sin(f—/1,) Sin(;/*“fa).—

Diese Gleichung stellt eine Abhingigkeit zwischen den Variablen
x, y, z dar, die durch das besprochene duale Nomogramm dar-
gestellt werden kann. Durch die besondere Wahl der Kon-
stanten «, §, y erbdlt man die spezialisierten Typen der darstell-
baren Funktion. Es entspricht z. B. der Fall Nr. 3 der Tabelle I
dual einem Nomogramm aus drei Strahlenbiischeln, deren Zentren
auf einer Geraden liegen.

Bei der praktischen Ausfithrung des besprochenen Punkt-
diagramms zeichnet man die drei Strahlenbiischel in verschie-
denen Farben, wodurch die Ablesbarkeit erleichtert wird. Die
Falle Nr. 6 bis 8 der Tabelle I kénnen wir ebenfalls einer dualen
Transformation unterwerfen. Es entspricht einer Kurve, die als
Punktreihe aufgefaBit ist, dieselbe Kurve als Enveloppe (Ein-
hiillende) einer Geradenschar, deren jede Gerade diese Kurve
tangiert. Aufler in ganz speziellen Fillen haben so aufgebaute

1. (59)
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B

Nomogramme keine praktische Bedeutung, da sie eine zu kleine

Genauigkeit gewdhren.

Eine andere Art von Punktdiagrammen (die jedoch ebenfalls
geringe praktische Bedeutung besitzen und hier nur der Voll-
stindigkeit halber angefithrt werden) erhalt man durch die An-

wendung der sog. Pliickerschen Linienkoordinaten.

nach Pliicker:

DieGleichungeiner Geraden :
a1§+a2;7+a3=0;

die Koordinaten dieser Geraden, !
d. h. die negativen reziproken
Abschnitte, die sie auf den Carte- |
sischen Koordinatenachsen ab-
schneidet : -

- a a
1. = %
& =—; Ny =—"-
a3 3
Die Gleichung einer zur Ordi-
natenachse parallelen Geraden:

a, & + az =0 (jj = beliebig).

Die Koordinaten dieser Ge-
raden:

1, =
1 a,

(Entsprechend fiir eine zur Ab-
szissenachse parallele Gerade.)

Gleichung der unendlich fer-
nen Geraden:

0:&+0-7]+a;=0.

Koordinaten dieser Geraden :

go="_o.

'51207

’71:0'

Es ist

Die Gleichung eines Punk-
tesl): '
Alf + Az‘l; -+ A3 =0;
die Koordinaten dieses Punktes,

d.h.die parallelzur Koordinaten-
achse gemessenen Abstiride von

~ den beiden Cartesischen Koordi-

natenachsen :
- 4, o A,
&= ) 7= A,

Die Gleichung eines auf der
Abszissenachse liegenden Punk-
tes:.

A&+ Ay =0 (] = beliebig).

! Die Koordinaten dieses
., Punktes:
2 4, o Ay
51*‘:4_33 7]1—:4';“‘0'

(Entsprechend fiir einen auf
der Ordinatenachse liegenden
Punkt.)

Gleichung des Nullpunktes

. des Koordinatensystems:

0-E 108+ 4,=0.
Kpordinaten dieses Punktes:

& =0, 5,=0.

1) Diese Gleichung besagt, daB’ jede Gerade, deren Koordinaten &, 7,

der Gleichung A, & + 4,7; + 4; = 0 gentigen, durch diesen Punkt geht:
Siehe weiter unten die Bedingung des Ineinanderliegens.
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Gleichung einer durch den Gleichung eines unendlich
Nullpunkt gehenden Geraden: | fernen Punktes:
a &+ a,j=0. A+ A =0.
Koordinaten dieser Geraden Koordinaten dieses Punktes
£, =oc; yy=o00. - £ =o0; ﬁlzoo.

Bedingung dafir, dall der Bedingung dafiir, dafi die Ge-
Punkt £,7], auf der Geraden &7, | rade &;47, durch den Punkt &, 1,
liegt : hindurchgeht :

Ebi bl m+1=0
(Bzdingung des Ineinanderliegens).

Die Bedingung, daf sich drei Gerade mit den Koordinaten
Sl, 115 &9, 093 &5, 13 in einem Punkte schneiden, ist

N (53—‘52) + 1, (51—53) + 13 (Ez*”fl) =0.

Mittels dieser Relationen kénnen wir sémtliche Félle der
Tabelle T umformen in entsprechende Punktdiagramme. Die
Resultate dieser Umformung fiir die ersten vier Fialle sind in
der Abb. 68 zusammengestellt. Wir ersehen aus ihr, daBl der
Fall Nr. 3 sich vom Fall Nr. 1 und der Fall Nr. 4 vom Fall Nr. 2
nur durch eine Ver.‘inderte Lage beziiglich der Koordinatenachsen

unterscheiden.
Im wesentlichen existieren nurzwei
Falle, und zwar
A. die drei Zentren des Strahlen-
i biischels liegen auf einer Geraden;
7

2 Q’ ¢ B. die drei Zentren des Strahlen-

biischels liegen nicht auf einer Ge-

1
raden.
Sie sind in der Tabelle ITT gegeniiber-
.@ gestellt. Dabei sind im Falle B die Ko-
ordinatenachsen parallel zu den Ge-

raden @;, D, bzw. D,, D, gewihlt.

Abb 68 Da die beiden hier auftretenden

T typischen Formen auch in der Tabelle I

enthalten sind, die in der Beniitzung einfacher und tibersichtlicher

ist, so werden die hier entwickelten Pliickerschen Nomogramme

kaum jemals praktisch benutzt.

Die Umformung des Falles Nr. 5 ergibt ein Nomogramm mit

zwei Strahlenbiischeln und einer Geradenschar, deren Einhiillende
dieselbe Kurve wie im d’Ocagne-Nomogramm ist.
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Kurvenscharen.
Die Gleichungen

F(&q,2)=0,

f(&ny =0, (60)
p & n, 2 =0,

worin &, 5 Cartesische Ko-
ordinaten und x, y, 2 ver-
anderliche Parameter be-
deuten, stellen drei Kurven-
scharen in der &, 5-Ebene
dar, indem z. B. die erste
Gleichung fiir jeden Wert
von x eine andere Kurve
darstellt., Sind zwei Para-
meter, z. B. 2 und y fest-
gelegt, so kann man ausden
entsprechenden Kurven

F(E: 77: xl) = 0;
f&n,9)=0

die Unbekannten & und 5
(Koordinaten des Schnitt-
punktes der beiden Kurven)
errechnen. Sie seien

E§=§&5 n=n;

setzt man sie in die Glei-
chung der dritten Kurven-
schar ein, so erhéalt man aus

@ (&7,2) =0
den Wert
z =z
mit anderen Worten: Die
durch den Schnittpunkt
der beiden ersten Kurven
gehende Kurve der dritten

Kurvenschar besitzt den
Parameter z;.
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Wir konnen somit mittels dreier Kurvenscharen ecine Ab-
hiéngigkeit zwischen drei Variabeln , ¥y, 2z, die durch drei Glei-
chungen (60) ausgedriickt ist, darstellen. Diese Gleichungen um-
fassen fiinf Veridnderliche, wovon zwei eliminierbare Parameter
sind und haben die Besonderheit, daBl die drei anderen Ver-
dnderlichen einzeln in jeder Gleichung vorkommen.

Wir wollen den Spezialfall betracBten, wenn zwei Kurven-
scharen parallele Geraden sind. Es werden jetzt die Gleichun-

gen (60) zu F(£ ) =0,
F 1, %) =0, (61)
(& n,2)=0.

Wenn wir aus diesen drei Gleichungen & und # eliminieren, so
erhalten wir eine Funktion
Tx,y,z)=0.

Wir ersehen daraus die bekannte Tatsache, dafl wir mittels dieses
speziellen Falles des Xurvenscharnomogramms sidmtliche
Funktionen dreier Variabeln darstellen kénnen.

Beispiele:
1. Durch eine Schar paralleler Geraden wird die Gleichung
Y+ +¥=0
dargestellt.
2. Strahlenbiischel (Zentrum im Koordinatenanfang):

Y, =Y.
3. Eine Schar konzentrischer Kreise (Mittelpunkt = Koordi-
natenanfang): P2 PR =P,

Auch die Kurvenscharnomogramme lassen sich dual und
nach Pliickerscher Weise transfigurieren, dies besitzt jedoch
keine praktische Bedeutung.

§ 17. Metrische Nomogramme.

Wenn wir den Begriff des Nomogramms erweitern und
darunter eine graphische Konstruktion oder ein System von
Konstruktionen verstehen, das uns erleichtern soll, eine oft vor-
kommende Funktion auszuwerten, so koénnen wir eine groBe
Zahl von metrischen Relationen der Geometrie zur Aufstellung
von bequemen Rechentafeln verwerten. Die in Frage kommen-
den metrischen Relationen sind
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I. Gleichheit der Felder,
II. . ,, Winkel und die ihr dual entsprechende
I11. . ., Strecken.

Nun besitzen wir keine bequemen, einfachen und jedermann zu-
ganglichen Vorrichtungen, um die Felder von gerad- und krumm-
linigen Figuren leicht zu messen und zu vergleichen. Daher kommt
im groBen und ganzen die Relationsart I fiir Nomogramme nicht
in Betracht. Aber auch die Messung der Winkel ist unvollkommen
und ungenau. Es verbleibt somit als Grundlage fiir unsere Nomo-
gramme die Relationsart III. Je nachdem, wie die Strecken-
messung am einfachsten geschehen kann, unterteilen wir die
Rechentafeln in

A. Nomogramme mit beweg-
licher Skala und

B. Stechzirkelnomogramme.

A. Durch diese Nomogramme
lassen sich die Funktionen dreier
Veranderlichen darstellen.

1. Das Nomogramm besteht
aus einer Skala und einer Kurve
(wenigstens zweiter Ordnung);
durch den Schnitt mit einer
Geraden (bewegliche Skala) wer-
den auf derselben zwei Strecken
markiert, die in gewisser Ab-
hingigkeit voneinander stehen.
Das einfachste Beispiel dafiir ist
Abb. 69. Sie stellt die Funktion

a  fir a = 500 bis 2500

y=2x-+—

Z  und x < 100
dar. Wir stellen das in Millimeter geteilte Lineal so, daf} es
durch den dem Wert von a entsprechenden Punkt B hindurch-
geht und dafl dessen Teilstrich ,,0° auf der Peripherie des Kreises
im Punkt 4 in der Weise liegt, dal die Strecke 4B gleich dem
jeweiligen Wert von x ist. Jetzt kénnen wir im zweiten Schnitt-

punkt C des Kreises mit dem Lineal auf demselben unmittelbar
den Wert von y ablesen

Abb. 69. 0,5 natiirl. GroBe.

170
Probe: y =49 +E?O~ =84.

2. Auf einer beweglichen (geradlinigen) Skala wird die Funktion
des Abstandes der Punkte abgelesen, die zwei Skalen angehoren.
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Tabelle IV.
‘ .
! Koordi- | Gleichungen
naten- der Skalen
Nr Schema achsen Normalform Bemerkung
o, | o, |
0xr iOH Ein| & [ 7 i
L \
1 ‘ l L@ |80\ fy| k| fa| (hr— f)* + K3 = F3
% 9, B
2 7‘2 _L§p1 (151 2 | 9 0 L fl_‘f2=F3
[ 2, '
3 /b"/ D, @1]» » | F2| O fi+fi—2f fcos = F3
% % [
R R AL AN AR RS TR
SN B S \ . e
5 % | 1]
5 § < beliebig | Fy|,, |5 | | (fa— )2+ (Fa— Fy)? = F3
!

Die Tabelle IV, die nach dem vorigen ohne weiteres ver-
standlich ist, bringt die Zusammenstellung samtlicher vorkom-
menden Fille. Dabei bedeutet F; die bewegliche Skala. Durch
andere Wahl der Koordinatenachsen im Falle Nr. 3 dieser Tabelle

— nimlich

OH = &,,

E— 1,

wobei &, = Fy, 1, = kyF, ist, erhilt die Normalgleichung die
(f1~——k2F2)2 + F? =F§-

Im Falle Nr.5 kiénnen die beiden krummlinigen Skalen auch
zusammenfallen. Ein Beispiel dafiir ist Abb. 70, die zwel zu-
sammengefallene gleiche elliptische Skalen

Form

& = acosz,

bzw. & = acosy,

7 = bsinx

1) = bsiny

darstellt. Die Lange der  — y - Strecke (Ellipsensehne), die auf
der beweglichen Skala abgelesen wird, ist

z = 1 a? (cosx— cosy)? + b2 (sinx — siny)?,

also im Falle der Abb. 70

z = 7 602 (cos 60 — cos 165)2 -+ 302 (sin 60 — sin 165)2 = 90.
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Was die MaBstibe anbetrifft, so mufl fiir die Tabelle IV
. plf) =u(fs) = puF) = p(Fy) = p(Fy) (62)
sein.

B. Stechzirkelnomogramme.

Mittels Stechzirkel wird der Abstand zweier Punkte ab-
gegriffen, die zwei Skalen angehdren. Die Spitze des Zirkels
wird auf der dritten Skala in dem Punkte, der der dritten Varia-
blen entspricht, eingestellt und es wird auf der vierten Skala
mittels des Stechzirkels der Punkt aufgesucht, der vom dritten
denselben Abstand besitzt wie die beiden ersten voneinander. Auf

wso_H°_ 70

0 60°
735° Z #°
. o
750° 30
%5°, 7%°
784> &2
795° ' H5°
270° 330°
225 75°
240° > 200°

257 ghge 205
Abb. 70. 0,5 natiirl. GroBle.

diese Weise kénnen wir Funktionen von vier Variablen darstellen.
Um die zueinander gehérenden Skalen anzudeuten, kann man
das Nomogramm zwei- (oder mehr-) farbig gestalten.

Tabelle V, deren nihere Beschreibung tberfliissig ist, bringt
die Zusammenstellung simtlicher Falle. In den Fillen Nr. 4, 5,
6,9, 13 kénnen die Koordinaten, wie auf S.80 besprochen, ge-
wihlt werden, wobei die Normalgleichung die dort angefiihrte
Form erhalt.

Auch hier ist das Zusammenfallen zweier krummliniger Skalen
moglich. Samtliche MaBstibe miissen, wie oben in §17 A, gleich ge-
wihlt werden (diese Bedingung macht sich oft bei der Konstruk-
tion unangenehm bemerkbar).

Beispiel: In den Abb. 71 und 72 ist-die in der Festigkeits-
lehre oft angewendete Gleichung

3 .
d— V 32200 : 7i-(o,35 M, + 0,65 ME | a2 I13)
b

dargestellt, und zwar in der Abb.71 mittéls Anwendung der
Methode der parallelen Geraden, in Abb. 72 mittels Anwendung
der Fluchtgeraden und Stechzirkelmethode.

Konorski, Nomographie. 6
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Tabelle V.
I. Koordi- 1I. Koordi- Gleichungen der Skalen
Nr. Schema natensystem | natensystem
b, D, by 1 @,
0Z |OH| 0Z [OH| & | m | & | m| & |n] &|mn
3 % 8 %
1 L@ | P | Ly B | 0 /1 | O | f| 0| f31 0]
5% %9,
2 ” b ”»” 2 2 ’” 2 ”»” » b4 ” ”
%% %%
3 I ”» ”» ” ” s » 1 ° 2 1 ””
& %4 N
4 /‘[/fZ ¢2 i3] 2 i3 2 bRl Fz 0 2 LR ER] 2
% 29
5 /l/fz * ’ 1 ” ’ ’ »” ’ ’” ’ ’ LE) £
% %
6 2, @' L1 \ 13} ®4 ’ ” ” 2 23 ’ > F4 0
%L 4 ! }
7 I % - —L (bl 9. -L ¢3 i1 » EH] 0 fz i 2 3 i3 f4
2% % 4 ! N
8 | 3 L1} ” ’s ” ” 2 5 ” 2 D 1 ”
Z 74 -
9 J/z l ¢2 12 »» 124 ’” 23 Fz 0 > LR tEN 12
2 ¢2 2 Ty
10 l S —L(pl EH) s 25 29 E2] 2 fz 1 £} 2 i)
% % %9
11 ( 2 b | | eliebig | L | | O | [ el | |
|
12 s ,,‘ b4 ”” E2d 2 b4 2 » i2d s b44 b4
% % %
13 J/g 5 432 b2 i3 b2 EE] i3 Fz 0 bR 29 b4l b2
Z % & 7 I
14 , S 2 S -—L(pl ’ i 3 2 39 ’ f2 ”» »» 2 29
R 2 3
15 { g S { beliebig | s [ | Fy| o | 5 | |5 | |5 |
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Tabelle V.

83

Normalgleichung Bemerkung
(h—1P+ ks = (fs — f)? + K,
(hh— Fo? = (fs — [ + K3,
hi—fo=2 -1
i+ F;—2fi Fycoswy, = (f3 — fo)* + ki, 5. 8. 80
fi+ F;—2fi Fyeosmy = (fy — fo)? 5. S. 80
fi4F—2f Fyeoswy, = fi+ F3 — 2f3 Fycosmy | 5.5.80
(i = fa® + kf = (fs — fo)* + Fi
(h— f)* = (fs — fa)* + F}
fi+ Fi—2f Fycosmgy = (fs — f,)* + F3 5. 8. 80
(hh— P + F§ = (fs — fo)* + Fi
(h— f)? iy = (fs — fo)* + (Fg — Fy)?
(h— 1 = (fs — [)* + (Fs — F,)?
B+ F—2fFycosmp = (f; — )2 + (Fy — Fo)* | 5.8.80

fit (Fy— Fo)* — (fs— [ + (F3 — Fo)?

(i — o+ (Fy — Fo)® = (fas — fo? + (F3 — Fy)?

6%
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Wir setzen fiir das erste Teilnomogramm der Tafel Abb. 71
fi =0,652M2%; f, = (M;— 0,35 M,)? = N2;

1
J_WT%;
und erhalten damit die Normalgleichung des Falles Nr.5 (Ta-
belle II), die wir mit

f,=a? F,= by = —0,652

N
T 40 x| H# (i) =p(fy)=>5+10"3mm,
w d gl p(F,) =101 mm,
Y1 § T T | p(ky) = 25 mm,
2 30 .
X #(fs) =20 mm
< 80
My
\w\h: © 60
50
20t 30%4 w0 oo
0 fo v A ]
Exx ", 10
30 l
M,
L

Abb. 71. 0,5 natiirl. GroBe.

konstruieren. Tn der resultierenden Gleichung

ds 32
1000  nk, (V' 40,35 00,
setzen wir
5 a3
fi=—035My; fo=DN; [=1500"
32
F,= n—kb ;0 ky=—1

und fithren sie dadurch wieder auf die.Normalgleichung des
Falles Nr. 5 (Tabelle II) zuriick. Wir benutzen zur Konstruktion
die MaBstibe

n(f)=p(f)=2-10"3mm; u(fy) = 0,1l mm,

u(Fy) = 2000 mm ; p(ky) = 40 mm.
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In der Abb. 71 ist eingezeichnet der Spezialfall mit
« = 1,3; M; = 10000 kg/em ; M, = 30000 kg/ecm ;
ky, = 700 kg/cm?;

es ist fir diesen Fall

oo voh N = 25400
o
i A w2 und
’[ T d = 80,5 mm.
sy o 7 In der Abb. 72 setzen wir
o st f=0,65My; fy =0,
Z 5wl fy = 0,65My0 — P
$ .
2 und erhalten mit
0t VA
s
T 201t
901 160
o 71
Lyo N
0-+30 W 20 \wO 4 &0 60
901 20 N @ —_—
»10 \
l w40 w2 W

3,
ra x10*hgam My <——

Abb. 72. 0,5 natiirl. Gréfle.

w(My) =2-10"3mm, u(fy) = hu(h) = 30mmnm,
u(fs) =2-10"3mm
die erste Teilmultiplikationstafel (Tabelle I, Fall Nr. 2). Unter

Anwendung der Tabelle V, Fall Nr. 5 tragen wir auf der zu P
senkrechten Geraden die Skala 0,65 M, mit

p (M) =2-10"3mm

auf und greifen den jeweiligen Abstand zwischen Punkten der Skalen
P und M, mit Stechzirkel ab. Wenn wir nun eine Spitze des Zirkels
in einen Punkt der Mj;-Skala (die die Funktion 0,35 M; mit
u(Mp)=2-10"3mm darstellt) stellen, so lesen wir an der zweiten
Spitze des im Sinne der Addition gelegten Zirkels den Wert von

M; =0,35M, 4 0,65) M} + «2M;
ab. .
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Mit Hilfe einer Multiplikationstafel (Tabelle I, Fail Nr. 2) er-
halten wir mit

— . — nk2 . — 3
f3-—MZ7 f2_1000.32? f'l—_'d?

p(fs) =2-10-3mm; 2 (fs) = 750 mm; u(f)) =10"*mm;
hp (h) = 37,5 mm
den Wert von d.

In der Abbildung ist der gleiche Spezialfall wie in der Abb. 71
eingezeichnet.

Wenn wir die beiden Methoden vergleichen, so bemerken wir,
daB beide mit gleicher Zahl an Hilfsmitteln (die erste: 2 Lineale,
die zweite: 1 Lineal und 1 Zirkel) arbeiten und beide ungefihr
gleich genaue Resultate liefern. Auch sind beide in bezug auf
die praktische Anwendung gleich bequem.

Im allgemeinen zeichnet sich die Stechzirkelmethode durch
etwas grofere Genauigkeit aus. Thr Nachteil ist die auf S.81
hervorgehobene Starrheit der MaBstibe.

Durch Kombination der Stechzirkelmethode mit Kurvenschar-
tafeln kénnen, wie man leicht erkennt, Funktionen bis zu acht
Verinderlichen dargestellt werden. Die entsprechenden Glei-
chungen kénnen ohne weiteres aufgestellt werden, solche Tafeln
werden jedoch selten praktisch benutzt.
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Die Herstellung

gezeichneter Rechentafeln
Ein Lehrbuch der Nomographie
Von

Dr.-Ing. Otto Lacmann

Mit 68 Abbildungen im Text und auf 8 Tafeln. 1923
GZ.3 ] $ 0.75

Inhaltsiibersicht:

1. Zur Einfiihrung. — II. Die Funktionsskalen und ihre Herstellung. — III. Gezeich-
nete Rechentafeln fiir Gleichungen mit zwei Verdnderlichen. — A. Rechentafeln mit
Linienkreuzung. — B, Fluchtlinientafeln. — C. Rechentafeln mit vereinigten Skalen. —
IV. Gezeichnete Rechentafeln fiir Gleichungen mit drei Verinderlichen. — A. Rechen-
tafeln mit Linienkreuzung. — B. Fluchtlinientafeln. ~ C. Rechentafeln mit Punkten gleichen
Abstandes. Rechenstibe. — V. Gezeichnete Rechentafeln fiir Gleichungen mit vier und
mehr Veréinderlichen. — A. Rechentafeln mit Linienkreuzung., — B. Verhiltnistafeln. —
C. Fluchtlinientafeln. — VI. Riumliche Rechenmodelle. — Schriftennachweis. — Sonder-
verzeichnis der Beispiele.

Die Nomographie
oder Fluchtlinienkunst

Ein technischer Leitfaden
Von
Fritz KrauB, Ingenieur in Wien
Mit 26 Textfiguren. 1922
GZ.18 ] $ 045
Aus den Besprechungen:

In dem vorliegenden Biichlein hat sich der Verfasser die Aufgabe gestellt, ein Teil-
gebiet der Nomographie, nimlich die Fluchtlinientafeln, unter tunlichster Vermeidung
aller fiir eine eingehende Behandlung des Problems notwendigen mathematischen Er-
orterungen moglichst elementar darzustellen . . In anschaulicher Weise lernt der Leser
die iiblichen Fluchtlinientafeln fiir drei und mehr Verinderliche, mit geraden, gekriilmmten
und gitterféormigen Skalentrigern kennen. Die erlduternden Beispiele sind teils dem
Gebiete der Mathematik, teils dem der Physik, des Maschinenbaues.und der Heizungs-
technik entnommen... ,»,Maschinenbau/Gestaltung®, 1922/23, Heft 10.

Das Entwerfen
von graphischen Rechentafeln

Von

Prof. Dr.-Ing. P. Werkmeister-
Privatdozent an der Technischen Hochschule in Stuttgart
Mit 163 Textabbildungen
Erscheint Ende Herbst 1923

Die QGrundzahlen (GZ.) entsprechen den ungefihren Vorkriegspreisen und ergeben mit dem
jeweiligen Entwertungsfaktor (Umrechnungsschliissel) vervielfacht den Verkaufspreis. ber
den zur Zeit geltenden Umrechnungsschliissel geben alle Buchhandlungen sowie der Verlag
bereitwilligst Auskunft.
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Lehrbueh der darstellenden Geometrie. Von Dr. W. Ludwig, o. Professor an
der Technischen Hochschule Dresden. In drei Teilen.
Erster Teil: Das rechtwinklige Zweitafelsystem. Vielflache, Kreis, Zylinder,

Kugel. Mit 58 Textfiguren. 1919. GZ. 45; $ 1.10
Zweiter Teil: Das rechtwinklige Zweitafelsystem. Kegelschmtte, Durch-
dringungskurven, Schraubenlinie. Mit 50 Textfiguren. 1922, GZ. 45; § 1.10
Dritter Teil: In Vorbereitung

Ingenieur-Mathematik. Lehrbuch der hoheren Mathematik fiir die technischen
Berufe. Von Dr.Ing. Dr. phil. Heinz Egerer, Diplom-Ingenieur, vormals Professor
fiir Ingenieur-Mechanik und Materialpriifung an der Technischen Hochschule
Drontheim.

Erster Band: Niedere: Algebra und Analysis. — Lineare Gebilde der Ebene
und des Raumes in analytischer und vektorieiler Behandlung. — Kegelschnitte.
Mit 820 Textabbildungen und 576 vollstindig gelostén Beispielen und Aufgaben

Unverédnderter Neudrack. 1923. Gebunden GZ, 12; gebunden § 3
Zweiter Ban d:Differential- und Inlegralrechnung. Reihen un(l Gleichungen.
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Gebunden GZ. 17; gebunden §$ 4.10

Dritter Band: Gewdihnliche Differentialgleichungen. — Flachen. — Raum-
kurven. — Partielle Differentialgleichungen. — \Vahrschemhehkmts- und
Ausgleichsrechnung. — Fouriersche Reihen usw. - In Vorbereitung.

Technische Schwingungslehre, Ein Handbuch fiir Ingenieure, Physiker und
Mathematiker bei der Untersuchung der in der Technik angewendeten periodischen
Vorgidnge. Von Dipl.-Ing. Dr. Wilhelm Hort, Oberingenieur bei der Turbinenfabrik
der AEG, Privatdozent an der Technischen Hochschule in Berlin, Zweite, vollig
umgearbeitete Auflage. Mit 423 Textfiguren. 1922. Gebunden GZ.20; gebunden § 4.80

Weickert-Stolle, Praktisches Maschinenrechnen. Die wichtigsten Erfahrungs-
werte aus der Mathematik, Mechanik, Festigkeits- und Maschinenlehre in ihrer
Anwendung auf den praktischen Maschinenbau.

I Teil: Elementar-Mathematik. Eine leichtfaBliche Darstellung der fiir Maschinen-
bauer und Elektrofechniker unentbehrlichen Gesetze von A. Weickert, Oberin-
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Gebunden GZ. 4; gebunden § 0.90
Zweiter Band: Die wissenschafiliche Ausbildung. 1. Teil: Mathematik
und Naturwissenschaft. Bearbeitet Yon R. Kramm, K. Ruegg und
H. Winkel. Mit 369 Textfiguren. 1923. Gebunden GZ. 7; gebunden § 1.60
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