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§ 1. Allgemeine Bemerkungen. 
Die von d'Ocagne in seinem "Traite de Nomographie" (1899) 

veroffentlichten Methoden haben eine groBe Verbreitung erlangt, 
nachdem es sich gezeigt hatte, welche groBe praktische Anwen­
dung sie finden konnen. Heutzutage werden die nomographischen 
Tafeln, welche komplizierte Rechnungen in hohem Grade verein­
fachen, nicht nur von Physikern in den Laboratorien und In­
genieuren in den Buros angewendet - die Leichtigkeit ihres Ge­
brauches hat zur Folge, daB manche Unternehmungen sie sogar 
den Monteuren und Meistern in die Hande geben, zwecks An­
wendung bei der Montage und in der Werkstatt. Die Nomographie 
ist, ahnlich wie der Rechenschieber, ein weiterer Schritt zur Be­
freiung des Arbeitenden von rein mechanischen Rechenopera­
tionen. Ihre groBe Bedeutung liegt darin, daB sie zwei Zeit­
momente einander nahert: das Moment der Aufstellung einer 
Formel und das Moment ihrer Berechnung. Mit einem Worte, 
sie verkiirzt den Weg zwischen Vorsatz und Ausfuhrung. In 
dieser Eigenschaft bildet sie ein Werkzeug der Gedankenokonomie, 
die dem Geiste erlaubt, sich auf das zu konzentrieren, was seine 
vorwiegende Aufgabe bildet - auf die schopferische Arbeit anstatt 
auf die mechanische. 

Das Mittel, mit dem bei der Berechnung von funktionellen 
Zusammenhangen dieses Ziel erreicht wird, ist die Durchfiihrung 
von gewissen einfachen Manipulationen auf geometrisch-graphi­
schen Figuren, welche nomographische Tafeln oder Nomo­
gramme genannt werden. Eine nomographische Tafel besteht 
aus einer bestimmten Anzahl von Geraden oder Kurven, auf 
welchen auf Grund bestimmter Regeln und Zusammenhange 
Teilpunkte aufgetragen und Zahlen eingeschrieben sind, die Argu­
mente bedeuten, welchen diese Punkte entsprechen. Solche Linien 
werden Skalen genannt. Indem wir die Skalen einer nomo­
graphischen Tafel mit einer Geraden oder mit einem System von 
Geraden, das dann Schnittsystem heiBt, schneiden, konnen 
wir an den Schnittpunkten die Zahlen ablesen, die gewissen 
funktionellen Zusammenhangen entsprechen. 

K on ors k i, Nomographie. 1 



2 Die Darstellung einer Funktion einer Variablen mittels Kurve. 

Der Anwendungsbereich der nomographischen Tafeln ist sehr 
groB; mit ihrer Hilfe lassen sich Funktionen von 2, 3, 4 und, 
durch Zusammensetzen mehrerer Tafeln, auch mehreren Variabeln 
berechnen; unter anderem kann man nomographisch aueh alge­
braische Gleichungen losen. Die Zeit, die zum Ablesen dieser 
funktionellen Zusammenhange notig ist, ist gering im Vergleiche 
mit der Zeit, die die Durchfii.hrung derselben Rechnung auf dem 
gewohnlichen "\Vege erfordert - mld darin besteht eben die 
Okonomie, die die nomographischen Tafeln einfiihren. 

Eine groBe Reihe von Tafeln fUr Berechnungen, die oft in 
der Technik vorkommen, wie z. B. Berechnung des Spannungs­
abfalles in elektrischen Leitungen, des elektrischen Widerstandes, 
der Riemen- und Zahntriebe und viele andere, sind durch die 
Gesellschaft "Stugra" (Zentralstelle fiir graphische Berechnungs­
tafeln, Berlin-Waidmannslust) zusammengestellt und heraus­
gegeben. Die mehr ins Spezielle gehenden mld seltener vor­
kommenden Berechnungen erfol'dern eine Konstruktion ad hoc, 
die den speziellen Bedingungen (z. B. Bereich, Genauigkeit usw.) 
angepaBt ist. Eine solche Konstruktion verlangt Kenntnis del' 
Theorie der nomographischen Tafeln; auBerdem liegt eine Schwie­
rigkeit darin, daB man jede Funktion meistens in mehrfacher 
Weise nomographisch darstellen kann, und es handelt sich darum, 
aus allen moglichen Fallen die einfachste Darstellung zu wahlen. 

Die vorliegende Arbeit hat den Zweck, die Theol'ie und die 
Konstruktionsgnmdlagen der nomographischen Tafeln zu ent­
wickeln. 

§ 2. Die Darstellung einer Funktion einer Variablen 
mittels Kurve und mittels Skala. 

Ein 8ehr verbreitetes Hilfsmittel bei Rechnungen mit del' 
Funktion y = f(x) ist die Darstellung dieser Funktion in Form 
einer Tafel mit zwei Kolonnen, wobei in der einen sich die Werte 
der Variablen x, in der anderen die entsprechenden Werte der 
Variablen y befinden. Von diesel' Art sind z. B. die Quadrat­
und Kubiktafeln der natiirlichen Zahlen, die Logarithmentafeln 
und viele andere. Ebenso oft, und zwar am meisten, wenn del' 
funktionelle Zusammenhang zwischen den Variablen unbekannt 
und z. B. auf experimentellem Wege entstanden ist, gebraucht 
man die graphische Darstellung del' Funktion mittels der kartesia­
nischen Koordinaten in Form einer Kurve. Zu dieser Kategorie 
gehoren z. B. die in der Elektrotechnik gebrauchten Magneti­
sierungskurven, die J-S-Kurven in der "\Vasserdampftechnik u. a. 
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In den nomographischen Tafeln wird eine andere Art von 
Funktionsdarstellung gebraucht. Dies ist die sog. Doppel­
skala und die Funktionsskala. Legen wir in der graphischen 
Darstellung Y = f(x) (Abb. 1) auf der Abszissenachse OX Teil­
punkte der Variablen x, die den Werten 1, 2, 3, 4 usw. dieser 
Variablen (sog. natiirliche Reihe) entsprechen. Zu jedem 
Punkte schreiben wir die 
Zahl, die den entsprechen - .Y 
den Wert der Variablen x '7 BL ___ yz-=M ___ _ 
ausdriickt. Es wird dann 
Strecke 0 1 = Strecke 1 2 = 
Strecke 2 3 usw., und die 5 

Langen dieser Strecken sind " 
von dem von uns beliebig 3 

angenommenenMaBstabe ab­
hangig. In dieser Weise be- Z 

kommenwiraufderAchseOX 1 

eine Skala, die wir natiir­
liche Skala nennen. o 

Wenn wir nun, graphisch 
mit Hilfe der Kurve oder 

1 5 6 '189 

Abb.1. 

analytiscq, die Werte Yl' Y2' Y:r der Variablen Y, die den Wert en 
der Teilpunkte der Variablen x entsprechen, bestimmen und sie 
an den entsprechenden Punk - IIW/cm Gauss IIWjcm Gauss 
ten der x-Skala dazuschrei- 3500 zoooo 

!I x <nnn 22000 2500 
ben, so erhalten wir eine 9 '~()'VOV 2000 18000 

7 ", 1500 
Skala mit einer doppelten B 20000 1000 

Skalenreihe, die sog. Dop-
7 pels kala, die uns fUr jeden 

bestimmten Wert von x den 6 6 

entsprechenden Wert von y, 5 

und umgekehrt, zu finden 5 

moglich macht. Durch ge- If. 

nugend feine Unterteilung 'I J 

der Skalen fiir x und Y 2 

konnen wir, sei es durch 3 

direkte Ablesung, sei es durch : 1 

geometrische Interpolation, 0 0 

fur jeden Wert von x inner- Abb.2. 
halb gewisser Grenzen den 
entsprechenden Wert von Y, 
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Abb.3. 

und umgekehrt, finden (Abb.2). Die graphische Darstellung be­
sitzt eine groBere Anschaulichkeit und Verstandlichkeit als die 

1* 
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Skalendarstellung einer Funktion, jedoch auch diese letztere hat 
viele Vorteile. So z. B. wird del' Gebrauch del' Magnetisierungs­
kurve fur groBe magnetische Sattigungen unbequem. In del' Doppel­
skala (Abb.3) verschwindet diese Unannehmlichkeit. In del' 
Doppelskala benutzen wir nur eine Raumdimension (Lange), wo­
gegen die graphische Darstellung nach Abb. 1 zwei Raumdimen­
sionen ausnutzt und viel mehr Platz erfordert. AuBerdem ist 
das Ablesen von del' Doppelskala viel bequemer als von del' 
gra phis chen Darstell ung. 

Von groBem praktischen Wert ist auch die Eigenschaft del' 
nomographischen Darstellung einer FunktiGn mit mehreren Va­
riabeln, daB man wahrend del' Rechnung bald eine, bald eine 

andere Variable beliebig als Funktion del' anderen be­
x II stimmen kann. 
9 
8 
7 
6 
5 

7 In ahnlicher 'Weise, wie wir es mit del' Variablen y 
5 machten, indem wir ihre Werte auf del' Abszissenachse 
5 einschrieben, konnen wir mit del' Variablen x vorgehen 

und ihre Werte auf del' Ordinatenachse auftragen. 'Vir 
3 If bekommen dann eine Doppelskala (Abb.4), welche die 
2 3 zur Funktion y = f(x) inverse Funktion x = F(y) dar-
1 2 stellt. 

Falls Wll' zwei Funktionen einer unabhtin.gigen Va-
1 riablen 

o o z = Mx) (1) 

Abb. 4. haben, so konnen wir sie mittels einer clreifachen Skala 
clarstellen, aus del' wir ebenfalls die durch die Gleichun­

gen (1) entstandene Abhangigkeit zwischen y und z ablesen 
konnen. Abb.5 stellt in einer dreifachen Skala den Zusammen­
hang zwischen clem Druck von gesattigtem Wasserdampf (in 

Atmospharen), seiner Temperatur (in Graden 0) 
tOe r/at 8abs. • E . b 1 
180 10 ~58 und selUer ntroPle (in a so uten Einheiten) dar. 

9 ~59 
Kommen wir jetzt zur graphischen Funk-

tionsclarstellung zuruck und ii.bertragen wir, wie 
170 8 ~60 dies auf Abb. 6 gezeigt ist, die Werte del' Va-
160 7 1,61 riablen y auf die Ordinatenachse. Nach Einschreiben 

150 

1110 

130 

6 1,62 an den erhaltenen Teilpunktcn del' entsprechenclen 
1,63 
1,69 Werte von x und y wurden wir auf del' Ordinaten-5 

1,65 achse wieder eine Doppelskala del' Funktion y = f(x) 
bekommen. Wenn wir jedoch an den Teil-

120 1,70 punkten nur die Werte del' unabhangigen Va-
110 
700 1,75 riablen x auftragen, ohne die Werte del' abhangigen 
8_0-'----.!'--'-1,85 Variablen y anzugeben, so erhalten wir eine Skala 

Abb.5. mit den Zahlen 1, 2, 3, 4 usw., wobei jedoch die 
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Strecken 0 1, 02, 03 usw. gleich den in einem beliebigen (kon­
stanten) MaBstabe dargestellten GroBen /(1), f (2), f (3) usw. sind, 
die wir erhalten, wenn wir die entspreehende Teilzahl von x in die 
Funktion y = f(x) einsetzen. Eine solche Skala nennen wir die 
Funktionsskala del' Funktion y = f(x) (Abb.7). In ganz ahn­
licher Weise konnen wir die Funktionsskala del' inversen Funk­
tion x = F(y) erhalten. 

Aus j eder Funktionsskala kann man eine Doppel­
skala erhalten durch Hinzuschreiben del' Werte del' 
unabhangigen Variablen. 

Die am haufigsten gebrauchten Funktionsskalen sind die 
Potenzskalen, die logarithmischen und die projektiven Skalen. 

Ein sehr wichtiger Be­
griff beim Aufstellen von 
Funktionsskalen ist del' B8-
griff des MaBstabes (Mo­
duls). MaBstab einer 
Funktionsskala y = f(x) 
nennen wir die in 

MaBeinhei ten (mm, 
cm usw.) a u s g cdr u c k t e 

Lange einer del' 
n umerischen Einhei t 
del' Variablen y ent­

2 

, 2 3 q 5 6 7 89m x 
Abb.6. Abb.7. 

sprechenden Strecke. Den MaBstab ciner solchen Skala 
bezeichnen wir mit fly oder flU). 

Dementsprechend bezeichnen wir als M a 13 s tab (Modul) de I' 
naturlichen Skala x die in MaBeinheiten ausge­
druckte Streckenlange, welche in diesel' Skala die 
numerische Einheit del' Variablen x einnimmt. Diesen 
MaBstab bezeichnen wir mit /hx' 

§ 3. Die Potenz- und die logarithmische Skala. 
Die Potenzskala entspricht del' Gleichung y = xn, WO n eine 

ganze Zahl odeI' ein Bruch sein kann. Diese Skala konstruieren 
wir mittels Tafel, direkter Berechnung oder graphischer Dar­
stellung. So z. B. konnen wir zur Konstruktion del' Skala x = y'/2 
oder del' Skala y = X'!3 die graphischen Darstellungen del' Kurven 
z = y3 und z = x2 benutzen (Abb. 8), wobei jedoch darauf zu 
achten ist, daB del' MaBstab fUr die Variable z in beiden Kurven 
derselbe sein muB und daB auch die MaBstabe fur die (unab­
hangigen) Variablen x und y auf del' Abszissenachse gleich sein 
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mussen. Die Konstruktion der beiden Skalen zeigt die Abbildung. 
Die Punkte 3,0 und 3,5 gehoren der Skala x = y'/2, der Plillkt 8,0 
der Skala y = x'l, an. Dieselbe Methode konnen wir allgemein 
auf die Funktion f(x, y) = ° anwenden, falls wir sie in del' Form 
rp(y) = 'IjJ{x) darstellen konnen. 

In der Potenzskala ist die relative Ablesungsgenauigkeit ver­
schieden an verschiedenen Stellen der Skala. W" enn in einer 
Potenzskala y = xn, die mit MaBstab fly entworfen ist, der 
absolute Fehler, del' bei del' Ablesung begangen werden kann, 
maximal ± () mm betragt (d. h. bei der Ablesung des Argu­
mentes x des Punktes A del' Skala die Fehlablesung des Argu­
mentes x' des Punktes A' moglich ist, wobei AA' < () ist), so ist 

z=.z;2 OA = fly x"; OA' = fly x'n 

und 

OA' - OA = () = fly x'''' - fty x", 

oder V() 
x' = fly + xn . 

Da () eine sehr kleine GroBe ist, so 
konnen wir in der erst en Annaherung 

'--"""-_-J-I.~-+---:L--L.,,.-<,A.!l.!...Y schreiben 
8,0 3,0 3,5 M~1.0Cl11 (1 (») 
Abb. 8. x' = x 1 + - . -- . 

n fly x" 

Der relative Fehler im Punkt x ist dann 

/J 
% 
3 

2 odeI' in % 

x' -x 1 () 
D=----=-·--

x n /.tyXn' 

(2) 

Wir sehen also, daB del' Fehler urn 
so groBer ist, je naher dem Anfange 

o 1 81,5 2 z,5 3 ·17, wir nns befinden. Abb. 9 versinn-
Abb. 9. bildlicht nns die Beziehung (2) fur 

fly=10mm,()=0,5mm und n=2. 
Auf del' Abszissenachse ist die Funktionsskala y = x 2 aufgetragen, 
so daB wir aus del' Zeichnnng direkt ablesen konnen, wie groB der 
maximale Fehler sein kann, der in jedem Punkte der Skala gemacht 
werden kann. Falls wir annehmen, daB del' maximale Relativ­
fehler kleiner als fJ% sein solI, kaun der Teil der Skala von 
Punkt 0 bis Punkt B nicht benutzt werden. 
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Abb. 10 stellt eine in den nomographischen Tafeln ganz be­
sonders oft verwendete logarithmische Skala y = 10glO x dar mit 
MaBstab fly = 100 mm. Die logarithmische Skala besitzt die auBer­
ordentlich wichtige Eigenschaft, die sie von allen an­
deren Funktionsskalen unterscheidet: der relative Ab­
lesungsfehler ist in allen Punkten der Skala gleich. 
Wenn dem Punkte A der logarithmischen Skala das 
Argument x und dem um <'> mm entfemten Punkte A' 
das Argument x' = y x entspricht, so ist 

flylgy=<,>. 

Dann ist der relative Fehler 

yx-x 
D=--=y-I. 

x 

(3a) 

(3b) 

Er ist also konstant und hangt nur vom absoluten 
Fehler und vom MaBstabe der Skala abo Eine Folge 
dieser Eigenschaft ist z. B., daB wir mit dem logarith­
mischen Rechenschieber am Ende der Skala weniger 
Dezimalzeichen als an ihrem Anfange ablesen konnen. 

.10 

20 
17,5 

15 

10 
9 
8 
7 
6 

5 

J 

2 
1,75 
1,5 

Da aile Berechnungen, die mit nomographischen Abb. 10. 
Tafeln ausgefiihrt werden, Naherungsberechnungen 0,4 natiirl. 
sind, so ist es sehr wichtig, den Grad der Naherung GroBe. 
zu kennen, damit der relative Fehler nicht die ihm zu­
gewiesenen Grenzen iiberschreite. In den logarithmischen Skalen 
ist dieser Fehler eine sehr leicht zu berechnende konstante GroBe; 
durch Wahlen eines entsprechenden AI 
MaBstabes kann man ihn leicht be­
liebig verkleinem, und deshalb ist 
eben die Anwendung der logarith­
mischen Skalen so bequem. In 
anderen Skalen verlangt die Be­
stimmung des relativen Fehlers eine 
besondere Rechnung. 

Bei der Konstruktion der Tafeln 

10 
9 
B 
7 
6 

5 

'I 

J 

2 ist oft notig, die logarithmischen 
Skalen in verschiedenen MaBstaben 2 

aufzutragen. Die .Rechnungen, die 
man zu diesem Zwecke durchfiihren 0 

muB, ['lind langwierig. Um uns diese 
Konstruktion zu erleichtem, zeich-

(60) 0(10; (80) (9fJ) 0' 

Abb. 11. 0,4 natiirl. GroBe. 

nen wir am besten auf Millimeterpapier eine Hilfskonstruktion, wie 
in Abb. 11. Auf der Geraden OM ist eine logarithmische Skala 
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mit MaBstab von z. B. 50 mm, auf del' von ihr mn 100 mm ent­
fernten parallelen Geraden 0' M' eine logarithmische Skala mit 
MaBstab 100 mm aufgetragen. Die Teilpunkte del' beiden Skalen 
sind miteinander verbunden. Wenn wir in einer Entfernung von 
z. B. 35 mm von del' Geraden OM die parallele Gerade 0" M" 
fuhren, so erhalten wir auf ihr die Teilpunkte einer logarith-

mischen Skala mit MaBstab 50 + 3: = 67,5 mm. 

§ 4. Die projektive Skala. 
Wenn wir auf del' Ebene zwei Punktreihen auf zwei Geraden 

tXl und tX2 haben und zwischen den Punkten einer Punktreihe 
und denen del' anderen eine solche Abhangigkeit bestimmen, daB 

dem Punkte Al del' Geraden tXl del' Punkt A2 del' Geraden tX 2' 

Bl tX l " B 2 " tX 2' 

" " 0 1 tXl " O2 "tXl! 

zugeordnet ist und einer harmonischen Gruppe von vier Punkten 
einer Punktreihe eine harmonische Gruppe del' anderen Punkt­
reihe entspricht, dann entspricht jedem Punkte Dl del' Punkt­
reihe tXl ein bestimmter Punkt D2 del' Punktreihe tX2 und um­
gekehrt, wobei das Doppelverhaltnis 

(AI' B l , 01> D l ) = dem Doppelverhaltnis (A2' B 2 , O2 , D 2) ist 

odeI' 
AlOl AlDl A 2 0 2 A2D2 
BIOI: BlDl = B~02: B2D2 . 

Eine solche Abhangigkeit nennt man, wie bekannt, eine projektive. 
Bezeichnen wir die Entfernung del' Punkie AI> Bl , 0 1 usw. del' 
Punktreihe tX vom festen Punkt 0 1 derselben Punktreihe mit Yl' 

Y2' Y3 usw. und die Entfernung del' entsprechenden Punkte del' 
Punktreihe tX2 vom festen Punkt O2 diesel' Punktreihe mit Xl' 

X 2 , X3 usw. Man kann leicht beweisen, daB, wenn fur jedes Paar 
del' zugeordneten Werte X und Y die Abhangigkeit 

kx+l (4) 
Y=mx+n 

besteht, die Abhangigkeit zwischen den Punktreihen tXl und tX2 

eine projektive ist. In del' Tat, wenn wir den Ausdruck fur das 
Doppelverhaltnis del' Punkte Yl' Y2' Y3 und Y4 bilden: 

d = Yl - Y3 : Yl- Y4 
Y2-Y3 Y2-Y4 
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und in denselben die Werte der entspreehenden y aus der Glei­
chung (4) einsetzen, so erhalten wir den Ausdruck 

k.1:l + l kX3 + l kXl + l kX4 + l ----

d= 
mXl + n mx3 + n mXl + n mx4 +n 

kX2 + l kXa + l kX2 + l kX4 + l , 
---~~-- ------~~-

mx2+n mx3 +n mx2 +n mx4 +n 

del' sich leicht umfol'men laBt in 

d _ Xl - X3 . Xl - x4 
----.-~~. 

X 2 -X3 X2-X4 

Umgekehrt, wenn eine pl'ojektive Beziehung zwisehen zwei Punkt­
l'eihen clureh dl'ei Paal'e einander zugeordneter Punkte Al und A z, 
Bl und B z, Cl und C2 definiert ist, dann besteht zwisehen den 
Entfel'nungen y und X del' ein - p 
ander in diesel' Abhangigkeit ent­
sprechenden Punkte Dl und D2 
von den festen Punktell 0 1 bzw. O2 

die Beziehullg (4). 
Die pl'ojektive Abhangigkeit 

laBt sich graphisch folgender­
maBen dal'stellen: V el'schie ben 
wil' in del' Ebene eine von den Abb. 12. 
beiden gegebenen Pnnktreihen 
so, daB z. B. del' Punkt Al del' el'sten Punktreihe mit dem ihm 
zugeol'dnet811 Punkt A2 del' zweiten zusammenfallt (Abb. 12). 
Ziehen wil' die Gel'aden BlBz, und CP2' die sich im Punkte P 
schneiden (Pel'spektivitatszentl'um); dann bestimmt die Gel'ade, 
die yom Punkte P zu einem beliebigen Punkte Dl del' el'sten 
Punktreihe tXl gezogen ist, auf del' Gel'aden tXz, den dem Punkte Dl 
in del' zweiten Punktl'eihe entspl'echenden Pnnkt D 2 • Um nns 
davon zu iiberzengen, bezeichnen wil' die Gerade AP mit a, die 
Gel'ade BlBz mit b, die Gel'ade Cpz mit a usw., den Winkel 
zwischen den Gel'aden a b mit (a b) usw.; dann el'halten wil' 
ohne weitel'es: 

Doppelvel'haltnis (a, b, a, d) = Doppelverhaltnis (Al' B l , Cl , D l ) 

odeI' 
sinaa sinad Al Cl AlDl 
sinba: sinbd = BlCl : BlDl 

und daraus folgt: 

(AI' B l , Cl , D l ) = (A2' B 2, C2, D 2) . 
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Wenn auf del' Geraden iX l die Funktionsskala z = f(x) auf­
getragen ist, so erhalten wir durch Projizieren auf die Gerade iX2 

Abb. 13. 0,5 natiirl. GroBe. 

berechnen wir die drei einander 
Skalen x und y. 

ex: :z 

die Skala 

kf(x) + l 
Y = mf(x) + n' (5) 

Beispiell. Auftra­
gen del' Funktionsskala 

x+1 
Y= 2x +3 

flir den Bereich del' Va­
riablen x von 40 bis 50 
(Abb.13). 

Um das Perspektivi­
tatszentrum zu find en, 

entsprechenden Punkte del' 

Fiir x = 39 (AI) ist 

44 (BI ) 

Y = 2,0250 (A 2), 

2,0222 (B2)' 

Wir tragen die Skala fUr x (naturliche Skala) auf del' Geraden iX l 

auf mit MaBstab flee = 10 mm, die Skala fiir y auf del' Geraden iX 2' 

Wir nehmen an fly = 20 000; dann ist die Lange der Skala y 
fUr den Bereich von 39 bis 49 gleich 20000 (2,0250 - 2,0200) 
= 100 mm; wenn wir auf del' Geraden iX2 vom Punkte A2 100 mm 
auftragen, so bekommen wir den Punkt 02; in einer Entfernung 
von 20000 (2,0250 - 2,0222) = 56 rnm vom Punkte A2 befindet 
sich del' Punkt B 2• Der Schnittpunkt del' Geraden BIB2 und 0P2 
ist das Perspektivitatszentrum. Dieser Punkt ist jedoch sehr weit 
entfernt. Urn eine bequemere Zeichnung zu bekommen, andern 
wir die Lage der Skala y und wahlen fur die letztere die Ge­
rade iX2 (s. auch S. 35f£'). Vom erhaltenen PerspektivitatszentrumP 
projizieren wir die Skala x auf die Gerade iX2 und erhalten auf 
derselben die Funktionsskala. Probe: Fur x = 41 erhalt man aus 
del' Berechnung 2,0238, aus del' Zeichnung 2,0238. 

Beispiel 2. Zwischen del' Dichte Deines durchsichtigen 
Mediums und dem Lichtbrechungsexponenten n besteht die Be-
ziehung 



Die projektive Skala. 11 

wo Reine Konstante ist und die spezifische Brechungskonstante 
bedeutet. Diese Beziehung konnen wir mittels einer Funktionsskala 
darstellen (Abb. 14). Auf der Geraden (Xl tragen wir die Skala 

Abb. 14. 0,5 natiirl. GroBe. 

fur n 2 auf und bestimmen eine projektive Beziehung mittels 
dreier Punktpaare n = 1; 1,5; 2 

RD=O; 0,295; 0,5; 

durch Projizieren erhalten wir auf der Geraden ,x2 die Funktions­
skala. Auf der Zeichnung ist angenommen 

fh (n2) = 40 mm; fh (Rd) = 200 mm. 

Bemerkung. Die Skalen und die Tafeln in diesem llnd in den 
weiter vorkommenden Beispielen dienen ausschlieBlich zur Demon­
strierung der Methoden und Versinnbildlichung der Konstruktion, 
nicht aber zum prakt.ischen Gebrauch bei Berechnungen. Bei 
Konstruktion von Skalen, die zu Berechnungen dienen sollen, 
muE man denselben selbstverstandlich eine viel feinere Unter­
teilung geben, als 
es in dieser Arbeit 1""""":::-----''.,,--~--T---;.--;-.:,.+:;....:;~-.:;::...---'r_ 
moglich ware. 

Beis pie 13. Die 
Skala 

1 
Y = 1 +-ro-gx 

fur den Bereich von 
x = 1 bis x = 20 
tragen wir auf mit­

Abb. 15. 0,5 nattirl. GroBe. 

tels folgender Hilfspunkte fur die Bestimmung des Perspektivitats­
zentrurns (Abb. 15): 

x = 1; 5; 10 (Gerade (Xl)' 

Y = 1; 0,593; 0,5 " (X2) • 



12 Die nomographischen Tafeln mit drei parallelen Skalen. 

(Die Werte der Variablen x wachsen in der Richtung von links 
nach rechts, die Werte der Variablen yin der umgekehrten Rich­
tung.) Die MaBstabe sind fix = 100 mm, fly = 200 mm. Es ist 
also die Entfernung zwischen den Punkten 1 und 00 der Skala cx2 

gleich 200 mm; Punkt 00 der Skala cx 2 ergibt sich als Schnittpunkt 
mit Parallelen vom P zur Geraden iXl (auf del' Abbildung nicht 
eingezeichnet) . 

§ 5. Die nomographischen Tafeln mit drei parallelen 
Skalen. 

Schneiden wir drei parallele Gerade q)1' q)2' q)3 (Abb. 16) 
mit der festen Geraden ABC und zeichnen wir eine beliebige 
Gerade A'C'B'. Bezeichnen wir die Entfernung zwischen den 
Geraden q)1 und q)3 mit iX, die Entfernung zwischen den Ge-

C' 8' 

----eN --'- 8" 

raden q)3 und q)2 mit fJ und setzen wir 

A A' = a , B B' = b , C C' = c . 

Aus 6 A' B' B" bekommen wir (A' B" II A B) : 

odeI' 

oder auch 

B' B" - C'C" 
C"B" 

C'C" 
A'C" 

b-c 

fJ 
c-a 

iX 

(iX + fJ)c = fJ a + iX b • (6) 
Abb.16. 

Daraus ersehen wir, daB jede Schnittgerade auf 
den Geraden q)1' q)2' q)3 drei solche Strecken a, b und c ab­
schneidet, daB sie der Beziehung (6) geniigen. Auf Grund dieser 
Eigenschaft konnen wir eine nomographische Tafel zur Auffin­
dung von z aus der Gleichung 

z=px+qy (7) 

konstruieren. W'enn wir z = (p + q)z' setzen, so beko111men wir 
die Gleichung p+q / p q 

-l-Z =--;-x+ 1 y, 
/I., )'" /~ 

die der Gleichung (6) analog ist . .Ie ist darin eine beliebige GroBe. 
Zur Konstruktion eines Nomogrammes fiir die Gleichung (7) ziehen 
wir de111zufolge drei Gerade q)1' q)2' q)3' deren Entfernungen 

~ und i 111111 sind; auf den Geraden q)1 und q)2 wahlen wir die 

Punkte fur die Anfange del' Skalen x und y (Skalennullpunkte). 
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Da fiir x = 0 und y = 0 auch z = 0 ist, so ist del' Nullpunkt 
del' Skala z del' Schnittpunkt del' Geraden lP3 mit del' Geraden, 
die die Nullpunkte del' Skalen x und y verbindet. Wenn wir den 
Teilpunkt ,,1" del' Skala x mit dem Teilpunkt ,,1" del' Skala y 
v~rbinden, so schneidet die erhaltene Gerade die Gerade lP3 im 
Teilpunkt ,,1" fliT die Skala z', odeI' im Teilpunkt "p + q" der 
Variablen z. Foiglich ist del' MaBstab fiir z (p + q) mal kleiner 
als del' MaBstab fliT z'. Die Gerade, die zwei beliebige Teil­
punkte x und y verbindet, schneidet auf del' erhaltenen Skala lP3 
den diesen \Verten aus del' Gleichung (7) ent­
sprechenden Wert z abo 

In del' Funktion 

z=px+qy 

sind die beiden Richtungen, in denen sich 
auf den Skalen x und y diese Variablen ver­
groBern, gleich, in der Funktion 

z = px-qy 

sind diese Richtungen entgegengesetzt. 

Beispiel: 
z=2x+3y. 

Wir setzen z = 5 z' und A. = 0,1 und erhalten 

9 

8 

x 7 

15 

15 

1/ 

3 

2 

-1 

-2 

-3 

'10 115 9 

35 '10 8 

~ 
35z 7y 

tZ5 ·30 
5 i 

io 25 5 

15 20 / II 

10 3 

5 10 2 

0 5 

-70 -5 -5 

-75 -10 -10 

-20 -1. -15 

50z'=20x+30y. Abb.17. 
0,4 natiirl. GroBe. 

Dementsprechend machen wir den Abstand 
zwischen den Skalen lPl und lP3 = 30 mm, den Abstand zwischen 
den SkalenlP3 und lP2 = 20 mm. Nachdem die Nullpunkte ge­
wahlt sind (Abb. 17), tragen wir die Skalen x und y auf, wobei 
wir setzen 

~x = ~y = 10 mm. 

Fitr z nehmen wir den MaBstab fiinfmal kleineI': flz = 2, und 
tragen die Skala fUr z vom Nullpunkt, del' sich im Schnittpunkt 
del' Geraden 00 und del' Skala z befindet, auf. 

Proben: Fiir x = 1 und y = 4 ist z = 14 
x=7 y=2 z=20. 

Wenn wir die Skalen nach unten verlangern, so ersehen wir, daB 
sich die nomographische Tafel auch fiir negative VVerte eignet. 

Probe: Fitr x = -2 und y = -3 ist z = -13. 

Die Pfeile bei den Skalen bedeuten die Richtungen, in denen 
sich die Variablen vergroBern. 



14 Die nomographischen Tafeln mit <!rei parallel en Skalen. 

Die Funktion 
u=px=qy±k (8) 

tragen wir in derselben Weise auf wie die fruhere Funktion 7, 
mit dem Unterschied, daB wir die Skala z um k entsprechend 
nach oben oder unten verlangern. 

Beispiel: u = 2x + 3y-5 (Abb.17). 

Die Anwendung der nomographischen Tafeln fUr solche ein­
fache Funktionen wie die Funktionen (7) und (8) bietet selbst­
verstandlich keine Vorteile. Praktische Bedeutung erhalten die 
Tafeln der oben beschriebencn Art erst in Verbindung mit Funk­
tionsskalen. Falls wir in der Gleichung (6) annehmen, daB ~1' 

/I' 

-IX 

~2' ~3 Funktionsskalen sind, so daB 

1 
a = - 11 (x), 

LX 

1 
c = C::+p 13 (z) , 

so zeigt sich, daB mittels dieser Tafeln wir die 
Funktionen vom Typus 

la (z) = 11 (x) + 12 (y) (9) 

153 ,1'2 berechnen konnen, 

Abb. 18. B:wor wir zur Konstruktion diesel' Tafeln 
schreiten, wollen wir die Beziehung zwischen 

den MaBstaben ableiten, was uns die Aufgabe erleichtern wird. 
Schreiben wir die Funktion I(z) in del' Form 

I (z) = 1; (x, y) 

und nehmen wir an, daB wir Werte xo' Yo' x', y' gefunden haben, 
fur welche 

11 (xo) = 12 (Yo) = 0; 11 (x') = 12 (y/) = 1 . 

Bezeichnen wir den MaBstab der Skala fl(X) mit PUl) , 

Dann ist 

"" 12(y) " P(f2) , 

fa(z) " f t (f3)' 

1; (x' , Yo) = 11 (x') = 1 } 

1; (xo' y') = 12 (y') = 1 
(10) 

Bei Darstellung del' Funktion 1; mittels dreier paralleler Skalen 
CPl' ~2' ~a (Abb.18) erhalten wir folgende geometrische Inter­
pretation der Gleichungen (lO): 



Die nomographischen Tafeln mit drei parallelen Skalen. 15 

Wenn Punkt Ao auf der Skala CPl dem Argumente xo' 

A' f/Jl x' , 

Bo " 
B' 

Yo, 

y' 

entspricht, so ist 

Da 

ist, so ist 

und 

'(x', Yo) = ,(xo' y') = Co C' = ,Ll (/a), 

Ao A' = It (/1); Bo B' = f.t (/2) . 

ex 
ex+fJ' 

ex _ex+fJ. 
f.t (fa) - f.t (/2) , 

!~ (fa) 

f.t (/1) 

fJ 
fA (/ a) 

fJ 
ex+fJ' 

fJ 
ex +-;3' 
ex+fJ 
f.t (/1) 

(10) 

Diese Bezeichnungen lassen uns f.t (fa) und fJ berechnen, wenn 
f.t (/1), f.t (f2) und ex angenommen si.nd. Wenn die Tafeln fur 
den Bereich 'der Variablen x von x = Xl bis x = x2 und ffir den 
Bereich der Variablen y von y = Yl bis Y = Y2 dienen sollen 
und wenn die Lange del' Skala 11 - 1111, die Lange del' Skala 
12 - .M2 betragen soll, so kann man annehmen 

(11) 

wonach man auf Grund der Gleichungen (10) ex, fJ und !~ (fa) 
berechnen kann. 

Beis piel 1. In der Tafel fur Funktion 

1 
z = 2 x2 + -::--.,---

1 + 19y (Abb. 19) 

ist die Skala fti.r z eine naturliche Skala, die Skala fur x eine 
Potenzskala, die Skala fur y die in der Abb. 15 dargestellte pro­
jektive Skala. Wir wahlen 

f.t (fl) = 200 mm, It (/2) = 200 mm 



16 Die nomographischen Tafeln mit drei parallelen Skalen. 

(wie auf der Abb. 15). Dann ist 

1 1 1 1 
fA., (/3) = 200 + 200 = 100; It (/a) = 100 mm 

nnd 
1\ 
y=l. 

Auf Grund dessen konnen wir die nomographische Tafel kon­
struieren. Da 11 = 2 x 2 ist, so befindet sich der Teilpunkt ,,1" 
der Skala 11 in der Entfernung 2·200 = 400 mm vom Nnllpunkt. 

1,8 

{l,50 1,5 ··1 15 15 

1,'1 
X Z 2.105 

10 Y :tX 1,3AZ r~ 
105 

t'lO I 15"0' rI 1,2 2'10' Y 7 
1,1 10000 6 2 {j 

5000 
{l,35 1,0 5 2000 

5 

0,9 II 1000 'I 
{l,30 00 

0,8 
'I 3 . 20 {l,25 

0,7 5 
100 

0,20 50 
2 0,5 2 [},15 20 

0,10 
10 10 0 

5 
0,'1 15 

20 
0,3 

Abb.19. 0,4 natiirI. GroBe. Abb.20. 0,4 natiirl. GroBe. 

Dabei muB man bedenken, daB die Richtm1g des Wachsens der 
Variablen x (auf der Abbildung mit Pfeil bezeichnet) der Rich­
tung des Wachsens von y entgegengesetzt ist. Auf dem Schnitt­
punkt der Geraden ~a mit der Geraden, die die Punkte x = 0 
und y = 10 verbindet, erhalten wir z = 0,5 und von diesem 
Punkte tragen wir die Skala 13 mit Hilfe des berechneten MaB­
stabes auf. Probe: Fur x = 0,5 und y = 2 ist z = 1,267 aus 
der Berechnung, z = 1,265 aus der Zeichnung. 

Die Tafel in Abb. 19 ist gezeichnet fli.r den Bereich der 
Variablen + x von Xl = Obis x2 = 0,5 und fur einen Bereich 
der Variablen y von Y1 = 1 bis Y2 = 20. Fiir andere Bereiche 
muB man entsprechend die Skala ~1 langs derselben Geraden 
verschie ben. 

Beispiel 2. Die Funktion 
z = x11!yn 
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konnen wir zur Form der Gleichung (9) mittels Logarithmierens 
zuruckfuhren, wodurch wir erhalten: 

19z = mlgx + nlgy. 

Abb.20 stellt eine Tafel dar fUr die Funktion 

oder 
19 z = 2 19 x + 3 19 Y . 

In diesem Faile ist also 

t 1 = 2 19 x ; f 2 = 3 19 Y ; fa = 19 z . 

Wir nehmen an 
/h(f1) = 50 mm; P(f2) = 33 1/ 3 mm; 

dann ist 

und 

Daraus folgt: 
Teilpunkt ,,10" der Skala x befindet sich im Abstand von 

50 . 2 = 100 mm, 
Teilpunkt ,,10" der Skala y befindet sich im Abstand von 

331/ 3 , 3 = 100 mm, 
Teilpunkt ,,10" der Skala z befindet sich i.m Abstand von 

20mm 
vom Nullpunkt der betreffenden Skala. 

Probe: x = 5, Y = 2, z = 200 . 

Die Tafel ist nur fUr positive "Verte von x und y konstruiert. 

§ 6. Die nomographischen Tafeln mit zwei Parallelen 
und einer sie schneidenden Geraden. 

Schneiden wir das System von drei Geraden tP1 , tP2 , tPa (Abb. 21) 
mit der beliebigen festen Geraden A' B' 0'. Bezeichnen wir: 

AA'=a; OO'=c; AO=g; AB'=p. 

Wir erhalten dann aus Ahnlichkeit der 6. A B' A' und 6. 0 B' 0': 

K 0 nor ski, Nomographie. 

g-p 
c 

p 
a 

2 
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odeI' 
ag 

P=a+c' (12) 

Nehmen wir an, daB die Skala W2 keine natiirliche, sondern eine 
projektive Skala einer anderen Skala b ware, d~e del' Gleichung 

Abb. 21. 

c 

g 
P=~-'" 

b+1 

entspricht. Aus den beiden letzten Gleichungen 
c' finden wir ag 

odeI' c = abo 

Wenn wir annehmen, daB a, b und c Funktions­
skalen sind, die den Gleichungen 

c = 13 (z); a = Idx); b = 12 (Y) 

entsprechen, so erhalten wir die Gleichung 

13 (z) = 11 (x) • 12 (y) , (13) 

die sich mittels del' besprochenen nomographischen Tafel dar­
stellen laBt. 

Um auf del' Geraden W2 die Skala fiir P zu finden, wobei 

¢, 
(14) 

tragen wir auf del' Geraden W3 vom Punkte G 
nach unten die Skala 12(Y) auf (s. Abb. 22, in 
welcher 12(Y) als natiirliche Skala angenommen 

P'r' ~t--'~f--~"-j2 ist). Nehmen wir vorlaufig an, daB Punkt P' 

Abb. 22. 

das Perspektivitatszentrum ist. Dann ent­
S spricht auf der Skala W2 Punkt G dem Werte 
q P = g, Punkt R dem Werte p = O. (Die Ge­

rade P'R ist parallel zu WI') Daraus folgt, 
daB G R gleich g, daB also AR = 0 sein muB; 
das Perspektivitatszentrum muB also auf del' 
Skala WI liegen. Nehmen wir als Perspek­
tivitatszentrum den Punkt Pan. Wenn wir 

P A mit h bezeichnen, so erhalten wir 

p g-p 

T 12 (y) 
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oder 
gh 

p = 12(Y) + h; 

nach Division des Zahlers und des Nenners durch h bekommen 
wir eine Gleichung, die mit Gleichung (14) identisch ist. Falls 
wir also auf der Geraden tP3 vom Punkte C die Skala 12(Y) auf­
tragen, so bekommen wir durch Projizieren vom Punkte P, der 
sich auf der Geraden tP1 befindet, die Skala fUr p. 

Nehmen wir ferner an wie im vorigen Kapitel, daB fUr x = x', 
Y = y', z = z' die Funktionen 11' 12' la den Wert 1 annehmen 
und daB die MaBstabe dieser Skalen fl (fh, fl (/2)' fl (/a) sind. 

Dann ist la (z') = 11 (x') 12 (Y') = 1 

und aus den Gleichungen (12) und (14) erhalten wir 

11 (x') . g g h 
p = 11 (x')+-f~ (i) = 12 fij') + h' 

d. h. in der geometrischen Interpretation 

fl(f1) h(,u)h 
----~~-~~-

fl (/1) + fl (fa) fl (f2) + h fl (h) 

(I) - fl(f1)fl(f2) 
Il a - hfl(h) . 

oder 
(15) 

Diese Gleichung verwenden wir bei der Eestimmung der MaB­
stabe. Die GraBen fl (/1)' fl (/2)' fl (/a), ft (h) sind selbstver-
standlich in gleichen MaBeinheiten aus- rfi1 

gedriickt. Wir sehen auch, daB 'die Rich- 15 

tungen des Wachsens der Variablen x (auf 
der Skala tP1) und der Variablen z (auf 
der Skala tPa) einander entgegengesetzt 
sind. 

Eeis piel: Nomographische Tafel fiir 
die Funktion z = xY (s. Abb. 23). Durch x q 

Logarithmieren bekommen wir t 3 

19 z = Y 19 x; ~~c-~-+~»f 

diese Funktion ist identisch mit Glei­
chung (13), wenn 

la(z)=lgz; Idx)=lg&:; 12(Y)=Y' 

Nachdem auf der Geraden tP1 die 10-
garithmische Skala fUr x [MaBstab fl (/1) 

Abb.23. 
0,4 natiirl. GroBe. 

2* 



20 Tafeln mit drei einander schneidenden Gel·aden. 

= 100 mm] aufgetragen und in beliebiger Entfernung die Ge­
rade Wa parallel zu WI' wie aueh die schrag verlaufende 
Skala W2 gezogen ist, konstruieren wir auf W2 die Skala flir p. 
Zu diesem Zweeke tragen wir auf del' Geraden Wa vom Punkte C 
die naturliche Skala fur y auf, wobei wir p, (/2) = 40 mm machen. 
(Die Zahlen diesel' Skala sind in Klammern genommen.) Das 
Perspektivitatszentrum P nehmen wir auf del' Geraden WI in 
20 mm Entfermmg vom Punkte A. [h p, (h) = 20 mm.] Durch 
Projizieren der naturlichen Skala yauf die Gerade W2 bekommen 
wir auf del' letzteren die Skala fUr p. Das Projizieren der Punkte, 
die dem Nullpunkt C der naturlichen Skala (y) naher sind, vom 
Zentrum PI wfude uns cinen ungunstigen (flachen) Schnitt liefern. 
Aus Gleichung (15) ersehen wir, daB p, (/1) und p, (fa) unverandert 
bleiben, falls wir gleichzeitig um ebcnsovielmal p, (/2) und hp, (h) 
andern. Mit h2 = 2 h (Punkt P 2), ha = 4 h (Punkt P 3 ), h4 = 5 h 
(Punkt P4) und entsprechend !{I! (/2) = 2 p, (f2); p,l!f (f2) = 4 1u (/2); 
p!l!f (/2) = 5 p, (/2) bestimmen wir, ohne die Skalen WI und Wa 
zu andern, weitere Punkte del' Skala W2 , wobei wir den uri­
gunstigen Sehnitt vermeiden. 

Skala Wa tragen wir auf mit Hilfe des MaBstabes 

100·40 
p, (fa) = 20 = 200 mm. 

Wenn wir jetzt eine beliebige Gerade ziehen, die die Skalen WI' 
W2 , Wa in den Punkten x, y, Z sehneidet, so wird immer die 
Gleichung 

Z = xY 

erfiiUt. Es versteht sich von selbst, daB in einer Tafel, die zur 
Berechnung dient, man samtliche Hilfslinien [z. B. die Projek­
tionslinien von den Punkten PI bis P4 und die Skala (y)] weg­
lassen muB. 

§ 7. Tafeln mit drei einander schneidenden Geraden. 
A. Die Geraden schneiden sich in einem Punkte. 

Wenn wir drei Gerade WI' W2 , W3 , die clurch einen Punkt 0 
hindurchgehen, mit einer beliebigen Geraden schneiden, die auf 
ihnen die Strecken a, b und c abschneidet, so ist, falls wir die 
Winkel wie auf Abb.24 bezeichnen, 

c sini} a sinB 
b sin (fJ. + IX) , b sin({} + y) 



L
fd

e.
1 

N
r.

 

I 
1

4
 

I 

15
 

I 

16
 

I 

17
 

S
ch

em
a 

d
er

 T
af

el
 

>7
[/
~ 
~
 

P
~
P
~
 

~
 

I I 

~
~
!
 

:f
~ 

! 

U
: /'1

 
I I 

/3
 

I 

" V
 

V
I 

V
II

 

I 
i I 

I 
" 

" 

i 
I I 

I 
" 

" 

I 
" 

I 
" 

I 
, I 

I 
, 

I 

" 
" 

, 

K
 0

 
n

o
r 
s
k

i.
 N

om
og

ra
ph

ie
. 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

! 
" 

I 
" 

" 
I 

" 
I 

I 
I 

I 

I 
I 

" 
" 

I 
k
. 

i2
(Y

) 
I I 

I 

I 

I 
! 

F
2(

y)
 

m
2
F

2 
I 

" 
" 

I I 
! 

I 
, 

i 

I 
i 

I 
" 

" 

I 

" 
" 

I I I 
! 

I , 

I 
0 

" 
, 

" 

I 

" 
I 

" 
F

4(
U

) 

" 
" 

i 
" 

I 
I 

" 
I 

" 
, 

" 
I 

I 
i 

I 

i 
I I 

T
a
 b

e
ll

e
 I

I.
 

I 
I <

PI
 =

 
<p

41
 

(m
.F

. 
-

il
)F

s 
+

 14
F

. =
 0

 
" 

I 
I 

i 
I 

I I 
m

4F
4
+

n
4 

(/
2 

-
11

) (
F

4 
-

F
3

) 
-

k 2
(m

4
F

4 
+

 n 4
) 

=
 0

 

I 

I 
, 

! 
m

4
F

4 
, 

I 
(m

2F
2 

-
11

) (
F

4 
-

F
a)

 -
m

4F
4F

2 
=

 0
 

I 
i 

I 

I m
4F

4
+

n
4

1 

I 
(m

2F
2 

-
11

) (
F

4 
-

F
a)

 -
(m

4F
4 
+

 n 4
)F

2 
=

 0
 

I 
: 

T
yp

is
ch

e 
F

o
rm

 
de

r 
F

u
n

k
ti

o
n

 T
 (

x,
 y

, 
z,

 u
) 

=
 

0 
G

le
ic

hu
ng

en
 f

U
r 

M
aJ

3s
tii

be
 ,

U
 

B
em

er
ku

ng
 

1
8

 

, 
-
~
 
-
.
,
~
.
,
-
-

I 'F
 

i 
,
-
-
-

D
ur

ch
 E

in
se

tz
en

 v
on

 

E
 

F
4
=
F
l
-
~
;
 
F
3
=
F
f
-
-
~
 

m
" 

m
4 

er
hi

il
t 

m
an

 F
al

l 
N

r.
 1

1 
~
,
-
-
-
-
-
"
-
-
,
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
,
.
~
-
-
-
-
,
,
 
,
-
-
-
-
-
-
-
-
,
-
-
-
-
-
-
-
-

I 

GI
 ( l

[fl
 

I I 

-
-

, 

G
 

F4
 =

 F
{
-
~
;
 

F
a

=
F

f 
_ 

n4
 

m
4 

m
4 

I 
er

ha
lt

 m
an

 F
al

l 
N

r.
 1

6 
-
-
.
-
,
-
-
.
-
-
-
-
-
-
-
.
-
-
-
~
-
~
-
-
-
~
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
.
-
-
-
-
-
-
-
-
-
~
-
-
-
-
-

D
ur

ch
 E

in
se

tz
en

 

i 
,U

(/
1)

=
,U

(/
2)

; 
P

(/
a
)=

P
(/

4
);

 
p

(F
a)

=
,u

(F
4)

; 
p

(f
l)

p
(F

a)
=

p
(k

2
)r

d!
4)

 

I 
-

fl
U

l)
 =

 P
(/

2)
; 

P
(/

a)
 =

 P
(/

4)
; 

p
(k

a)
 =

 f
t(

F
4)

; 
,u

(/
2)

f,
(F

4)
 =

 
p

(/
4

)p
(F

2
) 

-
-
-
-
-
-
+

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
_

.
_

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i , 
P

(/
l)

 =
 "

(/
2

);
 

'l
(f

a)
 =

 
P

(/
4)

; 
p

(f
2

)p
(F

4
) 

=
 

,u
 (/

4)
P

 (
F

2)
 

I 



Die Geraden schneiden sich in einem Punkte. 21 

Nach Eliminierung von {} aus diesen Gleichungen erhalten wir 

smex. b/c- cos ex. 
sin y b / a - cos y , 

und wenn wir tJ = i' - ex. setzen: 

sin i' sin ex. sinj) 
-c - =-a-+-b-' 

Wenn wir auf den Geraden WI' W2, Wa die Funktionsskalen f1' 
12' f3 auf trag en , so erhalt die letztere Gleichung die Form 

siny sin ex. sinj) ---=-+---
f3 f1 f2' 

(16) 

Falls die Konstanten sin y, sin j) , 
kann man sie in die Ausdriicke fa, 
kann auch set zen 

sinex. entbehrlich sind, so 
f2' 11 hineinbeziehen. Man 

P3 
sinex. = sinj) = sin), 

oder 
ex. = j) = 60, y = 120; 

in beiden Fallen wirel die Gleichung (16) 
zu 

1 1 1 --=-+- (17) la 12 12 . 

Wenn ex. = j) = 60 ist, so sind die Schnittpunkte der Geraden WI 
und W2 mit der Schnittgeraden oft sehr flach, was nicht erwiinscht 
ist. Wir miissen also, falls Koeffizienten gleich sinex., sinj), siny 
a priori nicht gegeben sind 1), oeler, falls sie gegeben, jedoch die 
von ihnen bestimmten Winkel nicht giinstig sind, sie kiinstlich 
bilden aus den Ausdriicken I~, 11' 12' Falls die gegebene Gleichung. 
die Form 

CAB -=-+­la (z) f1 (x) 12 (Y) 

1) Die GraBen ~ , -~~, ; sind dann, und nur daIm gleich sin(a + fJ), 
bzw. sin 0(, bzw. sinfJ, wenn: 

1. C <A + B; 

2. K = il (A + }3+c) (_c--= =A~+=B~2=_I~=C:~)=~A=C==_===B=+=C)=(=CA:=_=t-=B=_~C) • 
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hat, so schreiben wir, nachdem wir IX und f3 gewahlt haben, 

siny sintX sinf3 
--=--+--, 
Fa(z) F1 (x) F 2(y) 

wobei 

F () =fl(X)sintX. F ()=f2(y)sin f3 . F ()=fa(z)sin(tX+fl 
IX A' 2Y B' a Z C . 

Um eine Gleichung fur f1, (It), f1, (f2)' f1, (fa) zu erhalten, nehmen 
wir an, daB fur 

Y = y* ist f 2 (y*) = 00 ; 

dann ist 
giny sintX 
fa(zY = fl(X) . 

Nehmen wir ferner an, daB fiir 

x = x' ist 11 (X') = 1 und Z = z*, d. h. 

f * - f I siny. a(z ) - dX)--:-r--, 
slntX 

andererseits bekommen wir aus Abb. 25 auf Grund der Definition 

o 
Abb.25. 

¢2 oder: . 

Es ist also 

o p = la (z*) f1, (fa), 

o Q = 11 (X') f1, (fl), 

o P siny f1, (fa) 
OQ =sin(;,'f1,(fl)' 

In ahnlicher Weise finden wir:" 
.\' (18) 

35 

30 

25 

00 

50 

Beispiel: Fii.r die Konstruktion der 
Tafel fur die Funktion 

15 70 

,'"' 
! 

321 
-=-+-z y x 

nehmen wir LX = 30 0 , f3 = 30 0 an (Abb.26) 
und formen die obige Gleichung um in 

sin 60 sin 30 sin 30 
--=--+--; 

Abb.26. Z Y x 
1/3 natiirl. GroBe. 2 t3" 4 2 
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dann ist 

Idx ) = ;; 12 (y) = ! ; Z 
la(z) = - =. 

2-y3 
Wir wahlen 

dann ist 

Probe: 

fh (fl) = fh (f2) = fh (fa) = 5 mm; 

fhv = 

5 
2 

5 
4 

= 2,5 mm, 

= 1,25 mm, 

5 
P'z = --= = 1,44 mm. 

2-y3 

B. Die drei Geraden schneiden sich nicht in einem Punkte. 
Wenn wir drei sich nicht in einem Punkte scbneidende Ge­

rade AB, BO, OA mit einer vierten Geraden QR schneiden 
(Abb. 27), so konnen wir folgende Beziehungen ableiten: 

Setzen wir auf der Geraden AO die Richtung von 0 nach A, 
auf der Geraden OB die Richtung von B nach 0, auf der Ge­
raden BA die Richtung von A nach B als die positive Richtung 
fest und ziehen wir die Gerade B S pa­
rallel zur Geraden PQR; dann ist 

oder 

BR 
AR 

und 

PS 
PA 

oder auch 

PA-SA AR-AB 
-PX-=-- AR 

QO 
BQ 

OP 
PS' 

BO-QO 
QO 

~------~----~R~-~ 

Abb.27. 

CS-OP 
OP 

(f3) 
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Durch Multiplizieren der Gleichungen 1X und fJ bekommen wir 

BR QC CP 
ARoBQ=PA' 

oder, wenn wir B R mit R B vertauschen, 

PA QC RB 
----0-0-=-1 
CP BQ AR . 

Durch EinfUhrung der Bezeichnungen 

PA=fJ; QC=1X; 
CA = b; BC = a; 

nimmt diese Beziehung die Form 

RB = I' 
AB = c 

1X fJ Y --0_--0--=-1 
a-ex b-fJ c-y 

(19) 

an. Es seien die Variablen ex, fJ, y projektiv abhangig von den 
Variablen x, y, z auf Grund von Formeln 

ap 11 (x) 

1 + p!dx) 
1X= 

bq!2(Y) 

1 + q 12 (y) 
fJ= 

cia (z) 
I' = -pq + la(z) 

wobei g und p beliebige Konstanten sind. 
Gleichung (19) die Gleichung 

Idx) 012 (y) 0 fa (z) = -1. 

Wenn wir dagegen in die Gleichung (19) 

ap!l(x) 1 
1X = 1 + P 11 (x) 

bq/2(Y) 

P = 1 + ~f' ~~ /' 
I' - 1-P q la (z) 

einsetzen, so erhalten wir 

(20) 

Dann entsteht aus 

(21) 

(22) 

(23) 

Es ist ein V orteil der besprochenen nomographischen Tafel, daB 
die Gleichungen (20) und (22), die zur Bestimmung der Skalen 
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dienen, eine groBe Anzahl beliebig wahlbarer GroBen besitzen, 
die wir also so bestimmen konnen, daB die Skalen bezi.iglich del' 
Ausdehnung und des Bereiches sich genau unseren Forderungen 
anpassen. Aus diesem Grunde ist eine Tafel nach Gleichung (23) 
oft bequemer als eine Tafel nach Gleichung (13) § 6, obgleich 
die letztere sich leichter konstruieren laBt. 

Die Tafeln auf Grund del' Formel (21), die in del' Form 

1 
la (z) = 11 (x) 12 (Y) 

geschrieben ist, kann man mit Vorteil benutzen, wenn die Funk­
tion 13(z) als Produkt zweier Funktionen Fl (x) und F2 (y) fUr 
einen sol chen Bereich gegeben ist, daB sie in ihm gleich <Xl sind. 
In diesem Bereiche gehen die inversen Funktionen 

1 
11 (x) = Fl (x) , 

durch den Wert 0 hindurch. 

1 
f2(Y) = F2(y) 

§ 8. Tafeln mit krummlinigen Skalen. Allgemeine 
Gleichungen. 

In nomographischen Tafeln von einem allgemeineren Typus 
als die bisher besprochenen sind die Skalen nicht auf Geraden, 
sondern auf Kurven aufgetragen. Durch Schnitt diesel' Kurven 
mit einer anderen Kurve oder mit einem Kurvensystem (Schnitt­
system) konnen wir eine Abhangigkeit zwischen Variablen, die 
den Schnittpunkten entsprechen, festsetzen. Meistens ist das 
Problem in umgekehrter Weise gestellt: Es ist die Abhangigkeit 
zwischen den Variabeln gegeben und durch den Schnitt laBt sich 
del' Wert einer der Variabeln bestimmen, falls alle anderen in 
bestimmten Grenzen beliebig gewahlt worden sind. 

In Tafeln, die von d'Ocagne angegeben sind, ist die schnei­
dende Kurve eine Gerade. Die Tatigkeit des Berechnens wird 
in diesen Tafeln zur Ansetzlmg des Lineals und Ablesung des 
Resultates auf einer del' Skalen reduziert. Da eine Gerade durch 
zwei Punkte, die wir auf zwei krummlinigen Skalen wahlen, be­
stimmt ist, so bestimmt ihr Schnittpunkt mit del' dritten Skala 
den Wert der dritten Variablen. Mittels dieser Methoden konnen 
wir also Funktionen von drei Variablen berechnen, von denen 
wir eine (beliebige) als abhangige Variable, die zwei ander811 als 
unabhangige Variable wahlen. 
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Wenn wir als Schnittsystem eine Kurve nter Ordnung wahlen, so 

k" .. d Ib W' d' FIt' (n+l)(n+2) 
T onnen wlr In erse en else Ie un ~ lOnen von 2 = P 

Variabem berechnen. Jedoch findet dieses System keine prak­
tische Anwendung, da die Konstruktion einer Kurve nter Ord­
nung die durch (p -1) gegebene Punkte hindurchgeht, meistens 
komplizierter Natur ist und oft. nicht leichter ist als die Berech­
nung der Funktion von p-Variabeln. Dies bezieht sich sogar auch 
auf die Kurven zweiter Ordnung mit Ausnahme des Kreises. 
Wenn wir vier Skalen mit einem Kreise, der durch drei Punkte 
dieser Skalen bestimmt ist, schneiden wiirden, so k6nnten wir die 
Funktionen von vier Variabeln berechnen; jedoch wiirden die 
Tafeln dieser Art praktisch den Nachteil haben, daD in Fallen, wo 
die drei beliebig gewahlten Variabeln Punkten entsprechen, die auf 
einer Geraden liegen oder von einer solchen Lage nicht merklich 
abweichen, der Radius des Schnittkreises, den man zwecks Er­
haltens del' vierten Variablen ziehen muD, so graB sein kann, daB 
sein Mittelpunkt sich auBerhalb der Papierebene oder sagar des 
Zeichentisches befinden kann und die Konstruktion des Kreises 
besehwerlich wird. Aus diesem Grunde werden auch Tafeln, in 
welchen das Schnittsystem ein Kreis ist, nicht praktisch an­
gewendet. Wenn wir aIle Spezialfalle der Funktionen zweiter 
Ordnung durchgehen, so kommen wir an einen Spezialfall, in 
welchem die Funktion ein Produkt aus zwei linearen Gleichungen 
darstellt. Dber diese Tafeln wird in § 15 gesprochen. 

Wenn wir jetzt zu den Tafeln ubcrgehen, in welchen das 
Schnittsystem eine Gleichullg ersten Grades ist, so bekommen 
wir die Tafeln von d'Ocagne fUr drei Variable. Wie wir das in 
§ 14 sehen werden, k6nnen wir mittels derselben in gewissen 
Fallen auch Funktionen von gr6Berer Anzahl von Variabeln 
berechnen. 1m allgemeinen FaIle sind die clrei Kurven, aus clenen 
clie Tafel besteht, krummlinige Skalen, clie wir mit qJI' qJ2' iPa 
bezeichnen. Es seien ihre Gleichungen in einem beliebig an­
genommenen kartesischen Koordinatensystem 0 H S: 

(24) 

Die Koorclinaten Von clrei Punkten PI = (111, ~I)' P2 = (1]2, ~2)' 
P 3 = (113, ga), clie auf einer Geraden liegen, erfullen die Gleichung 



Tafeln mit lnummlinigen Skalen. Allgemeine Gleichungen. 27 

Stellen wir jetzt die Funktionen <PI' 112 , <P3 mittels Parameter 
x, y, z so dar, daB 

flir <PI: 'YJl = 11 (x) :,~ F, (x) I 
<P2 : t72 = 12 (y) ;-" = F 2 (y) (26) 

" Wa: 1/3 = 13 (z) ~j= F3 (z) 

Nach Einflihrung diesel' Beziehungen III die Gleichung (25) er­
halten WIr 

Die linke Seite diesel' Glcichung ist eine Funktion T von drei 
Variabeln x, y, z. Wir stehen also vor folgendem Problem: 

Es ist cine Funktion gegeben 

T(x,y,z)=O, (28) 

und man soIl eine Tafel konstruieren, die erlaubt, flir zwei Variable 
die dritte zu berechnen. Falls die Funktion T sich so umformen 
laBt, daB sie die Form der Gleichung (27) annehmen kann, so er­
halten wir 

nach Eliminierul1g des Parameters x aus Funktion 

y 

" " 
z 

" 

11 und Fl 

12 " F2 
/3 " 

die Gleichungen der drei krummlinigen Skalen <PI' W2 , <P3 • 
Nachdem diese Kurven gezeichnet sind, tragel1 wir auf denselben 
die Skalen in Abhangigkeit von den 
Parametern x, y, z auf, und zwar: H 

falls dem Parameter x' auf del' 
Kul've <PI del' Punkt P' mit den 
Koordinaten ~1 = 11(x'); 17{ = 12 (Y') 
(Abb. 28) entspricht, so bezeichnen 
wil' diesen Punkt auf del' Knrve als 
"Teilpunkt x'" usw. Die in diesel' 
Weise eingetragenen krummlinigen 

x' : 
II 

I 

"7' 
Skalen <PI' <P2 , <Pa stellen die ge- o~(-' L-_______ -'-=_ 

sucbte nomographische Tafel dar. Abb. 28, 
Eine allgemeine Methode, mittels 

derer man eine beliebige Funktion T so umformen konnte, daB 
sie die Form (27) annimmt, gibt es nicht. Diese Form ist je­
doch so elastisch, daB bei den meisten Funktionen T sich eine 
solcbe Umformung durcbfithren laBt. 
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§ ·9. Die Zentralprojektion einer krummlilligell Skala 
auf eille Gerade. 

Ehe "Til' zu den Tafeln kommen, die zur Bereehnung del' 
Funktionen von drei Variabeln dienen, halten wir uns bei del' 
Anwendung del' krummlinigen Skalen zur Bereehnung del' Funk­
tionen zweier Variabeln auf. W"ie wir aus §§ 2 bis 4 wissen, kann 
man solehe Funktionen niittels einer (geradlinigen) Doppelskala 
darstellen. Das Auftragen del' Doppelskala fUr eine gebroehen­
line are Funktion (4) odeI' (5) konnen wir uns mittels Projizierens 
einer geradlinigen Skala auf eine andere geradlinige Skala er­
leiehtern. Wir werden jetzt zeigen, daB mit Hilfe del' Projektion 
von krummlinigen Skalen wir aueh andere allgemeinere Funk­
tionen bestimmen konnen. 

Aus einem beliebig gewahlten Perspektivitatszentrum ziehen 
wir die Geraden zu den Teilpunkten del' gegebenen krummlinigen 
Skala bis zum Sehnittpunkt mit einer gegebenen Geraden. In 
diesel' Weise bekommen wir auf del' Geraden eine neue Skala. 
'Vahlen wir das Koordinatensystem 0 S H so, daB sein Anfang 
gerade das Perspektivitatszentrum ist undo daB eine von den 
Koordinatenaehsen, z. B. die Achse OH, parallel zu del' gegebenen 
Geraden ist. Aus dem allgemeinen FaIle des § 8 bekommen wir den 
besproehenen dureh Zusammensehrumpfen del' Kurve WI in den 
Punkt 0 und dureh Umformen del' Kurve W3 in eine zu OH 
parallele Gerade. 'Vir miissen also in del' Gleiehung (26) setzen: 

wonach WH erhalten: 

f3 = lc~ 
F2 

(29) 

oder, wenn WIr lc in das Funktionszeiehen f3 hineinbeziehen: 

f --~ 
3 - F2 (29a) 

Dies ist die Grundgleiehung fUr die Zentralprojektion einer 
krummlinigen Skala auf eine Gerade. Dureh Eliminierung des 
Parameters y aus den Funktionen 

und 

erhalten wir die Gleiehung der Kurve W2 und tragen auf ihr die 
Skala in Abhangigkeit vom Parameter y auf; f3 stellt die Skala 
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auf der Geraden CP3 dar, in Abhangigkeit von z, wobei die Ko­
ordinaten des Teilpunktes z' 

~ = k, 17 = z' 

sind; dadurch bekommen wir auf der Geraden CP3 cine Doppel­
skala. 

Sehr oft nehmen wir bei der Konstruktion 

an, was manchmal gewisse Vorteile bietet. Wir miissen jedoch 
damit rechnen, daB wir dadurch den Charakter der Kurve CP2 
andel'll. So z. B. falls die Kurve CP2 ein Kreis ist, wird sie durch 
obige Annahme zur Ellipse. 

Wenn wir die Gleichlmg (29) in der Form 

13 12 
k F2 

schreiben, so sehen wir, daB dieselbe Beziehung zwischen den 
entsprechenden MaBstaben bestehen muB, d. h. 

(30) 

ist (s. S. 59). 

Beispiel 1. Zentralprojektion eines Kreises auf 
e i neG era de. Dieses Problem ist selbstverstandlich nicht ein­
deutig, da wir einen Kreis ebenso wie jede andere Kurve in ver­
schiedener Weise mittels Parameter darstellen konnen, oder, 
wenn wir uns 'in nomographischer Sprache ausdri.i.cken: auf dem 
Kreise kann man eine unendliche Anzahl verschiedener Skalen 
auftragen, von welchen jede durch Projizieren eine andere Skala 
auf der Geraden CP3 bestimmt. 

Die gebrauchlichsten Parametergleichungen des Kreises yom 
Radius r und Mittelpunkt S = (a, b) sind: 

~ = F 2 = a + r cos y , 

1] = 12 = b + r siny, 

wobei y Zentralwinkel bedeutet. Aus Gleichung (29) erhalten wir 

1 (z) = k b + r siny , 
3 a + rcosy 
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wobei zwischen den MaBstaben die Bezichung (30) bestehen muB. 
Auf der Abb. 29 ist die Beziehung 

Z2 = 1 + 3 siny 
2 + 3cosy 

dargestellt. Wenn wir 

~ = 2 + 3 cos y; 1} = 1 + 3 sin y 

annehmen, so erhalten wir die Gleichung des Kreises CP2: 

CP2 = (~- 2)2 + {1J - 1)2 - 32 = ° . 
Mit 

fl-; = 15 mm, fl-'1 = 15 mm 

zeichnen wir den Kreis und tragen auf demselben die Funktions­
skala CP2 in der Abhangigkeit vom Parameter y auf; wir be­
zeichnen also 

H 2,3 

2,2 

mit 0 den Teilpunkt ~ = 5, 1} = 1 

" 90 0" " ~ = 2, 1J = 4 usw. 

Auf einer zur Achse OH parallelen 
und von ihr um k = 1 MaBein­
heiten entfernten Geraden tragen 
wir die Skala CP3 auf. Dabei wahlen 
Wlr 

fl-k = IAz = 15 mm. 

Abb. 29. 0,4 natiirl. GroBe. 

Skala CPs ist eine quadratische. Um 
die Ablesegenauigkeit ffir den Be­
reich der Variablen z von Obis 1 
zu vergr6Bern, ziehen wir noch 
eine Skala ffir z in der Entfernung 
von fiinf Einheiten (75 mm) von 
der Achse OH. Falls wir gleich­
zeitig den MaBstab ffir z fiinfmal 
vergr6Bern, so bleibt, wie wir aus 
der Gleichung (30) ersehen, die 
Skala CP2 unverandert; so erhalten 
wir eine fiinfmal genauere Skala 
ffir z. 

Probe: 

Z2 = 

y = 45°, z = 0,87. 

2 + 312 _ 6,24. 
4 + 3 -V 2 - 8,24' 

z = 0,87. 
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Zweite Losung: 

1 + 3 sin209° 
Z2=~~~~~----c-

2 + 3 cos209°' 
z = 0,85. 

Die Punkte del' Skala CP3 nach unten von del' Achse 0 S ent­
sprechen den imaginaren Welten del' Variablen + z. 

1 
Z2=~~- =-1' 

2-3 ' z = ±i Probe: y = 180 0 ; 

1-3 
Z2 = ---- = -1 . 

2 ' z = ±i. 

Bei diesell Beispielen werden wir etwas langeI' verbleiben, urn 
die Eigenschaften del' Projektion diesel' Art kennen zu lemen. 
Wir sehen z. B., daB die nomographische Darste11ung del' Be-

. h 2 1 + 3 siny lb' L' h . k"h L_ 
Zle ung z = 2 3 uns er au t, mIt elc tIg elt 1 re'.l:il1a-+ cosy 
lyse zu bewerkstelligen. Wir lesen aus del' Abb. 29 ab: 

1 
Fi.tr y = 0 ist z = +-=; von y = 0 bis y = 130° wachst x 

-V~-
von + _1_ bis + 00, zuerst langsam, dann immer schneller. Fur - 0;" --1 
y> 130 0 wird z imaginal' und andert sich von ± 00 bis 0 bei 
weiterer VergroBerung von y; den Wert von 0 erreicht z fur 
y = 199 0 30' [abgelesen von del' Skala l )]. Von diesem Werte 
bis y = 230 0 ist z ree11 tmd andert sich von 0 bis + 00; von 
y = 230 0 bis y = 340 0 30' ist z imaginal' und durchlauft die 
Wel'te von + 00 bis 0; wenn sich schlieBlich y von 340 ° 30' bis 

-- 1 
360 0 andert, so nimmt z die 1'ee11en Werte von 0 bis + ,~an. 

- V,;?;-
Die Gleichungen (29) und (29a) stellen gleichzeitig auch die 

Losung des umgekehrten Problems dar: del' Zentralprojektion 
einer geradlinigen Skala auf eine Kurve. In dem im Beispiel 1 
behandelten Spezialfall konnen wir somit mittels Projektion fiiI' 
jedes gegebene z den Wert von y finden. Urn dieses mittels del' 
gewohnlichen Berechnungsweise zu finden, mftBte man eine 
Eeihe von Berechnungen vo1'nehmen. Hier erhalten wir das 
Resultat durch die Ansetzung des Lineals. 

Die Interpretation del' Gleichungen (29) und (29a) fur das 
umgekehrte Problem ubergehen wir, weil sie del' Interpretation 
fur den vorigen Fall analog ist. 

1) S. Bemerkung S. 11. 
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Durch die oben besprochene Projektion auf eine krummlinige 
Skala kommen wir zum Begriff der krummlinigen Doppel­
skala. Diese Skalen werden sem selten angewendet, da man 
selten in der Praxis Funktionen antrifft, zu deren Darstellung 
die krummlinige Doppelskala bequemer als die geradlinige ist. 
Solche Funktionen sind unter anderm die Funktionen, die der 
Differentialgleichung 

dz = 1/ (dF)2 + (!!1)2 
dy V dy dy (31) 

,entsprechen; es ist dann namlich die Interpolation zwischen den 
Teilpunkten sehr leicht. 

Abb. 30 gibt ein Beispiel einer 
krummlinigen Doppelskala fUr die 
Funktion 

z = siny. 

Wir sehen, daB auBer einer gewissen 
unbedeutenden Erleichterung bei 
der Ablesung diese Skala keine Vor­
teile gegenuber der geradlinigen 
Skala bietet. 

Siehe auch Abb. 70. 

Beispiel 2. In der Gleichung 

Y 
Abb.30. Z = IX + a,ii~?i 

ist die Anwendung von geradlinigen Skalen unbequem und 
kompliziert. Wenn wir die Formel (29) anwenden, so erhalten wir 

oder 

Es ist also lP2 eine Ellipse mit den Achsen a, und 1 und mit dem 
Mittelpunkt, del' auf der Achse 0 S in der Entfernung IX von 0 
Jiegt. Abb. 31 ist filr a, = 2 und IX = 0 gezeichnet, d. h. fUr 
Funktion 

Wenn wir fl~ = fl'l = 25 mm setzen, so k6nnen wir die Ellipse 
zeichnen, auf welcher sich die krummlinige Skala lP2 befindet. 
Diese Skala tragen wir in Abhangigkeit vom Parameter y (s. z. B. 
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die Konstruktioll des Teilpunktes 0,6). Die Skala fUr z tragen 
wir auf der um k = 1 entfernten Geraden CP3 auf (linke Skala), 
wobei wir flk = 25 mm setzen. Auf der unteren Halfte der Skala CP3 
befinden sieh die negativen Werte der Variablen z. Um eine 
gro.Bere Ablesegenauigkeit Hir den Bereich -1 < z < + 1 zu er­
halten, versehieben wir die Skala CPs fur diesen Bereich noch 
um 25 mm nach rechts, wodurch wir eine zweimal deutlichere 
Skala erhalten (linke Skala). 

Wenn wir 

fl~ = 25 mm, fl'l = 2 fll; = 50 mm 

setzen, dann wird der Skalentrager CP2 ein Kreis (Abb.31), auf 
welehem die Skala ebenfalls in Abhangigkeit vom Parameter y~ 
aufgetragen ist. Falls wir flk und fl;; ohne Anderung lassen: 
flk = fl~ = 25 mm, so erhalten wir aus Gleichung (30) fUr den Ma.B­
stab von z': flz' = 50 mm (rechte Skala). Durch Verschie bung der 
Geraden CP3 um 25 mm naeh reehts bekommen wir eine zweimal 
genauere Skala (reehte Skala) fur den Bereich -1 < z' < + 1. 

Um wieviel bequemer eine Kreisskala ist als eine elliptische 
Skala, braucht nicht besonders hervor-
gehoben zu werden. 3 1,5 

Probe: 

Y= 0,8; 

0,8 
Z = ,~ = 0,677. 

2y1-0,82 

Aus cler Zeiehnung z = 0,67 . 

Beis piel 3. 
siny 

Z=--. 
Y 

Wir setzen 

1] = sin y; ~ = y 

underhaltenalsGleiehungder KurveCP2: 
. t 

17 = Slll" . 

Wir wahlen (Abb. 32) 

fl~ = 25 mm; fl'l = 50 mm 

uncl 
Pk = 25 mm; flz = 50 mm, 

K 0 nor ski, Nomographie. 

H 

Abb. 31. 
0,5 natiirl. GroBe. 

3 

I-Z' 

) 

-0,25 
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bzw., um eine deutlichere Skala zu erhalten: 

f-lk = 50 mm, f-lz = 100 mm . 

Probe: y = 90° =!!.-. z = ! = 0,636. 
2' JT, 

Aus Abb. 32 konnen wir u. a. leicht ablesen 

1,0 

1800 .E' 

1· sin y 1 
1m--= . 

y=o Y 

Wenn wir in der Gleichung (29) 
setzen 

12 = ky + l = 1] l 
F2 = my + n = ~ J' 

(32) 

so wird die Kurve (jj2 zur Gm'aden 

m(jl-l)=k(~-n) (33) 

und wir bekommen dann eine 
Projektion einer Geraden auf eine 
Gerade wie in § 4laut der Formel 

Abb. 32. 0,5 natiirl. GroBe. 
f - kY-ti . ... (33a) 

3 - my + n' 

die identisch ist mit der Formel (4). Es ist somit die hier be­
sprochene Projektion eine Verallgemeinerung der Projektion von 
geradlinigen Skalen. Mittels einer Ellipse kann man einen 
Quotienten zweier Funktionen zweiter Ordnung darstellen, mittels 
anderer Kurven einen Quotienten beliebiger zwei Funktionen. 

Die Gleichungen (32) verwenden wir bei Bestimmung solcher 
projektiver Skalen, bei denen es aus irgendwelchen Grunden 
schwer ist, mittels zeichnerischer Proben ein gunstig liegendes 
Perspektivitatszentrum zu finden und die gunstige Lage der 
Skalen zu erreichen. Wenn wir das Koordinatensystem und die 
Geraden, die den Gleichungen (32) entsprechen, aufzeichnen, so 
erhalten wir sofort eine allgemeine Dbersicht daruber, unter 
welchen Bedingungen die Losung des gegebenen Problems mog­
lich bzw. gunstig in graphischer Beziehung ist. Beispiel Abb. 33 
stellt die Funktion 

dar. Wir set zen 

y-l 
z = t (z) =--

3 Y + 1 

1]=y-l; 
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und bekommen als Gleichung der 
Gera4en <1>3 

$-'Y}=2. 
Dabei ist 

fll; = fl,} = flk = 12,5 (k = 1). 

Aus der Zeichnung entnehmen wir 

fl. = 12,5 mm, 

fly = 112,52 + 12,52 = 17,7 mm. 

Die relative Lage der beiden 
Skalen auf der Abb. 33 kann eben­
falls, wie die relative Lage der Be­
reiche beider Variabeln auf derSkala, 
ungiinstig sein; in diesem FaIle fiihren 
wir eine Reihe gewisser Lagenumformun­
gen aus. Es erstrecke sich der Bereich 
der Variabh,n y, ffir welchen die Skala z 
aufgetragen werden soIl, von y = 2 bis 
y = 7 . Den Winkel zwischen den Skalen 
wahlen wir meistens bei der Projizierung 
einer geradlinigen Skala auf eine gerad­
linige Skala ca. 15 bis 25 0, und zwar um 
nicht zu flache Schnitte zu erhalten; zu 
diesem Zwecke vergroBern ,wir den MaB­
stab fly viermal und lassen fll; unveran­
dert, so daB 

fl~ = 12,5 mm ; fl~ = 50 mm. 

Dann ist 

fl: = 50 mm; 

fl~ = 112,52 + 502 = 51,6 mm. 

Hierauf verschieben wir die Gerade <1>3 
vom Punkt A bis Punkt B (Abb. 34), so 
daB sie durch den Teilpunkt ,,2" der 
Skala y (der Anfangspunkt des Bereiches) 
hindurchgeht. und damit vergroBern wir 
die Entfernung der Skala z von der Or-

dinatenachse ~! mal oder auf der Ab­

bildung 34 dreimal. Dadurch vergroBert 

H 

Abb. 33. 0,4 natiirl. GroBe. 

o 

Abb.34. 
0,4 natiirl. GroBe. 

3* 

!Pz 
7 
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sich ebenfalls dreimal der MaBstab t-t'; der verschobenen Skala z 
im Vergleich mit dem MaBstabe der vorherigen Skala, die durch 
den Punkt A hindurchgeht. Der MaBstab fUr y blcibt unver­
andert, so daB 

fl'; = 3 . 50 = 150 mm; fl~ = 51,6 mm. 

Mittels dieser Umformungen konnen "vir beliebig den Winkel 
zwischen den Skalen und ihren gemeinsamen Punkt, d. h. den 
Anfangspunkt der Bereiche, wahlen. Die Endpunkte 
der Bereiche erhalten wir bei gegebenen Bereichcn durch end­
giiltige Festsetzung der beiden MaBstabe flz und fly. Von ihrem 
Werte hangt die Lage des Perspektivitatszentrums abo Zur 
Durchfuhrung der weiteren Anderungen in der relativen Lage 
des Perspektivitatszentrums und der beiden Skalen, deren Winkel, 
wie auch der Anfangspunkt der Bereiche, schon festgesetzt sind, 
verbleibt uns somit als das einzige Mittel: die gleichzeitige oder 
relativ~ Anderung der beiden MaBstabe fly und flz. Die durch 
diese Anderungen bewirkten Folgen sind durch zwei Hilfssatze 
zusammengefaBt. 

Hilfssatz 1. Bei gleichzeitiger Anderung der MaBstabe der 
beiden Skalen in einer bestimmten Zentralprojektion geradliniger 
Skalen bewegt sich das Perspektivitatszentrum auf einer Geraden, 
die durch den Schnittpunkt der Skalen hindurchgeht. Die ver­
haltnismaBige Anderung der Lage des Perspektivitatszentrums 
auf dieser Geraden ist gleich der verhaltnismaBigen Anderung 
des MaBstabes einer der Skalen. 

Urn diesen Satz zu beweisen, nehmen wir an, daB die Skalen 
z und y Achsen eines (schiefwinkligen) Koordinatensystems sind. 
FUr den Punkt y = q der Skala y bekommen wir folgende Glei­
chung der Schnittgeraden 

z +--.JL=1; 
kq + l flyq 

flz mq + n 

(0; ) 

fur den Punkt y = p der Skala y ist die Schnittgerade: 

z y 
----:---~ + - = 1. 

kp + l flyP 
flz mp + n 

«(3) 

Es seien die Koordinaten des Schnittpunktes dieser beiden Ge­
raden (Perspektivitatszentrums), die sich aus der Auflosung der 
Gleichungen (0;) und «(3) ergeben,zo und Yo' . 
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Andern wir proportiondl die MaBstabe der beiden Skalen 
in ft~ lmd ft~, so daB 

dann sind die Gleichungen der SchniUgeraden fur die Punkte 
y = q und y = p der Skala y 

und 

z' y' 
---=--~ + ~- = 1 ()') 

kq+l Cftyq 
CUz --"--­

, mq+n 

z' y' 
kp + l + -c,uyp- = 1. (J) 

cftz mp + n 

Die Koordinaten des Schnittpunktes 
dieser Geraden (neues Perspektivitats­
zentrum) sind offenbar 

Abb. 35 dient als Illustration fUr diesen 
Satz. Es ist auf ihr die projektive Skala 

y+l 
Z ==----

2y+5 

Abb.35. 
0,4 natiirl. GroBe. 

dargestellt, wobei die Punkte AI' A z, A3 bzw. B l , Bz, Ba den 
Werten y = 5 bzw. z = 0,4 entsprechen bei den MaBstaben 
fty = 30, 25, lO mm und die Punkte 0 1 , Oz, Oa bzw. Dl , Dz , Da 
den Werten y = 2,5 bzw. z = 0,35 entsprechen bei den MaB­
staben wie oben: fty = 30, 25, 10 mm. 

Der den beiden Skalen gemeinsame Punkt S entspricht den 
Werten y = 0 und z = 0,2. 

Hilfssatz 2. Wenn wir in einer bestimmten Zentral­
projektion geradliniger Skalen den MaBstab einer Skala andern 
und den MaBstab der zweiten Skala unverandert lassen, so 
bewegt sich das Perspektivitatszentrum auf einer Geraden, die 
zu jener Skala parallel ist, deren MaBstab geandert wurde. Die 
verhaltnismaBige Lagenanderung des Perspektivitatszentrums auf 
dieser Geraden ist gleich der verhaltnismaBigen Anderung des 
MaBstabes. 

Wenn wir wieder annehmen, daB die Skalen z und y Achsen 
des Koordinatensystems sind, so sind die Gleichungen der Schnitt-
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geraden, die durch den Punkt y = q bzw. durch den Punkt 
Y = P der Skala y hindurchgehen: 

~~Z~_ + __ ~y~ = 1 
lcq + l fly q 

flz mq + n 

(IX ) 

oder 

___ Z ___ + ~_ = l. 
lcp + l flyP 

flz mp + i~ 
((3) 

Die Gleichungen der Schnittgeraden, die durch dieselben Punkte 
der Skala y hindurchgehen bei ungeandertem MaBstab fly der 
Skala y und bei MaBstab 

der Skala z, sind 

und 

fl~ = cf-Iz 

z' y' 
---.-~- + - = 1 

kq + l flyq 
cuz~=---~­

I mq+n 

z' y' 
~-~~ .. ~-~ -L ~----- = 1 . 

lcp + l I flyq 

cflz mp + n 

(y) 

((5 ) 

Aus obigem ergibt sich, daB zwischen den Koordinaten Yo, 20 

des Schnittpunktes der Geraden IX und (3 mit den Koordinaten 
Yo, Zo des Schnittpunktes der Geraden J' und () die Beziehungen 
bestehen: , y' _ y zo=czo; 0- o' 

Abb. 36 stellt ein Zahlenbeispiel fliT diesen Hilfssatz vor, auf 
die Funktion y + 1 

z = -c'-~~_ 
2y + 5 

angewendet. Die Punkte A und C der Skala y entsprechen den 
Werten y = 5 und y = 2,5 bei MaBstab fly = 20 mm. Die Punkte 
B1 , B 2 , B3 entsprechen den Werten 2 = 0,4 bzw. z = 0,35 bei 
Anwendung der MaBstabe flz = 500, 400, 200 mm. Punkt S (An­
fangspunkt der Bereiche) entspricht den Werten y = 0, Z = 0,2. 

Wenn wir diese Hilfssatze auf die projektive Skala z = y~~ll y+ 
anwenden, konnen wir nunmehr, ohne den Schnittpunkt der 
Skalen und den durch sie gebildeten Winkel zu andern, das Per­
spektivitatszentrum 0 (Abb. 34) langs einer zur Skala z parallelen 
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Geraden OH bis zum Punkt 0'" verschieben und hierauf den­
selben langs der Geraden 0'" S (Punkt S = Teilpunkt ,,2") bis 
zum Punkt OIl' verschieben, je nachdem wie es fiir unsere Ver­
haltnisse gfmstig erscheint. Dabei andern sich jedoch in be­
sprochener Weise die MaBstabe. So werden die MaBstabe fl~" 
und fl~' fiir Punkt 0''': 

III _ QO'" If' _ QO + 00'" ,,_ 100 + 200 150 _ 450 . 
pz - QO flz - QO fl2 - -WO-- - mnl, 

fl~' = fl~' = 51,6 mm; 

fiir den Punkt OIl' erhalten wir: 

[J' _ ~JT S '" _.!. If' _ ?2r . 
flz - 0'" Spz - 2 flz - "-' :J mm, 

IV_OIl'S ",_ 1 "'-2'- n 
jUy - 0'" Sfly -"2 fly - :J,t; mm. 

Da wir den Punkt 0'" ziemlich weit auf der 
Achse OH ('Y/o'" = 200) gewahlt haben und der­
selbe auBerhalb der Zeichnung zu liegen kommt, 
so fiihren wir die Gerade 0'" S unter Winkel cp 
zur Abszissenachse, wobei sich cp aus 

. _ 170'" - 'Y/s tgtp ----
OB 

berechnen laBt. 

Probe: 

200-50 = 4 
3· 12,5 

Fi1I' YI = 7 ist ZI = 3/4 

" Yo = 2 " 
Bemerkung: Normalerweise bercch­

nen wir nicht beim Auftragen der pro­
jektiven Skala alle MaBstabe pz und fly, 

T 
Abb.36. 

0,4 natiirl. GroBe. 

H 

so wie wir es jetzt gemacht haben, -0,5 

sondern fiihren samtliche Umformun- -~r:-,---=f-_+-1,---__ ~=-'" 
gen graphisch aus, was selbstverstand­
lich viel kiirzer dauert. 

Beispie12. Abb. 37 stellt die pro­
jektive Skala 

1 
Z=-

Y 

-2 

Abb.37. 
0,4 natiirl. GroBe. 
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dar. Urn diese Funktion mittels Koordinatensystems darzustellen, 
schreiben wir sie z. B. in der Form 

z+l=y+l, 
y 

wonach wir erhalten: 

1]=y+l; I;=y 
17 = I; + 1. 

Den Anfangspunkt der Skala z verschieben wir urn 1 nach oben. 
In der Zeichnung ist angenommen: 

Probe: 
It; = fl'l = 20 mm. 
y = 2, z = 0,5. 

Durch die oben besprochenen Umformungen k6nnen wir daB 
Perspektivitatszentrum beider Skalen, den Anfangspunkt und 
die Endpunkte der Bereiche so verschieben, daB sie unseren Er­
fordernisBen entsprechen. 

§ 10. Zentralprojektion einer krummIinigen Skala 
auf eine Kurve. 

EB sei wiederumdas Perspektivitatszentrum als Anfangspunkt 
des Koordinatensystems gewahlt. Wenn wir in Gleichung (27) 

11 = Fl = 0 

setzen, erhalten wir die Grundgleichung 

(34) 

wobei die Gleichungen der beiden krummlinigen Skalen if>3 
und if>2 durch Eliminierung der Parameter y und z aus den 
Gleichungen 17 = fa (z); 

I; = F3 (z); 
(35) 

erhalten werden. Bezeichnen wir die linke Seite der Gleichung (34) 
mit 'IjJ (z) und vertauschen wir in dieser Funktion z mit u. Wir 

k6nnen dies tun, da in der gebrochenen Funktion ; die Va-
3 

riable z den Charakter eines Parameters hat, der zur Erlangung 
der Gleichung if>a eliminiert wird. Wir schreiben ferner: 

(u) = fa (z). . (u) = 12 (y) (34a) 
'IjJ Fa(z) ,'IjJ F 2 (y) . 



Zentralprojektion einer krummlinigen Skala auf eine Kurve. 41 

Wenn wir 'ljJ (u) als geradlinige Skala annehmen, fiihren wir die 
Projektion einer krummlinigen Skala auf eine Kurve zu zwei 
Projektionen einer krummlinigen Skala auf eine Gerade zuriick. 
Dies folgt auch unmittelbar aus Abb. 38. in welcher wir, um die 
Projektion der krummlinigen Skala z auf die Kurve ifJ2 zu er­
halten, die Skala z auf die Gerade u und hierauf die erhaltene 
Skala u auf die Kurve ifJ2 mittels Formeln (34a), aus welchen die 
Gleichung (34) folgt, projizieren. Uber H 
MaBstabe s. unten S.59. 

Beispiel: 

Wir setzell 

und 

az 
tgy-----yz+b· 

17 = az 

Abb.38. 

und erhalten als Gleichung der Kurve ifJ2 die Parabel 

17 = aI;2-acb. 

Anstatt auf der geradlinigen Skala die Funktion tg rp aufzu­
tragen, setzen wir 

rsiny 
tg Y = j.cosy 

und erhalten als Gleichung 
der Kurve ifJ3 den Kreis 

1;2 + '17 2 = r2 

mit beliebigem Radius. 
Abb. 39 stellt die Tafel fUr 

a = 0,25 und b = 4, 

d. h. flll' 

H 

~2 

Abb. 39. 0,4 nattirl. GroBe. 

dar. Die Konstruktion dieser Tafel versteht sich von selbst. 
Auf der Abb. 39 wurde angenommen 

ft; = ft'l = 16 mm. 

Probe: Fiirz=8 isty=30°, 

z = -2,65 " Y = 210 ° . 
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§ 11. Die nomographischen Tafeln mit einer 
krummlinigen Skala. 

Aus der allgemeinen Gleichung (27) kann man mit Leichtig­
keit die Beziehungen (9), (13) und (16) durch entsprechende Ein­
setzungen erhalten. 

So setzen wir z. B. fur die Tafeln mit drei parallelen Geraden, 
indem wir annehmen, daB eine von ihnen die Achse 0 H sei: 

F1=0; F2 =k2 ; Fa=ka, 

wobei wir erhalten 

II (k2- ka) + 12 ka -f"'/ak2 = 0 
oder, nachdem die Konstanten in die Funktionszeichen ein­
bezogen werden, die Beziehung (9). 

Wenn wir in die Gleichung (27) fUr zwei parallele Geraden 
wie oben einsetzen: 

FI = 0; Fa = ka 

und fUr die dritte, sie schneidende: 

so erhalten wir: 

wir setzen noch 

12 = k2F2' 

IdF2- ka) + k2 kaF2- la k2F2; 

F __ k_3_ 
2-

f{'2 + 1 
und erhalten die Gleichung 

-kaiIlP2 + k2k~-k2ka/a = 0, 

welche, nachdem die Konstanten in die Funktiollszeichen em­
bezogen wurden, die Form der Gleichung (13) annimmt. 

1m FaIle von drei sich in einem Punkte schneidendell Skalen 
wahlen wir die Geraden WI und W2 als Koordinatenachsen eines 
schiefwinkligell Koordinatensystems, setzen in die Gleichung- (27) 

PI = 0, 12 = 0, la = kaFa 

und erhalten unmittelbar die Gleichung (16). 

Wenn wir eine Tafel konstruieren wollen, die aus zwei par­
allelen Geraden und einer Kurve bestehen soIl, so setzen wir in 
der Gleichung (27), indem wir eine von diesen Geradell, z. B. WI 
als Koordinatenachse annehmen: 

p] = 0, F2 = k2 
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und erhalten 

odeI' 
(36) 

Urn den allgemeinen Typus, dem diese Gleichung entspricht, zu 
finden, schreiben wir 

F3 = k2P3 ; 12 = -P2; 11 = PI; 13 = -63 

und erhalten 
(37) 

Wenn wir in diesel' Formel x und y als beliebig wahlbare GroBen 
ansehen, so stellen sie eine Gleichung fii.r z dar, die sich in oben 
dargelegter Weise nomographisch auflosen laBt. 

Den Hauptunterschied zwischen del' Beziehung (37) und den 
Beziehungen, die wir fill' die Tafeln mit geradlinigen Skalen er­
halten haben, ist, daB Gleichung (37) eine Funktion 

T(x,y,z)=O 

ist, die wir nicht in del' Form 

R (z) = S (x, y) 

schreiben konnen, wahrend die Funktionen, die sich durch Tafeln 
mit geradlinigen Skalen darstellen lassen, sich immer in diese 
Form bringen lieBen. 

Beispiel: Es ist die trinomische Gleichung 

zn + azk + b = 0, k < n, 

nomographisch darzustellen zwecks Berechnung von z fill' die 
gegebenen a und b. 

Wenn wir diese Gleichung mit del' Gleichung (36) vel'gleichen, 
so k6nnen wir schl'eiben 

a = 12 (y)-/dx) = y-x; 

b = hk2' 

k2 ist die Entfernung del' Geraden tJ>2 vom Anfangspunkt des 
Koordinatensystems; wir wahlen .k2 auf del' Abb. 40 gleich 1, 
wobei wir als MaBeinheit 20 mm annehmen ({t~ = {til = 20 mm). 

Die Gleichullg del' Kurve tJ>a folgt aus 

1} = f3 = _zn; ~ = Fa = Zk 

und ist 
-I} = wn/k. 



44 Die nomographischen Tafeln mit einer kmmmlinigen Skala. 

Die Koeffizienten a und b berechnen wir aus 

a=Y-~IX=b 
b=x y=a-b 

Die Abb.4O ist gezeichnet fur den Fall n = 2 k; wir erhalten 
dann fur <])2 die Parabel 

-17 = ~2. 
Die Skala auf diesel' Parabel andert sich mit der GroBe von k . 
Auf der Abb. 40 sind auf der Parabel zwei Skalen eingetragen, 

H 

Abb.40. 
0,4 natiirl. GroBe. 

und zwar die Skalen 

fUr k = 1 (innere Skala z) 

fur k = 2 (auBere Skala z') . 

In diesem letzteren FaIle (biquadra­
tische Gleichung) finden wir auf dem 
linken Parabelaste die imaginaren 
Werte der Wurzeln. 

Probe: 

x=-1,5; y=-l; a=0,5; 
b = -1,5; 

Z2 + 0,5z-1,5 = 0; 

Z1 = -1,5, Z2 = 1; 

(-1,5)2-0,5 '1,5-1,5 = 0; 

12 + 0,5 '1-1,5 = 0. 

Dasselbe Problem konnen wir auch auf andere Weise lOsen, z. B. 
mittels der gleichseitigen Hyperbel. Durch Einsetzen von 

1 
Fa = ~ = k; - 13 = -1] = Zk; k2 = 1 

z 

wird die Gleichung (36) zu 

1 
k (/2 - 11) + h + Zk = 0. z 

Es ist dann 
1 

<])2 =17 + - = 0; 
~ 

12(Y)-/1(x) = b; 

Wenn wir setzen 
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so erhalten wir fiir die Berechnung von a und b: 

b=Y-X!Y=b+a 
a=x x=a. 

Abb.41 stellt die Konstruktion der entsprechenden nomo-
graphischen Tafel dar, wo­
bei 

#; = #1] = 20 mm. 

Probe: 

x = 1,5; Y = 0,5; 
a= 1,5; b=-I; 

z2+1,5z-1=0; 
Z1 = -2; Z2 = 0,5; 

(0,5)2 + 1,5·0,5 -1 = 0; 

(-2)2-1,5·2-1 = O. 

Beide Tafeln (Abb. 40 
und 41) haben den Nach­
teil, daB man, um die Wur­
zein ·der Gleichung zu be­
stimmen, erst die - zwar 
sehr einfachen - Funk­
tionen x und Y der Koeffi­

3 

Abb. 41. 0,4 natiirL GroBe. 

zienten a und b berechnen muB. Wenn uns daran liegt, die 
Skalen gleich fiir a und b zn erhalten, schreiben wir die 
Gleichnng (36) in der Form 

k Is (' k2) 2-+/1 1-- -/2=0. 
Fs Fs 

Wenn wir diese Gleichung mit 

zn+azk+b=O 

vergleichen, so erhalten wir 

1 
1-- =Zk. 

F ' 

und darans 
1 

Fa = ~ = -1--k ' -z 

3 

zn 
Is = fJ = l-zk • 
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Fur die Kurve CP3 erhalten wir durch Eliminierung von z aus 
den beiden letzteren Beziehungen die Gleichung 

( 1 )nik 
~=~ 1-""[ . 

Abb.42 steUt die auf diesel' Basis konstruierte nomographische 
Tafel fur n/k = 2 mit fLl; = 100 mm, fLil = 10 mm dar. Die 
Skalaist fiir k = 1 eingetragen. 

Probe: 
b=-3, a=-2; 

z2-2z-3 = 0; 

zl=-l; z2=3; 
(-1)2-2(-1)-3 =0; 

32 -2. 3-3 = O. 

15 1,7 1,8 1,9 2 2,25 Z,5 J 
-z 

Abb. 42. 0,4 nattirl. GroBe. 

-12 
-11 
-10 
-8 
-8 
-7 
-6 
-5 
-q 
-3 
-2 
-1 

0,10,2 0,3 4¥ 

1 
2 
3 

~ ! 
~b 
8 
9 
10 
11 

12 
13 

Diese nomographische Tafel laBt sich nicht fiir Gleichungen 
verwenden, fiir welche eine der Wurzeln gleich oder nahezu 
gleich + 1 ist (~ = ±oo). In diesem FaUe mussen wir die Tafeln 
Abb. 40, 41 oder 44 verwenden. 

Beispiel 2. 

Wir k6nnten diese Formel als eine Gleichung zweiten Grades 
auffassen und sie wie oben mittels Parabel, Hyperbel oder anderen 
aufl6sen. Dann aber muBten wir noch das Argument der Funk-

z 
tion tg"2 berechnen, was wir lieber vermeiden m6chten; dies 

faUt uns um so leichter, als die trigonometrischen Funktionen sich 
meistens mit Leichtigkeit mittels Kreisskala darstellen lassen. 
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Wir setzen eX = ~ und P = J!.. und formen die obige Glp,ichung 
x x urn in 

(1 +cosz) (y-x) +2x-2sinz=0, 

wonach wir durch Vergleichung mit (36) finden: 

'7 = 13 = sinz } 

~ = F3 = I + cosz 
ifJ3 = 1]2 + (~-1)2-1 = 0 

12 = y; 11 = x; k2 = 2. 

Abb.43 stellt die entsprechende nomographische Tafel dar, 
wobei samtliche MaBstabe gleich 40 mm sind. Anstatt einer 
Skala ffir x tragen wir auf der Achse OH gleich eine Skala ffir eX auf. 

Probe 1. Probe 2. 

eX = 2; ~--1' - , 
eX 

P=-l; 

z = 135°; z = _45°; 

tg67,5 = 2,415; tg22,5 =-0,414; 

(2,415)2- 2·2,415-1 = 0; 

(0,414)2 + 2 . 0,414 - I = O. I 
I 

eX =-2', 2P=1' R=-l' 
eX ' t' , 

(0,414)2 + 2·0,414-1 = 0; 

(2,415)2 - 2 • 2,415 -1 = O. 

In ahnlicher Weise k6nnen wir nomographische Gleichungen 
h6heren Grades aufl6sen. Alle Koeffizienten dieser Gleichungen 
auBer zweien mfissen konstant sein. Zwei k6nnen beliebig wahl­
bar sein. Diese Eigenschaft liegt 
in der Natur der besprochenen 
nomographischen Tafeln, die die 
Funktionen von h6chstens drei 
Variabeln zu berechnen er­
lauben. 

In den nomographischen Tafeln 
mit einer krummlinigen und zwei 
sich schneidenden geradlinigen 

1 2,0 

Skalen k6nnen wir die letzteren -~oF-9l'i6----+-----9I-li'­
als Achsen eines (schiefwinkligen) 
Koordinatensystems annehmen 
und 

F1 =0; 12=0 
setzen. Aus Gleichung (27) er­
halten wir dann 

-1,0 

~5 

Abb. 43. 0,4 natiirl. GroBe. 
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oder 
1 - Fa + l!. 

- F2 11 ' 
eme Gleichung, die oft Verwendung findet. 

Beispiel: Wenn wir die Gleichung 

z" + azk + b = 0 

mit der Gleichung (38), in der Form 

F2 . 
Fa +t;/a-F2 = 0 

geschrieben, vergleichen, so erhalten wir 

und daraus 

Fa = ~ = z"; 13 = 17 = Zk; 

F 
a-_2 • Fz=-b - 11 ' 

b 
11=--' a 

(38a) 

Abb.44 stellt den Spezialfall n = 3, k = 1 dar, d. h. die 
Gleichung 

Z3 + az + b = O. ·z 

Die Parametergleichungen der 
Kurve (Jja sind 

" ·1 ·2 .J .q ·5 -6 -7 -8 -9 -10 

Abb.44. 
l/a natiirI. GroBe. 

und aus ihnen folgt 
(Jja = J} - ~'/' = O. 

In Abb.44 ist angenommen 

p'! = 40 mm; PI; = 10 rom. 
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Probe: 
b 

b = 9 5' - = 2' a = 4,75; 
"a ' 

z = -1,41; 

Z3 + 4,75 z + 9,5 = 0; 

-1,413 - 4,75·1,41 + 9,5 = 0,005. 

§ 12. Die nomographischen Tafeln mit zwei und drei 
krummlinigen Skalen. 

Wenn ,vir in Tafeln mit zwei Kurven und einer Geraden die 
letztere als Achse OH des Koordinatensystems annehmen und 
dementsprechend in Gleichung (27) 

F1 = 0 
setzen, so erhalten wir 

F3 (f2 - t1) - F2 (f3 - 11) = O. (39) 

Wenn wir diese Gleichung in der Form 

F3 /3-/1 
F2 /2- 11 

(39a) 

schreiben und sie mit der Gleichung (36) 

F3 /3- t1 
k2 12- /1 

vergleichen, so ersehen wir, in welcher Richtung die Verallgemei­
nerung der letzteren Gleichung gegangen ist. 

Beispiel: In der Funktion 

xP(zm + yn) = Zk + yl 

setzen wir fliT k > m und l > n 

/2 = yl-n = 17; 

F2 = y-n =~; 

1 
<P2 = 1) ----- = 0; 

l-n 
~--

n 

13 = Zk- In = 'I) ; 

F3 = _z-JIl =~; 

1 
<P =1) + --=0; 

3 ,k-m 
I:: 
~--

m 
Fur m = n = p = 1 und k = l = 2, d. h. filr 

Z2 + y2 
x=---

erhalten wir die Abb.45. 
z+y 

K 0 no f::l k i, Nomographie. 4 
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Probe: 

2,85 2 + 4 
2,85 + 2 

Z1 = 2; VI = 2,85; 

x = 2,5; 

Z2 = 0,5; V2 = -0,351; 

2,85 2 + 0,52 0,3512 + 0,52 0,3512 + 4 = 2 5 . 
2,85 + 0,5 - 0,351 + 0,5 - 0,351 + 2 ' 

Tafeln mit drei krumm­
linigenSkalen erhalt mandann, 
wenn in derGleichung (27) kein 
Glied gleich ° ist. Diese Glei­
chung kann man auch in der 
Form 

Abb. 45. 0,4 naturl. GroBe. 

schreiben. Die Funktionen, die 
diesem Typus entsprechen, 
sind meistens komplizierter 
Natur und kommen selten in 
del' technischen Praxis VOl', 

6fters bei astronomischen und geodatischen Berechnungen. 
Beis piele: 1. Die Funktion 

sin(x + V) sin(v + z) sin(z + x) ---'-'--- + ----"----'- + -------- = ° 
1'3 1'1 1'2 

270 

Abb.46. Abb.47. 

laBt sicb mittels dreier konzentrischer Kreisskalen (Abb. 46) mit 
den Durcbmessern 1'1' 1'2' 1'3 darstellen. 
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2. Die Funktion 
sin (x- y) sin(y- z) sin(z - x) _ 0 ---:-. --'-- + ---'-'-c:-. -- + . -

rssInz r1smx r2 SIn y 

H113t sich mittels dreier 
darstellen. 

sich berii.hrender Kreisskalen (Abb.47) 

Die Gleichungen zweiten 
Grades und hoherer Grade be­
zii.glich z, deren Koeffizienten 
Funktionen von x und y sind, 
lassen sich ebenfalls mittels der 
Gleichung (40) darstellen. So 
kann man z. B. die Gleichung 
Z2 xy (y- x) - Z (x + y) + x 2 

+ y2 = 0 
mittels einer Tafel, die aus zwei 
gleichseitigen Hyperbeln und 
der Parabel 1] 2 = ~ besteht 
(Abb. 48), berechnen. 

0,5 

-0,5 

Zwei krummlinige Skalen Abb. 48. 0,4 natiirl. GroBe. 
dieser nomographischen Tafeln 
konnen auch zusammenfallen, indem zwei Skalentrager inein­
anderfallen oder auch die Skalen identisch sind (s. auch Abb. 70). 
Es sind im letzten Falle in den allgemeinen Gleichungen ent­
sprechende Anderungen vorzunehmen. 

§ 13. Zusammenstellung der Resultate. 
In Tabelle I sind alle moglichen FaIle der nomographischen 

Tafeln von d'Ocagne mit geradlinigen und krummlinigen Skalen 
zusammengestellt, wob(l)i gewisse Anderungen im Vergleiche zu 
den frii.heren Auffassungen einzelner Beziehungen gemacht sind, 
welche aus einem allgemeineren Standpunkt folgen, der sich uns 
hier aufdrangt. Die erhaltenen geometrischen Figuren beziehen 
wir auf ein (recht- oder schiefwinkliges) Koordinatensystem 0 S H, 
welches wir so wahlen (Kolonne 3 und 4), daB es sich moglichst 
gut der gegebenen Figur anpaBt. In der Kolonne 2 finden wir 
die Schemata der Tabellen, wobei die krummlinigen Skalen mit 
einer Schlangenlinie bezeichnet sind. 

Samtliche Skalen, sowohl die geradlinigen als auch die krumm­
linigen, stellen wir mittels Parameter dar. Die Parameter­
gleichungen der Achse 0 H sind 

~=O; l)=/(X), 

4* 
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Tabelle I 

.' , Koordi- Gleiclmngen der Skalen 
:is: Schema i naten- Normalform 
05 der Tafel ~ system '''~~~-''-' der Fnnktion T(x, y, z) = 0 
~) ___ . ___ p~ _ ____ ! P2 i P3 

as loal ~ :.'7J ~ I 'I I " I _'1 ___ . 

1, 2 I 3 14 I 5 I 67 I 8-1-9 10 11 

Ii j' jz t i~Pl\Pliolf,(X)1 k,i"(y)i"'1 f3(z) ik3t2+(k2-k3)tl-k2t.=O 

~I--U~-I~i-'·I~" ~~" IF2(YT~T-., 1··--ik.~~F,~~f~=O~ 

31 ~~ I" I" ! " I " I " 1 " IF'(Z)I~-~'F3_ (F3-p2)tl+m3P2~'=O_._ 
4) ~~ I" 1"1"1" 1,,'1" i-"-lm3F,+n3!~(F'-PJ~,+(m3F3+n,)p,=o._ 
5111 ~I ~~ 'I-LP1:':I--I---r~:'-I~~v~I--1 ~~~'JF'+~:f~~kl~3:0-
6\ ~~p; 1 p'l" I I ip,(y)1 0 I." I, I (F,-F,Jf, H"f3=O 

'~Ip,I~) t IIP':"I-" I I i t2 (YJj" 1---I;F~-F'~fl+F'f'-F,t2=O 
-~I-\ ~) ~( I bel+ig F~:r~I" ~I-I -1~F3-F2J(f3-flJ+(F'-Fl)(f,-f3)=O 

die der Achse 0 S: 
1) = 0; 

Die Parametergleichungen einer beliebigen geradlinigen Skala, die 
schrag das Koordinatensystem durchschneidet, schreiben wir 
meistens 

$ = F(n); 
oder 

17 = t(n); 

'f} = mF(n) + n 

$ = mt(n) + n, 

(41) 

(42) 
und dementsprechend tragen wir die Teilpunkte der Skala auf. 

Siehe Abb.49 fur 17 = mF (n) + n = mn2 + n, 

$ = F(n) = n 2 • 

Siehe Ab b. 50 fii.r 17 = t (n) = 2 n , 

$ = mt(n) + n = 2mn + n. 
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Tabelle I 

Typische Form 
der Funktion T (x, y, z) = 0 

Gleichungen flir MaBstiibe 

12 I 13 14 

A. 'Y, + 'Y, + 0/, = 0 /I (fs) ,II (k,) = ,11(f,)." (k,); k, - k,+ ~ =~ 
,"U,) ,,,<t,) ,,,(f,) 

B 'If, ('If, + '1',) + C 'V, = 0 ,f( (t,) =,1' (f,); ,Il (F2) =,It (k,) 

C ,I' <t,) = ,II (F,) = {' (Pa) 

D ,II (f,) = {' (F,) = fl, (F,) = /' (n,) 

E 'Y, + 'If, (,I', + 0/,) + (~, = 0 ,,, (t,) = ,II (f,) = ,It (f,); ,II (F,) = /' (k,) 

F 'If, ('Y, + 'If,) + 'V, • (.)3 = 0 -,I' <t,) = I' (t3); ,I' (F,) = ,II (F,) 

G I 'If, ('If, + 'If,) + 'V, e, + 'V, (~, = 0 ,,, <t,' = ,II ct,) = ,I' CIs); ,I' (F,) = i' (F,) 

II I ('V, + 'Yo) ('f/, + e,) + ('If, + e,) (e2 + (~,) = 0 ,II <t,) = [' (f,) = ,It (f,); ,I' (F,) = /' (F,) =}l (Fs) 

Die auf Grund diesel' Festsetzlmgen erbaltenen Parameter­
beziehungen fiir die Koordinaten del' beliebigen Punkte PI' P2 , 

H H 
5 5 2,5 
ij ij 2 
3 

2 
3 1,5 

2 2 1 

(},5 

5 6 - nO 1 z J 'I 5 oS 

Abb.49. Abb.50. 

P a, die auf den Skalen !fJI , !fJ2 , !fJa liegen (Kolonne 5 bis 10), 
setzen wir in die Gleichung (27) ein, die die Beziehung ausdruckt, 
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welche zwischen diesen GroEen bestehen muE, damit die Punkte 
PI' P2' P 3 auf einer Geraden liegen. Dadurch erhalten wir eine 
Gleichung fliT die drei Parameter x, y, z, die wir die Normal­
form del' Gleich ung nennen (Kolonne 11). 

Wenn umgekehrt eine Beziehung zwischen x, y, z gegeben 
ist, die man nomographisch darstellen solI, so versuchen wir 
mittels entsprechender Umformungen derselben eine mit del' 
Normalform identische Form zu geben. Alsdann verbleibt 
uns aus del' Tabelle die entsprechenden Parametergleichungen 
del' Skalen WI' W2 , W3 abzulesen, wonach wir mit Leichtigkeit 
die Tabelle konstruieren konnen. 

Durch Ordnen del' Normalform, durch Einbeziehen del' Kon­
stanten unter die Funktionszeichen usw. erhalten wir eine Glei­
chung von allgemeiner Form oder die sog. Typengleichung, 
die sich mittels del' betreffenden nomographischen Tafel dar­
stellen laEtl) (Kolonne 13). Die Aufstellung diesel' Gleichungen 
hat den Zweck, eine Erleichterung del' Auffindung des ent­
sprechenden Nomogramms fUr eine gegebene Beziehung 
T (x, y, z) = 0 zu schaffen. Die Typengleichungen sind mit 
Buchstaben bezeichnet (Kolonne 12). 

Mittels einer entsprechenden Umformung kann man oft eine 
Gleichung von vollstandig anderer Form zu einer del' Typen­
gleichungen del' Kolonne 13 zuruckfUhren, und es ist Sache einer 
gewissen Ubung, zu beurteilen, ob in einer gegebenen Gleichung 
sich eine solche Umformung durchfuhren laEt und welche Mittel 
dazu dienen. Die am haufigsten vorkommenden Umformungen 
sind: die line are und die (rationale) gebrochen-lineare Umformung 
(projektive Umformung). Wir verweilen bei del' letzteren als bei 
del' allgemeineren. 

Die Typengleichung konnen wir in del' Form 

ATI + B-O (43) 

schreiben, wo A und B Funktionen del' Funktionen iJ!2 und lJ!3 
sind. Mittels projektiver Umformung, die durch die Gleichung 

lJ' - IX lJ'{ + f3 (44) 
I - Y lJ'{ + 0 

ausgedruckt ist, wobei 
IXo-(3), =1= 0, 

erhalten wir eme neue Gleichung 

A'lJ'l + B' = 0 , 

(45) 

(46) 

1) Dabei bedeuten 'F1 und (91 beliebige Funktionen von x, 'F2 und (92 
- beliebige Funktionen von y, 'F3 und (93 - beliebige Funktionen von Z. 
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wo 
A' = ex: A + y B; B' = A fJ + B rJ . (47) 

Um eine neue Typenform del' Gleichung zu finden, die sich durch 
die betreffende nomographische Tafel darstellen laEt, kann man 
mit Erfolg die obige Umformung dann anwenden, wenn A und B 
Ausdriicke derselben Ordnung sind. (OdeI' noch besser, wenn sie 
homogen sind.) So HiBt sich z. B. die Typen- R 
gleichung B (Tabelle I) mittels del' Umformungen 

C C P' 
rp: - odeI' rp:-
. 1 - PI + 1 1 - - 'PI + 1 

auf die Form H' 

bzw. 
lJlI'l'aP2 = 0 

zuriickfiihren. Wir konnen auch z. B. mittels 
projektiver Umformung die Gleichungen D und E in 

PI P 2 P a + C PI + C' Pa + C" = 0 
bzw. 

darstellen. 

Abb. 51. 

del' Form 

Einen ganz anderen Charakter besitzt die Anderung des Ko­
ordinatensystems, die wir manchmal aus rein zeichnerischen 
Griinden vornehmen. In gewissen Fallen ist es namlich bequem, 
wenn del' Winkel zwischen den sich schneidenden Skalen klein 
ist, und dann ist das Auftragen diesel' Skalen mittels eines schief­
winkligen Koordinatensystems unbequem. Wir fiihren dann -
nul' voriibergehend und ohne etwas in den anderen Gleichungen 
zu andern - eine Anderung des schiefwinkligen Koordinaten­
systems in ein rechtwinkliges durch, mit Belassung einer Achse 
(Abb.51), mittels del' Gleichungen 

1]' = 1] sinex: I 17 = 1/ cosec ex: } (48) 

e = ~ + 17 cosex: I ~ =~' -1]' cotgex: 

Die Formeln fiir die MaEstabe fl, die wir in del' Kolonne 14 
finden, unterscheiden sich von den Formeln, die in den §§ 6, 7 
und 8 abgeleitet werden, dadurch, daB sie sich nicht auf Typen­
gleichungen, sondern auf Normalformen beziehen. Die Glei­
chungen fill' die MaBstabe erhalten wir mittels folgenden Ver­
fahrens, das sich auf aIle FaIle anwenden laBt. Wir werden dieses 
Verfahren an dem Beispiele des Falles Nr.l entwickeln. Aus del' 
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Normalform der Gleichung konnen wir eine der drei Funktionen 
11' 12' f3' z. B. 13 berechnen. Wir erhalten 

/3 = ka/2 + (k2 - ka)f1. 
k 2 

Dabei bemerken wir, daB diese Gleichung den Charakter einer 
Beziehung zwischen Zahlen besitzt, daB also die GraBen la, 12' 
11' k2' ka darin Zahlen sind. Wenn wir zur nomographischen 
Darstellung dieser Gleichung ubergehen, legen wir jedem der 
obigen Werte den Charakter einer Strecke bei in der Weise, daB, 
wenn der Wert der Funktionen 11' 12' / a fur gewisse Werte der 
Parameter x, y, z (zahlenmaBig) gleich der Einheit ist, wir diese 

Zahleneinheit mittels einer Strecke von der 
Lange f-l (/1)' Il (/2)' f-l (f3) mm darstellen und 
daB wir auBerdem die Zahlen k2' ka usw. 
graphisch in Einheiten, die den Strecken f-l (k2) , 
f-l (ka) mm, usw. gleichen, darstellen. 

Gehen wir jetzt zur Tafel uber, die den 
Fall Nr. 1 darstellt, und schneiden wir die 

,-t-----'Q~2f----'Q93:--=g Skalen CP1' W2, CPa (Abb.52) mit einer be­o 
Abb.52. liebigen Geraden P 1P 2Pa . Es entspreche dem 

Punkte PI auf der Skala CP1 die Zahl PI' dem 
Punkte P2 die Zahl P2' dem PunktePa die Zahl P3' es sei also 

11 (Xl) = P1' 12 (Y1) = P2' fa (Zl) =P3 . 

Wenn wir diese Werte in die Gleichung fUr la einsetzen, erhalten 
wir 

kalJ2 + (k2 - ka) PI 
Pa = ---- k --"----- • 

2 

Auf Grund der angenommenen Bezeichnungen ist 

OP1 = P1,U (f1); OP2 = P21l (/2); OPa = P3fl (f3); 

OQ2 = k2fl (k2); OQa = ka,a (k3) . 

Fuhren wir eine Gerade 1\R2 RaIIOQ2Qa; wir erhalten dann: 

P3,U (/3) - PIll (/1) P2l1 (/2) - Pl,U (/1) 
k3,U (k3) k2f-l (k2) 

Wenn wir den erhaltenen Zahlenwert fUr 11a in die Gleichung 
einsetzen, finden wir 

kaP2 + (k2 - 1ca)P1 (I) - (/ ) k ,it a P1,L1 1 

2 kall (ka) = P2,L1 (/2) - P1f l (/1) 
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k3pzp (f3) P (k2) + k2 P1P (/3) Ii (kz) - k3P1,ll (f3) ,U (k2) 

- k2Pl/i (/1) it (k2) = k3 Pz,u (/2) ,U (le3) - le3P1,U (/1) It (le3)· 

57 

Diese Gleichung muB wahr sein, unabhangig davon, wie die 
Gerade PIP 2 gezogen ist. Sie muB also unabhangig von PI und pz 
sein. Wenn wir die Koeffizienten bei PI und P2 Null gleichsetzen, 
so erhalten wir die Beziehungen 

III 13) ,Ll (lc2) = ,Ll (f 2) fl (le3), (a) 

k2!i (/3) fl (lc 2 ) - le3p (f3) P (k2) -le3 fl (/1) P (le2 ) + kaP (/1) P (le3) = 0, 

wobei diese letztere Gleichung sichin 

le2 -le3 le3 lc2 . . ... + --- =- - (b) 
,H (tl) fl(f~) fl(3) 

umformen laBt. In jedem einzelnen 
Fane verfahren wir in folgender 

~ Weise: N achdem Ii (f 1) und fl (f 2) ~ 
gewahlt sind, finden wir aus del" !:l: 
Gleichung (b) fl (fa); dann wahlen 
wir le2 ,u (le2) [oder leafl (lea)] beliebig, 
finden fl (k2) [fl (lea)], berechnen aus 

Abb.53. 

der Gleichung (a) fl (le3) [fl (lc2)] , wonach wir an die Konstruk­
tion der Tafel schreiten konnen. 

Dieses Verfahren hat den Vorteil, daB es sich bei allen Tafeln 
anwenden laBt. So ist z. B. im Fane Nr. 2 (Abb. 53) 

p ---- u(f) (' le3P1) 
PIfl(t12 Pafl (f3) \ I q2' a 

Q2,U (/2) Q2/l (/2) -leaP (k3) Q2!i (/2) - ka/l (k3) 
oder 

PI Q2fl (/1) ,Ll (/2) -leaP1,u (/1) ,Ll (le3) 

= PI Q2fl (/2) ,u (/3) - kaPl ·Il (/2) Il (f3); 

diese Gleichung wird zur Identitat, wenn wir 

Ii (/1) Il (/2) = P·(/2)!~ (/3) , 

fl (f1) P (lea) = fl (/2) Id/3) 

setzen, woraus erfolgt: 

,u (/2) = Ii (k3); P (/1) = P (/a) . 

(a) 

Bei der Umformung der Normalform (oder Typenform) der 
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Gleichung andern sich auch die Gleichungen fill' die MaBstabe. 
So erhalten wir z. B., wenn wir in die Gleichung (a) 

hka 
q2 = q't, + h; Pg = -q2PI 

einsetzen, die Beziehung 

PIft (f1)[q2ft' (f2) + hft (h)] -Q2PIft (f3) 

h,u (h) k31it (k3) hit (h) k3ft(k3) 
k3,it (k3) 

Q':!,lt' (f2) + h,u(h) 

woraus unmittelbar die Gleichung (15) folgt. 
Wenn wir den MaBstab ,U mittels Parametergleichungen 

definieren, kommen wir zum Begriff des MaBstabes einer 
krummlinigen Skala. Darunter verstehen wir die Gesamt­
heit del' beiden MaBstabe !t (f) und ,U (F) del' Parameterglei-

chungen: ~ = F (x), Y = f (x), 

die die Kurve !Jj (~ , 17) = 0 darstellen. Mit del' .Anderung del' 
Parametergleichungen andern sich die Teilpunkte del' Skala (es 
andert sich offenbar nicht die Form del' Kurve !Jj = 0 selbst). 
So z. B. je nachdem, ob wir die Gleichung 

17=1/5~2 
mit 

17 = I/SX2, ~=x I 
odeI' mit 

17 = 5 X2, ~ = 5x II 
odeI' mit 

17 = I/SX, ~=ix III 

darstellen, erhalten wir, wenn wir in allendrei Fallen ft (1]) = 10 mm, 
ft (~) = 10 mm setzen, auf derselben Parabel (Abb. 54) drei ver­
schiedene Skalen, und zwar 

fUr den Fall I - die innere Skala, 

"" II - die auBere Skala, 
" III - die Skala in Klammern. 

Wenn wir jedoch einen von den MaBstaben ft (~) odeI' ft (17) 
andern, so andert sich die Kurve [so Abb. 55, die fUr dieselbe 
Gleichung wie Abb. 54, abel' fUr ft (~) = 5, ft (1]) = 10 gezeich­
net istJ. 

Durch Anwendung des Begriffes del' MaBstabe einer krumm­
linigen Skala erleichtern ,vir uns die Konstruktion del' krumm­
linigen Skalen. In del' Kolonne 14 del' Tabelle I finden wir auch 
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die Gleichungen fill' die MaBstabe der Tafeln, die krummlinige 
Skalen enthalten. Zu diesen Gleichungen kommen wir durch ein 
Verfahren, das vollstandig dem oben beschriebenen ahnlich ist. 
So ist z. B. fUr den Fall Nr. 6 

H 

Abb. 54. 0,4 natiirl. GroBe. Abb. 55. 0,5 natiirl. GroBe. 

oder, wenn wir die Bezeichmmgen der Abb. 56 einsetzen, 

P3 = Pi (q2 - _~3) . 
q2 

Andererseits lesen wir aus derselben Abbildung die geometrische 

Beziehung Pi!-d!i) Psll (/3) 

q2f-1 (F2) q2f-1 (F2) - qs/t (F3) 

abo Wenn wir in diese Gleichung den fUr ps erhaltenen Wert 
einsetzen, erhalten wir die Gleichung 

die zur Identitat wird mit del' Annahme 

f-1 (/1) = 11 (/3), 

f-1 (F2 ) = f-1 (F3)' 

Wenn wir das beschriebene Verfahren 
zur Auffindung der BeziehUJ;lgen zwischen 
den MaBstaben der Skalen auf die Zen­
tralprojektion der krummlinigen Skalen 
nach den Formeln (29) und (34) anwen­
den, so finden wir mit Leichtigkeit fur die 

Abb.56. 

Gleichung (29) die Formel (30) und fUr die Gleichung (34) die BB-

ziehung f-1 (/3) f-1 (/2) 

f-1(Fs) = ,u(J!\) . 
(49) 
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§ 14. Die zllsammengesetzten Tafeln. 
Es versteht sich von selbst, daB, falls in einer nomographisch 

darstellbaren Abhangigkeit zwischen drei Variabeln x, y, z 

x (x,y,z) = 0 (50) 

diese Variablen solche Funktionen r, 8, t, U, V, w sind, daB 

1J!1 (r, 8, x) = 0 I 
1p2!t, u, y): 0 

'P3(V,W,Z)-0. 

(51) 

ist und daB diese drei Gleichungen sich nomographisch darstellen 
lassen, wir nach dem Einsetzen dieser Ausdrucke in die Glei­
chung (50) die Funktion 

P(r,8,t,~(,V,W)=0 (52) 

erhalten, die wir ebenfalls nomographisch darstellen konnen; wir 
bewerkstelligeIi.dies in der Weise, daB bei gegebenen r, 8, t, u, v 
und gesuchtem w wir aus dem Nomogramm fur 1J!1 fUr die ge­
gebenen r und 8 die Variable x, aus dem Nomogramm fUr 1J!2 
und den gegebenen t und U die Variable y finden, dann mittels 
der in dieser Weise gefundenen x und y aus dem Nomogramm 
fUr X die Variable z, schlieillich aus dem Nomogramm fUr 1J!a 
fUr das gefundcne z und das gegebene v das gesuchte w finden. 
Diese Berechnungsart besitzt den Nachteil, daB wir die im Laufe 
der Berechnung erhaltenen x, y und z zwecks ihrer weiteren 
Verwendung aufschreiben mussen und das Verfahren wird dabei 
unstetig .. Dieser NacbteH wird in gewissem MaBe behoben, wenn 
die Variabeln x, y, z sich sOWQhl in Gleichung (50) als auch in 
Gleichung (51) in Form derselben Ausdrucke 11 (x), 12 fy) und 
f3 (z) befinden. Dann sind die F1U1ktionsskalen fur x, y, z Gerade 
und bei del' Berechnung erhalten wir die gebrochene Linie 
ABODEF (Abb.57), in welcher mit Kreisen beliebig wahlbare, 
mit Kreuzen gefundene GraBen. bezeichnet sind. (Auf Abb.57 
sind die drei Skalen ffir x, y und z als parallel angenommen.) 
Die Variablen x, y, z entsprechen den ·Gleichungen (50) und (51), 
sie sind also gewissermaBen HilfsgroBen und keine von ihnen 
kann das Endresultat der Berechnung sein [also die abhangige 
Variable der Funktion P, Formel (56)]. Die Skalen x, y und z 
nennen wir Zapfenlinien; auf den Zapfenlinien ist das Auf­
tragen der Skala uberflussig. 

Das Verfahren bei der Berechnung gewinnt die Stetigkeit 
wieder, wenn eine von Clen Variabeln x und y (die besondere 



Die zU8ammengesetzten Tafeln. ()1 

SteHung del' Variabeln z beruht darauf, daB z in diesem FaHe 
das einzige Glied ist, das die abhangige Variable w mit anderen 
Variabeln verbindet), z.B. x, die unabhangige Variable ist. Dann 
erhalten wir einen einzigen ge brochenen Linienzug G K L.M 
(Abb.57). Nachdem wir die Linie G K durch das Anlegen eines 
Lineals gefunden haben, setzen wir am besten den Punkt K auf 
del' Skala y fest, indem wir in ihn eine Nadel hineinstecken. 
Dann drehen wir um diese Nadel das Lineal, um die Gerade K L 
zu erhalten. In den Punkt L stecken wir wieder eine Nadel und 
indem wir das Lineal um diesen Ptmkt drehen, erhalten wir auf del' 
Skala w den gesuchten Punkt M. H 

Beispiel 1. 
vx 

w=---. 
Y 

Durch Logarithmieren erhalten 
WIr 

19 w = 19 v + 19 x -lg y. 

Wir set zen 

z = 19x-lgy; 
o 

.4 

G 

1L 

dann entspricht diese Gleichung und die 

19w = 19v + Z 

sym 

Abb.57. 

Gleichung 

den aHgemeinen Gleichungen (50) und (51). 

x v z 

Die Tafel muBte fUnf Skalen fUr die Variablen x, y, z, v, w 
enthalten. Man kann jedoch durch entsprechende Wahl der 
Entfernungen der Skalen und del' MaBstabeen'eichen, daB z. B. 
die Skalen fUr v und fur y und die Skalen fiiT x vy 
und w identisch sind, wodurch die Anzahl der 10 

Skalen sich auf drei vermindert (Abb. 58). ~ 
Die Ablesung erfolgt in nachstehender Reihen­

folge: Nachdem x und y auf den entsprechenden 
Skalen gewahlt sind, suchen wir z auf und stellen 
den Wert mittels del' Nadel fest; wir drehen das 
Lineal um die Nadel herum, so daB es den ge­
wahlten Wert von v auf del' Skala v schneidet. Der 
Schnittpunkt mit del' Skala w bestimmt den Wert 
von 'w. 

Probe: 2·30 
----- = 75 8 ' . 

Beispiel 2. Mittels del' Methode der Zapfen­
linie kann man manchmal in einfacherer Weise 

6 

5 

3 

z 

10 

7,5 
5 
'I 
3 

2 

Abb.58. 
0,4 natiirl. 

GroBe. 

z 
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Funktionen von drei Variabeln darstellen; so kann man z. B. die 
Funktion 

mittels der friiher entwickelten Methoden darsteIlen, dann mfLBte 

man aber die projektive Skala _"!--- auftragen, was man ver­
a-u 

meiden kann. Wenn wir eine neue Variable y einfiihren -and setzen 
z x y, UV 

750 300 19 [z (a - U)2] = Y = 19 [xu 2], 

500 
'100 
JOO 

zoo 

200 so erhalten wir eine nomographische Tafel 
100 mit einer Zapfenlinie y (Abb. 59). 
75 

100 +-----;;jf-----t s:o 
75 30 

Nachdem x (100) und u (50) gewahlt 
sind, finden wir auf der Zapfenlinie den 
Punkt z, um den wir das Lineal so drehen, 
daB es auf der Skala u durch den Punkt 50 

'10 
30 

zo 

10 

2 

1 

ZO 

Abb.59. 
0,4 natiirl. GroBe. 

"v" = "a-u" (v = 250-50 = 200) zu 
10 
7,5 liegen kommt; auf der Skala z erhalten 
5 wir den Wert von z (6,25). 
; Dieselbe Tafel dient zur Berechnung 

der Funktion 2 
u 2 

1 Z = xV2"' 
Probe: 

(50)2 
25 = 100 100 . 

§ 15. Die Tafeln fur vier Variable mit dem 
Schnittsystem zweiten Grades. 

Man kann Tafeln, die eine sehr ausgedehnte Anwendbarkeit 
besitzen, erhalten, wenn man als Schnittsystem einen Spezialfall 
der Kurven zweiter Ordnung benutzt. Wie wir schon in § 9 
bemerkt haben, eignen sich zu diesem Zwecke weder die all­
gemeinen Kurven zweiter Ordnung, noch der Kreis. Ein weiterer 
Spezialfall der Gleichung zweiter Ordnung ist der, in welchem 
dieselbe in ein Produkt zweier linearer Gleichungen zerfallt. Die 
Kurve, welche dieselbe dann darstellt, artet in ein Geradenpaar 
aUA, die sich entweder schneiden oder parallel sind. Ein solches 
Paar ist eindeutig durch drei beliebig gegebene Punkte bestimmt. 
1m FaIle zweier sich schneidender Geraden drehen wir dieselben 
so, daB eine von ihnen durch zwei von den drei gegebenen PunktEn 



Das Schnittsystem besteht aus zwei parallelen Geraden. 63 

hinclnrchgeht; dann verschieben wir das Lineal langs diesel' 
Geraden, bis die zweite Gerade dnrch den dritten Punkt hin­
durchgeht, wodurch die Lage des Linienpaares bestimmt ist. 
1m Fane von zwei parallelen Geraden fiihren wir die eine durch 
zwei Punkte und ziehen dann vom dritten Punkt eine Gerade, 
die parallel zur ersteren ist. 

Aus obigem ersehen wir, daB Linienpaare sich ebenso wie 
jede andere Kurve zweiter Ordnung dazu eignen, ein Schnitt­
system in nomographischen Tafeln darzustellen. Wenn die drei 
Punkte auf drei Skalen x, y, z liegen, so wird das Schnittsystem 
auf del' vim·ten Skala einen Punkt bestimmen, del' einer vierten 
Variablen, del' abhangigen Variablen ~~ entspricht. Wir konnen 
somit auf diese Weise nomographische Tafcln fiir vier Variable 
aufbauen. 

A. Das Schnittsystem besteht aus zwei parallelen Geraden. 
])enken wir uns ein rechtwinkliges Koordinatensystem SOH 

und in ihm vier Punkte P1' P 2 , P3 , P4 mit den Koordinaten ~1l 171; 
~ 2' 172; ~ 3' 1] 3; ~ 4' 1]4' Die Parallelitats bedingung del' Geraden 
P1P 2 und P 3 P4 ist 

1]2 -171 174 -1]3 

~2-~1 ~4--~3' 
(53) 

d. h. wenn die Punkte P1 , P 2 auf del' erst en Geraden des Schnitt­
systems liegen, die Punkte P 3 , P 4 auf del' zweiten Geraden, so 
mllssen ihre Koordinaten del' Gleichung (53) entsprechen. Es 
liege del' Punkt P 1 auf del' krummlinigen Skala cJ\, del' Punkt P 2 

auf del' krummlinigen Skala ([J2 usw. Nehmen wir weiter an, daB 
die Gleichungen del' Kurven ([J1' ([J2' ([J3' ([J4 in Parametern x, y, z, U 
dargestellt seien: 

{ ~=F1(X) {~=F2(Y) {~=F3(Z) {~=F4(U) 
([J1 ; ([J2 ; ([J3 ; ([J4 • (54) 

11=/1(x) 1)=/2(Y) 17=/3(Z) 1]=f4(~~) 

Wenn wir diese Ausdrucke in die Gleichung (53) einsetzen, so 
erhalten wir 

(53a) 

odeI' 
(53 b) 

Die linke Seite diesel' Gleichung ist eine Funktion del' Variabeln 
x, y, z, u. Wir k6nnen sie daher in del' Form 

T(x,y,z,U) =0 (55) 
schreiben. 
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Aus dem obigen schlieBen wir folgendes: Wenn eine Funktion 
von vier Variablen sich so umformen laBt, daB sie die Form del' 
Gleichung (55) annimmt, so kann man dieselbe mittels einer 
nomographischen Tafel mit einem Schnittsystem, das aus zwei 
parallelen Geraden besteht, darstellen, wobei die Skalen ([JI bis ([J4 
durch die Gleichungen (54) bestimmt sind. 

Um eine von den vier Variabeln (z. B. u) zu berechnen, be­
nutzen wir zwei Dreiecke aus Holz oder am besten aus einer 
durchsichtigen Masse, so daB man mittels Verschiebung eines 
Dreiecks aus einem Punkte auf der Skala z eine Parallele zu 
einer Geraden, die durch zwei gegebene Punkte auf den Skalen x 
und y hindurchgeht, ziehen kann. 

Wenn wir annehmen, daB die Skalen ([JI bis ([J4 Geraden odeI' 
Kurven sind, die in verschiedenen relativen Lagen sich befinden, 
so erhalten wir eine Reihe verschiedener nomographischer Tafeln, 
wobei jede einer gewissen Typengleichung (55) entspricht. 

Die Tabelle II umfaBt aIle moglichen FaIle. In Kolonne 2 
sind die Schemata der Tafeln dargestellt. Aus den 34 Schemata 
sind grundsatzlich verschieden voneinander die Falle Nr. 1, 4, 6, 
11, 15, 16, 17, 18, 19, 21, 24, 27, 28, 31, 33 und 34. Diese Falle 
sind (Kolonne 3) mit romischen Zahlen bezeichnet, die also dem 
Typus der Tafel entsprechen. Wir haben acht Tafeltypen mit 
geradlinigen Skalen und acht Typen mit krummlinigen. Alle 
ftbrigen Schemata sind Spezialialle der oben genannten, die ent­
weder durch ZusammenfaIlen von einem oder zwei Skalenpaaren 
(Nr. 2, 3, 5, 8, 9, 10, 12, 14, 20, 23, 26, 30) odeI' durch Ver­
tauschung einer Skala mit einer anderen (Nr. 7, 13, 22, 29, 32) 
odeI' durch verschiedene Annahmen des Koordinatensystems 
(Nr. 25) entstanden sind. In del' Tafel ist angenommen, daB wir 
mit del' einen Geraden des Schnittsystems die Skalen ([JI und ([J2' 
mit der anderen die Skalen W3 und ([J4 schneiden. Aus diesem 
Grunde konnen die Skalen ([JI und ([J3' ([J2 und ([Ja, ([JI und ([J4 
odeI' ([J2 und ([J4 zusammenfallen, nie jedoch ([JI und ([J2 odeI' ([Ja 
und ([J4' Aus demselben Grunde kann dasselbe Schema ver­
schiedene Resultate geben durch Vertauschung del' Skala ([JI 

oder ([J2 mit ([J3 odeI' ([J4 nur dann, wenn durch solche Ver­
tauschung die relative Lage der beiden Paare del' geschnittenen 
Skalen geandert wird. 

Die Koordinatenachsen wahlen wir in del' Weise (Kolonne 4 
und 5), daB sie sich moglichst an die gegebene Abbildung an­
passen, wonach wir die Parametergleichungen der Skalen ([JI 

bis ([J4 (Kolonne 6 bis 13) aufstellen konnen. Die Kolonne 14 
zeigt, in welcher 'Weise del' gegebene Fall aus dem Tafeltypus 
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entsteht, dem er angehol't. So erhalten wir z. B. den Fall Nr. 9 
aus dem Schema Nr. 7 durch Zusammenfallen der Skala !fJ2 mit 
der Skala !fJg , den Fall Nr. 10 aus derselben Tafel Nr. 7 durch 
Zusammenfallen der Skala !fJ2 mit der Skala !fJ3 und der Skala !fJ1 

mit del' Skala !fJ4' Weiteres Zusammenfallen der Skalen ft'thrt 
zu den Fallen, die schon berucksichtigt wurden. So erhalten wil' 
z. B. durch die Annahme !fJ2 = !fJg in Schema Nr. 13 wiederum 
den Fall Nl'. 9. Durch die Annabme im Schema Nr. 16: !fJ1 = !fJ4 

erhalten wir den Fall Nr. 14. Es konnen auch hiel' (alm­
lich wie im § 12) zwei krummlinige Skalentrager !fJ1 und !fJ2 oder 
!fJg und !fJ 4 zusammenfallen oder identisch 
werden. Es sind dann in den allgemeinen ¢, 
Gleichungen entsprechende Anderungen vor- 8 

zunehmen. 
Wenn wir die Parameterausdri'tcke filr die 6 

Koordinaten ~ und 17 der Skalen !fJ1 bis !fJ4 5 

in der Gleichung (53a) einsetzen, so erhalten II 

wir (Kolonne 15) die Normalform (s. S. 54) 3 

del' Funktion T = 0, die wir mittels del' ge- 2 

gebenen nomographischen Tafel darstellen 
konnen. Durch Ordnen del' 

8 

7 

Normalform dieser Funktion, -6 -5 -1/ -3 -2 -1 0 1 Z <' 1/ 5 6 ~ 

Einbeziehen del' Konstanten in Abb. 60. 0,4 nattirl. GroBe. 
die Funktionszeichen usw. er-
halten wir den allgemeinen Typus (T:ypengleichung) del' Funktion 
(Kolonne 17), die sich dureh die gegebene Tafel bereehnen laEt!). 
Die Typengleiehungen bezeiehnen wir dureh die Bnehstaben 
A, E, C nsw. (Kolonne 16). 

Die Normalgleiehungen del' Falle Nr. 15, 17, 18, 27 lassen 
sieh dureh entspreehende line are Transformationen (s. Kolonne 18, 
Bemerkung) auf die schon frither erhaltenen Gleiehungen zuruek­
fuhren; als solehe fuhren sie zu keiner neuen Typengleiehung. 
Abb. 60 und 61 versinnbilcUiehen nns graphiseh diese Um­
formnngen. Abb. 60 stellt eine Tafel fur die Fnnktion 

(y-x) (u-z) = 2 (u + 1) (ex ) 

dar, die sich aus del' Normalgleichung des Falles Nr. 15 dureh 
Einsetzen 

f2=Y; fl=X; Fg = z; 

k2 = 2; m = 1; 
ergibt. 

1) Dabei bedeuten fJ\ und 15\ beliebige Funktionen von x, fJfa und 192 
bcliebige Funktionen von y usw. 

K 0 n ors k i, Nomographie. 
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Probe: x = 6 , Y = 5 , U = 1 , Z = 5; 

(5 - 6) (1 - 5) = 2 (1 + 1) . 

Durch Einsetzen (s. Bemerkung auf der Tabelle II, Fall Nr. 15) 

u = u' - 1 , Z = z' - 1 
erhalten wir 

(y-x) (u'-z') =2u', 

d. h. eine Gleichung, die der Nqrmalform des Falles Nr. 11 ent­

7 

5 

'I 

3 

2 

~2 
Y 
7 

Ii 

1 t' 
~\ ~J 

-5 -II -3 -2 -1 0 1 2 3 II 5 5 7 8 9 z' 
.(-6) (-5) (-If) (-31 (- (-1) (0) (1) (2) (3) (II) (5) (5J {7/ (8) Z 

'~v 
'\'!i' 

'~~' 

spricht, falls 

12 = y; It = x; 

F4 = u' ; Fa = z'; 
k2 = 2; m = 1 

ist. Abb. 61 stellt diese 
Tafel (gewohnliche 

Skala) dar. Wenn wIT 
wiederum 

u'=u+l, 
z'=z+1 

setzen, so erhalten wir 
die Skala mit den in Abb. 61. 0,4 natiirl. GroBe. 
Klammerngenommenen 

Zahlen, die wiederum der Fuilktion (~) entspricht. 

Probe: x = 6; Y = 5; u = 1; z = 5 . 

Fall Nr. 25 ergibt sich aus dem Fall Nr.24 durch Annahme 
eines anderen Koordinatensystems und sollte aus diesem Grunde 
eigentlich nicht in der Tabelle figurieren. Er ist in dieselbe ein­
bezogen, weil die Annahme des Koordinatensystems wie im Falle 
Nr. 24 oder so wie im Falle Nr.25 die gleiche Berechtigung hat. 

Zusammenfassend sehen wir, daB wir zwolf Tafeltypen haben, 
die zu 18 Typen der Funktion T = 0 fiihren. Uber die Umfor­
mung der Typengleichung haben wIT auf S. 54 gesprochen. Aus 
mehreren Tafeln, die zu derselben Typengleichung fiihren, be­
nutzen wIT selbstverstEindlich (falls nicht besondere Griinde be­
stehen, die etwas anderes erfordern) die einfachste Tafel, d. h. 
diejenige, die die kleinste Anzahl der Skalen enthii.lt. Meistens 
finden also Anwendung die Fane Nr. 3, 5, 6, 10, 11, 14, 16, 20, 
21, 23, 24, 25, 28, 30, 31, 32, 33, 34, die in der Tafel umrandert 
sind. Die Gleichungen fUr die MaBstabe erhalten wir mittels 



Uas SchnittsysteID besteht aus zwei parallelen Geraden. 67 

eines Verfahrens, das im Grunde ganz ahnlich dem Verlahren 
ist, das auf S. 56 und den Iolgenden beschrieben ist. Wir zeigen 
das an dem Beispiel des Falles Nr. 7. Es ist 

(eX ) 

Wir wahlen auf den Skalen ifJl , ifJ2 , ifJ3 drei beliebige Punkte PI' 
P2 , Pa und ziehen aus dem Punkte Pa eine Parallele zur Glei­
chung Pl P2 , die die Gerade ifJ4 im Punkte P4 schneidet (Abb. 62). 

Es entspreche dem Punkte PI auf Skala i[\ die Zahl PI' 

" P2 " " i[J2" q2' 

P3 " " ifJ3 " q3' 
P4 " ifJ4 " P4' 

AuBerdem bedeuten in Gleichung (<X) <P, p~ 
12 und k4 ebenfalls Zahlen. Durch 
Einsetzen erhalten wir 

P4 = (12 - PI) (k4 - qa) . 
q2 

(fJ) 

Aus Ab b. 62 lesen wir die geometrische 
Abhangigkeit 

Pl!~ (il) -12f1 (1) 
-. ---~----~-

q2f1 (F2) 

P4f1 (/4) 
Abb.62. 

ab, aus welcher wir nach Gleichsetzung des Ausdruckes fJ fUr P4 
die Gleichung erhalten: 

PI q3f1 (/1) f1 (Fa) -12q3!~ (12) f1 (F 3)- k4Plf1 (fr) f1 (k4) + 12k4f1 (12) f1 (k4) 

= 12 k4!t (F2) f1 (/4) - PI k4f1 (F 2) f1 (/4) -12 qsf1 (F2) f1 1/4 ) 

+ PI q3!~ (F 2)!.l (/4) , 

die zur Identitat wird durch die Annahme 

f1 (/1) f1 (F3) = f1 (F 2) f1 (/4) = f1 (12) f1 (F3) = f1 (/1) f1 (k4 ) = f1 (12) f1 (k4); 

diese letzten Gleichungen lassen sich auf die Beziehungen 

!~ (/1) = f1 (12) , 

f1 (F3) = It (k4), 

f1 (/l)!t (Fa) = /.i (/4) f1 (F2) 
zuriickfiihren. 

5* 
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In derselben Weise finden wir die Gleichungen fur die MaB­
stabe in den Tafeln mit den krummlinigen Skalen. 

Wir sehen aus der Tabelle, daB die Gleichungen fur die 
MaBstabe in den Tafeln des besprochenen Typus sich auf Grund 
der beiden folgenden Regeln aufstellen lassen: 

1. Falls in der Normalgleichung die Ausdrucke, die konstante 
GroBen oder Funktionen einer Variablen sind, miteinander durch 
das Zeichen + oder - verbunden sind, so sind die MaBstabe 
dieser Ausdrucke einander gleich. ("Die MaBstabe der Sum­
manden sind einander gleich. ") 

2. Falls in der Normalgleichung durch das Zeichen + oder -
zwei Ausdrucke miteinander verbunden sind, deren jeder ein 
Produkt von algebraischen Summen von konstanten GroBen, 
Funktionen einer Variablen oder einer konstanten GroBe und 
einer Funktion einer Variablen darstellt, so sind "die Produkte 
der gleichen MaBstabe der Summanden einander gleich". 

Bemerkung: Die Normalgleichung ist in geometrischer Be­
ziehung immer homogen. 

Das Verfahren beim Konstruieren der Tafel ist mutatis mu­
tandis dasselbe wie bei den Tafeln mit drei Variabeln. 

Die besprochenen Tafeln fUr vier Variable besitzen im Ver­
glcich mit den Tafeln fitr drei Variable den Nachteil, daB ihre 
Genauigkeit durch die Notwendigkeit der Anwendung einer Ver­
schiebung des Zeichendreiecks wahrend der Ablesung etwas 
kleiner ist. Auch verlangt hier die Ablesung mehr Sorgfalt, um 
so mehr, als sie nicht so bequem ist wie in den Tafeln fUr drei 
Variable. Bei gewisser Ubung erzielt man jedoch vollkommen 
zufriedenstellende Resultate. 

Es ist klar, daB man die besprochenen Tafeln miteinander 
odeI' mit den Tafeln fUr drei Variable zusammensetzen kann zur 
Berechnung von Abhangigkeiten zwischen mehr als vier Variabeln. 
Das Schnittsystem besteht dann aus parallelen und sich schnei­
denden Geraden. 

Um die zueinandergehorigen Skalen nicht zu vertauschen 
und den Gebrauch der Tafel itbersiehtlicher zu gestalten, fUhrt 
man am besten die Skalenbezifferungen in zwei Farben aus, so 
daB die entsprechenden Skalenteilungen gleichfarbig sind. 

Beispiel 1. 'Venn x und u die Ordinate und Abszisse eines 
auf einer Hyperbel mit den Achsen y und z liegenden Punktes 
sind, so besteht dic Gleichung 

x2 u 2 
---=1. 
y2 Z2 
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Diese Gleichung k6nnen wir nomographisch darstellen, wenn wir 
sie mit del' Normalgleichung des Falles Nr. 14, die in del' Form 

A-~=m9 
F2 F3 " 

geEchrieben ist, vergleichen; wir erhalten dann 

11=x2, F 2 =y2, F3=z2, 

14 = u 2 , m 2 = I 

und die nomographische Tafel Abb. 63, 
in del' angenommen ist 

f1 (/1) = f1 (F2) = f1 (F3) = f1 (/4) = I mm. 

Probe: x = 8, Y = 6, z = 7; 
aus del' Tafel: u = 6,2; 

82 622 

62 -~-1 = 0,06·. 

9 

8 8 

7 

Be i s pie 1 2. Die --+g--+--+--+--+-.:.-'<~~c-!,..-;:---'T--;:----t,..-;;r­
Gleichung 

sin (Y-1l) 

= xcosu-zcosy 

fonnen wir in 

(siny-x)cos1l 
= (sin u- z) cosy 

um und, mit del' 
Normalgleichung des Falles Nr. 30 vergleichend, erhalten wir 

11=x, 13=2; 
12=sinY=17; F2=COSy=~; CP2=~2+172-1=0, 

14 = sinu = 17; F4 = cosu =~; ([>4 = ~2 + 172-1 = 0. 

Abb. 64 stellt die Tafel fur die Werte von x und z, die kleiner 
als 1 sind, dar, bei del' Annahme 

f1 (/1) = ,U (F2) = f1 (/2) = f1 (/3) = f1 (F4) = f1 (/4) = 50 mm. 

Probe: x=0,8, y=30°, u=-45°; ausderTafel: z=-0,46. 

sin75 ° - 0,8 cos 45° - 0,46 cos 30° = 0,002. 

Beis piel 3. Zur Berechnung del' Wurzeln del' vollstandigen 
Gleichung dritten Grades 

x3 + P x2 + q X + l = 0, 
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schreiben wir dieselbe in del' Form 

120 0 

( X2 q ) 1 
p3 - + - +--- (l-pq) =0, p2 p2 X I 

- T 1 
P 

0,6 

WI 
(},2 

-0,2 

-1,2 

in welcher sie sich mit del' Normal­
form des FaUes Nr.23 vergleichen 
lailt. Wir erhalten 

x 2 

12 = 1) == -2; 
. p 

Abb. 64.-0,4 natiirl. GroBe. 
Die Abb. 65 steUt die nomogra­

phische Tafel dar hei del' Annahme 

-1,2 

ifJ2 rfi. rfi, 1ft., 

-27 IN 27 
; ftlO -7 I 

-2,6 

-2,5 

X -2,'1 

17-2,3 

130 2,5 

120 2,5 

110 2,'1 
2,3 

100 -5 22 

90 if 
80 -'I 2,0 

70 'l,: .8+ P 

\ 

II (/2) = f.I (/1) = "I (F2) = 20; 
f.I (F3) = Ii (/4) = 1 . 

Probe: Zur Berechnung 
del' Gleichung 

x3 + 4x2 -50x-150 = 0 

bilden wir die Ausdriicke 

--~ = 3125' p2 ' , 

l-lJq=50; p=4 

-1{·-------------'--2B#+4--~"~~----__4>.__}-1 

-'I -3,5 

. Abb. 65. 
1/3 natiirl. GroBe. 

10 

-20 1 

-30 

"'10 Z 

-50 

-60 3 

70 

~09 

-0,75 

5 J 
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und finden aus der Tafel die Wurzeln 
x 
- = 1,68; 
P 

x 
- =-0,7: 
p 

x 
- =-1,98. 
P 

Wenn wir sie in die Gleichung einsetzen, so erhalten wir 

fiir x = 6,72: 303,46 + 180,64 - 336 -150 = -1,9; 
" x = -2,8 : - 21,95 + 31,36 + 140 - 150 = -0,59 ; 
" x = -7,82 : -496;79 + 250,88 + 396 - 150 = + 0,09. 

In derselben Weise konnen wir auch die Gleichungen hoheren 
Grades berechnen, in welchen drei Koeffizienten beliebig wlthl­
bar sind. 

B. Das Schnittsystem besteht aus zwei sich·schneidenden 
Geraden. 

Die zwei Geraden des Schnittsystems bilden miteinander einen 
von 0 verschiedenen Winkel, der fiir jeden speziellen Fall selbst­
vers~andlich konstant, sonst aber vollstandig beliebig ist. Da 
das Konstruieren von zwei solchen sich unter einem konstanten 
Winkel'schneidenden Geraden auf der Tafel unbequem ware, so 
benutzen wir bei der Ablesung ein Blatt durchsichtigen Papiers, 
auf welchem das Schnittsystem gezeichnet ist. (Meistens ist der 
Winkel zwischen den Geraden ein rechter.) Dieses Blatt legen 
wir auf die Tafel und drehen es so, daB die zwei Geraden des 
Schnittsystems durch drei gegebene Punkte dreier Skalen hin­
durchgehen; im Schnittpunkte mit der vierten Skala lesen wir 
den Wert der vier ten Variablen abo Der groBte Nachteil der 
Tafeln dieser Art ist ihre verhaltnismaBig kleinere Genauigkeit, 
durch die Fehler verursacht, die bei der Einstellung des Blattl's 
mit dem gezeichneten Schnittsystem begangen werden. Dagegen 
ist die Ablesung hier leichter als in den Tabellen der Art A. 

Wir werden hier einen Spezialfall besprechen, in welchem die 
zwei Geraden des Schnittsystems senkrecht zueinander sind. 

Denken wir uns ein rechtwinkliges Koordinatensystem EO H 
und darin vier, Punkte P l , ?2' Pa, P, mit den Koordinaten 
~l' 171; ~2' 172; ~a, 17a; ~" 17,. Die Bedingung dafiir, daB die 
Geraden P1 P2 und PaP, zueinander senkrecht sind, ist 

172- 171 ~a-~4 
~2 - ~l 114 - 173 

(56) 

d. h. wenn die Punkte Pl , P2 , P3 , P, auf zwei Geraden des 
.schnittsystems liegen,so miissen ihre Koordinaten diese Glei­
chung erfiillen. Es befinde· sich der l?-unkt Pl auf der krumm-
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linigen Skala 4'>1' der Punkt P 2 auf der krummlinigen Skala 4'>2 
usw. Nehmen wir an, daB die Gleichungen der Kurven 4'>1 bis 4'>4 
in Parametern x, y, Z, u ausgedruckt 

4'>1 ; 4'>2 ; 4'>a ; 4'>4 (57) {17=/l(X) {'YJ=/2(Y) {'YJ=/a(z) {11=/4(U) 

~=Fl(X) ~=F2(Y) ~=Fa(z) ~=F4(U) 

sind; wenn wir diese Ausdriicke in die Gleichung (56) einsetzen, 
so erhalten wir F F 

12-/1 a- 4 (56a) 
F2-Fl 14-/a 

oder (/2-/1)(/4-/a) = (Fa- F4) (F2 -F1) , (56b) 

und dies ist die Gleichung der Funktion 

T(x,y,z,~t)=O, (58) 

die sich durch die Tafel der besprochenen Art darstellen laBt. 
Wenn wir verschiedene Skalen wahlen und ihre relative Lage 
andern, so erhalten wir verschiedene typische Formen der Funk­
tion T = 0, ebenso wie wir dies in § 15 A gefunden haben. 

Wir werden zeigen, daB jede Tafel der besprochenen Art sich 
auf eine der Tafeln zuruckfiihren laBt, die oben unter § 15 A be­

H schrieben sind. 
Nehmen wir an, daB wir 

die Skalen 4'>1 und 4'>2 und die 
sie schneidende Gerade PI P 2 

wie fruher .auf das Koor­
dinatensystem SOH beziehen, 
daB wir jedoch. die Skalen 4'>a 

r- ' E H' und tjj 4 und die sie schneidende 
--'----''''---''''---''-I----'''''----'''-----'---=-'- Gerade PaP4 auf ein neues 

Abb.66. 

H' 

Koordinatensystem 0 S' H' be­
ziehen, das man aus dem 
vorigen durch die Drehung 
des letzteren um den Punkt 0 
um 90° erhalt (Abb. 66). 

Zwischen den Koordinaten des alten und des neuen Koordinaten­
systems bestehen die Beziehungen 

'YJa = -~3; ~a = 'YJs; 
'YJ4 = -~4; ~4 = t/4; 

wenn wir sie in die Gleichung (56) einsetzen, erhalten wir 

(~) 
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oder eine Gleichung, die identisch ist mit der Gleichung (53), 
die fiir ein aus zwei parallelen Geraden bestehendes Schnitt­
system aufgestellt ist. Drehen wir jetzt das Koordinatensystem 
OS' H' um den Punkt 0 zusammen mit den auf dasselbe be­
zogenen Skalen iPs und iP4, wiederum um 90°, so daB es die 
friihere Lage OSH einnimmt. Die Skalen iPa, iP4, besitzen dann 
die Lage iPfJ bzw. iP:{, die Gerade P s P 4, die Lage P~' P:{. Die 
Koordinaten der Punkte Ps', P4' im Koordinatensystem 0 S H 
sind dieselben wie im Koordinatensystem OS' H' und auch die 
Gleichung (~) gilt unverandert weiter. Die Gerade P~'P4' ist 
parallel zu P l P 2 • In dieser Weise ist die besprochene Tafel zu 
einer Tafel der Art § 15 A zuruckgefiihrt. In ahnlicher Weise konnen 
wir vorgehen, wenn der Winkel zwischen zwei Geraden des 
Schnittsystems von 90 ° verschieden ist. 

Wir sehen also, daB die Tabelle II sich auch fiir die Tafeln der 
besprochenen Art anwenden laBt. In einer gemaB der Tabelle II 
konstruierten Tafel der Art A drehen wir die Skalen iPs', iP 4 
und die Gerade Pg'P:" um 90° um den Punkt 0, wonach wir 
die Tabelle der Art B erhalten. Welche von diesen beiden Tafeln 
bequemer ist, hangt davon ab, ob groBere Genauigkeit oder 
leichtere Ablesbarkeit erwumchter ist. 

§ 16. Duale Nomogramme, Kurvenscharen. 
Die in §§ 1 bis 7 behandelten Nomogramme gehen von einem 

System von drei auf einer Ebene befindlichen Geraden aus und 
befassen sich mit solchen drei Punkten dieser Geraden, die auf 
einer Geraden liegen. Diese Methode bleibt im Rahmen der 
deskriptiven (projektiven) Eigenschaften der geometrischen Ele­
mente einer Ebene (dies trifft genau nur auf den Fall Nr. 4 der 
Tabelle I zu) und laBt, wie wir wissen, eine duale Transfiguration 
zu, die darin besteht, daB wir 

anstl;ttt einer Geraden - einen Punkt, 
anstatt eines Punktes - eine Gerade, 
anstatt des Schnittpunktes zweier Geraden - die Ver­

bindungslinie zweier Punkte, 
anstatt der Verbindungslinie zweier Punkte - den Schnitt­

punkt zweier Geraden, 
anstatt einer Geraden (aufgefaBt als Punktreihe) - einen 

Punkt (aufgefaBt als Strahlenbuschel) 
zur Konstruktion benutzen. Wie wir erkennen, entspricht einer 
geraden Funktionsskala dual ein Funktionsstrahlenbuschel, und 
ebenso wie dort die Punkte vermittels der Abstandsrelationen 
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aufgetragen wurden, zieht man hier die Strahlen gemaB den sich 
aus del' Funktion ergebenden Winkelrelationen. Wenn wir eine 
solche Transformation an del' nomographischen Tafel Fall Nr. 4, 
Tabelle I ausfiihren, so erhalten wir das Bild del' Abb. 67. In 
jedem del' dtei Strahlenbilschel dieses Nomogramms ist jedem 
Strahl eine Zahl zugeordnet, z. B. einem Strahl des Strahlen­
biischels mit Zentrum 0 1 derjenige 'Vert x' del' Variablen x, 
fiir welchen die Flmktion f1(x) gleich dem Winkel ist, den 
del' betl'effende Strahl mit cineI' festen Geraden, z. B. mit 

o 

Z' 
X' 

del' Gel'aden 0 3 0 1 , bildet. 
Falls del' Punkt P del' 
Schnittpunkt del' Strahlen 
x', y' ist und del' durch ihn 
gehende Strahl des dritten 
Strahlenbuschels die Be­
zifferung z' tragt, so ist z' 
del' 'Vert von z, del' sich 
ergibt, wenn wir in del' 

r--:~:=-=--,L..>:cc:.:..~-\-----.-l~~,---_o Gleichung 

o !3 tfJ(x,y,z) =0 
Abb.67. x = x', y = y' 

setzen. Wenn wir die Bezeichnungen del' Abb.67 wahlen, er­
haltenwir fUr einen beliebigen Punkt P allgemein 

sir~& (xL. __ .,!int2 (y) • __ siut3 (z) = 1 (59) 
~~-~ ~~-~ ~~-~ . 

biese Gleichung stellt eiue Abhangigkeit zwischen den Variablen 
x, y, z dar, die durch das besprochene duale NOlllogramlll dar­
gestellt werden Kanno Durch die besondere Wahl del' Kon­
stanten 1X, fJ, )' erhalt man die spezialisierten Typen del' darstelle 

baren Funktion. Es entspricht z. B. del' Fall Nr. 3 del' Tabelle I 
dual einem NOlllogramlll aus drei Strahlenbiischeln, deren Zentren 
auf einer Geraden liegen. 

Bei del' praktischen Ausfi.ihrung des besprochenen Punkt­
diagramllls zeichnet man die drei Strahlenbiischel in verschie­
denen Farben, wodurch die Ablesbarkeit erleichtert wird. Die 
FaIle Nr. 6 bis 8 del' Tabelle I Konnen wir ebenfalls einer dualen 
Transformation unterwerfen. Es entspricht einer Kurve, die als 
Punktreihe aufgefaBt ist, dieselbe Kurve aI's Enveloppe (Ein­
hiillende) einer Geradenscbar, deren jede Gerade diese Kurve 
tangiert. AuBel' in ganz speziellen Fallen: haben so aufgebaute 
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Nomogramme keine praktische Bedeutung, da sie eine zu kleine 
Genauigkeit gewahren. 

Eine andere Art von Punktdiagrammen (die jedoch ebenfalls 
geringe praktische Bedeutung besitzen und hier nur der Voll­
standigkeit halber angefiilirt werden) erhalt man durch die An­
wend ung der sog. PI ii eke r schen Linienkoordinaten. Es ist 
nach Pliicker: 

Die Gleich ung einer Geraden : 

die Koordinateri dieser Geraden, 
d. h. die negativen reziproken 
Abschnitte, die sie auf den Carte­
sischen Koordinatenachsen ab­
schneidet : . 

- a l - (12 

~l = as ; 171 = ct;; . 
Die Gleichung einer zur Ordi­

natenachse parallelen Geraden: 

al ~ + (1a = 0 (lj = belie big). 

Die Koordinaten dieser Ge- ' 
raden: 

(Entsprechend fUr eine zur Ab­
szisscnachse parallele Gerade.) 

Gleichung del' unendlich fer­
nen Geraden: 

O·~+O·~+a3=O. 

Koordinaten diesel' Geraden : 

~l = 0, iiI = o. 

Die Gleichung eines Punk­
tes l ) : . . 

Al ~ + A217 + A3 = 0 ; 

die Koordinaten dieses Punktes, 
d.h. die parallelzur Koordinaten­
achse gemessenen Abstaride von 
den beiden Cartesischen Koordi­
natenachsen: 

Die Gleichung eines auf der 
Abszissenachse liegellden Punk­
tes: 

Al ~ + A3 = 0 (Ii = beliebig) . 

Die Koordinaten 
Punktes: 

dieses 

~ A1 
~l = A

3
; 

• Ao 
IiI = A· = O. 

3 

(Entsprechencl fliT einen auf 
der Ordinatenachse liegenden 
Punkt.) 

Gleichung des Nullpunktes 
des Koordinatensystems: 

• • o . ~ + 0 . 17 + Aa = 0 . 

Koordinaten dieses Punktes : 
• 
~l = 0 , 171 = o. 

I) Diese Gleichung besagt, daB jede Gel'ade, deren Koordinaten ~I,'h 
del' Gleichung Al ~I + A2171 + A3 = 0 geniigen, durch dies en Punkt geht; 
Siehe weiter Ullten die Bedinglmg des Ineinanderliegens. 
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Gleichung einer durch den 
N ullpunkt gehenden Geraden: 

Gleichung eines unendlich 
fernen Punktes: 

a1 ~ + a2 i) = O. 
. . 

A1~ + A21) = O. 
Koordinaten dieser Geraden Koordinaten dieses Punktes 

~1 = ex:;; 111 = CXl • 
• • 
~1 = CXl; 111 = CXl. 

Bedingung dafiir, daB der 

Punkt §11j] auf der Geraden ~-1 171 
liegt: 

Bedingung dafiir, daB die Ge-
-~ . . 

rade ~1 171 durch den Punkt ~1111 
hindurchgeht: 

§ . ~1 + 1j] • 171 + 1 = 0 
(Bedingung des Ineinanderliegens). 

Die Bedingung, daB sich drei Gerade mit den Koordinaten 
-- -

~ l' ih; ~ 2' 172; ~ a' 1) a in einem Punkte schneiden, ist 

i71 (~a - ~2) + r;2 (~1 -"{a) + lla (~~ - ~1) = O. 

Mittels dieser Relationen konnen wir samtliche Falle der 
Tabelle I umformen in entsprechende Punktdiagramme. Die 
Resultate dieser Umformung filr die ersten vier Falle sind in 
der Abb. 68 zusammengestellt. Wir ersehen aus ihr, daB der 
Fall Nr. 3 sich vom Fall Nr. 1 und der Fall Nr. 4 yom Fall Nr. 2 
nur durch eine veranderte Lage bezuglich der Koordinatenachsen 

H H unterscheiden. L L Im wesentlichen existieren nurzwei 
1) 2 2) Falle, und zwar 

A. die drei Zentren des Strahlen-
:s :s buschels liegen auf einer Geraden; 

o <P1 fP2 fPJ 0 ~1 ~J B. die drei Zentren des Strahlen-
buschels liegen nicht auf einer Ge-
raden. 

Sie sind in del' Tabelle III gegenuber­
gestellt. Dabei sind im FaIle B die Ko­
ordinatenachsen parallel zu den Ge­
raden tJj 1, tJj a bzw. tJj 2' tJj 3 gewahlt. 

Da die beiden hier auftretenden 
Abb.68. 

typischenFormen auch inderTabelle I 
enthalten sind, die in del' Benutzung einfacher und ubersichtlicher 
ist, so werden die hier entwickelten Pliickerschen Nomogramme 
kaum jemals praktisch benutzt. 

Die Umformung des Falles Nr. 5 ergibt ein Nomogramm mit 
zwei Strahlenbilscheln und einer Geradenschar, deren EinhiHlende 
dieselbe Kurve wie im d'Ocagne-Nomogramm ist. 



~"~ ~'~' 'i 
" C/O, I 
"C~I-: 

~ i <tl 
I: 

" 
Ii "' " .c 

if:. I 

Duale Nomogramme, Kurvenscharen. 77 
0 0 
II II 

..... s. ... 

..... ..," 
"'" "" 

1 + 
.g i>-
+ ~' 
~. 

...:: + 
:;; ;, 

1 
..,~ 

~ 
~ 

II 
O,!JJ 

"'" I II • v, I 
1'1 

:t: 
~..., 

>S," 
~ 

0 0 
II II 

~ ..," 
'" ...:: ..,~ 

4' ~ 
i< + ," 1 ~ 

• - + 
~' ~'" 

1 ~ 

~ + 
..,~ 

i< ~ 
1 

~' 
i< 

--~--~---

~I " 
":1"" 
"<I 

K urvenscharen. 
Die Gleichungen 

F(~, 1), x) = 0, 

/(~, 1), Y) = 0, (60) 

rp (~, 1), z) = 0, 

worin ~, 1) Cartesische Ko­
ordinaten und x, y, z ver-
11nderliche Parameter be­
deuten, stellen drei Kurven­
scharen in del' ~, 1]-Ebene 
dar, indem z. B. die erste 
Gleichung fUr jeden Wert 
von x eine andere Kurve 
darstellt. Sind zwei Para­
meter, z. B. x und y £est­
gelegt, so kannmanausden 
entsprechenden Kurven 

F(~, 1), Xl) = 0, 

f(~, 1), Yl) = 0 

die Unbekannten ~ und I) 

(Koordinaten des Schnitt­
punktes del' beiden Kurven) 
errechnen. Sie seien 

~ = ~l; 1) = 171; 

setzt man sie in die Glei­
chung del' dritten Kurven­
schar ein, so erh111t man aus 

rp(~1111Z) =0 

den Wert 

Z = Zl; 

mit anderen Worten: Die 
durch den Schnittpunkt 
del' beiden erst en Kurven 
gehencle Kurve del' clritten 
Kurvenschar besitzt den 
Parameter Zl' 
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Wir konnen somit mittels dreier Kurvenscharen eine Ab­
hangigkeit zwischen drei Variabeln x, y, z, die durch drei Glei­
chungen (60) ausgedruckt ist, darstellen. Diese Gleichungen um­
fassen flinf Veranderliche, wovon zwei eliminierbare Parameter 
sind und haben die Besonderheit, daB die drei anderen Ver­
anderlichen einzeln in jeder Gleichung vorkommen. 

Wir wollen den Spezialfall betrac1'l.ten, wenn zwei Kurven­
scharen parallele Geraden sind. Es werden jetzt die Gleichun­
gen (60) zu 

F(~, x) = 0, 

f (I), y) =,0, 

rp (~, I), z) = O. 

(61) 

Wenn wir aus diesen drei Gleichungen ~ und I) eliminieren, so 
erhalten wir eine Funktion 

T(x, y, z) = O. 

Wir ersehen daraus die bekannte Tatsache, daB wir mittels dieses 
speziellen Falles des Kurvenscharnomogramms· sam t li c h e 
Funktionen dreier Variabeln darstellen konnen. 

Beispiele: 
1. Durch elUe Schar paralleler Geraden wird die Gleichung 

IfFl + T2 + T3 = 0 
dargestellt . 

2. Strahlenbuschel (Zentrum im Koordinatenanfang): 

Tl 'P 2 = T3 . 
3. Eine Schar konzentrischer Kreise (Mittelpunkt = Koordi-

natenanfang) : 'Pi + lJf§ = T~ . 
Auch die Kurvenscharnomogramme lassen sich dual und 

nach Pliickerscher Weise transfigurieren, dies besitzt jedoch 
Imine praktische Bedeutung. 

§ 17. Metrische N omogramme. 
Wenn wir den Begriff des Nomogramms erweitern und 

darunter eine graphische Konstruktion odeI' ein System von 
Konstruktionen verstehen, das uns erleichtern solI, eine oft vor­
kommende Funktion auszuwerten, so konnen wir eine groBe 
Zahl von metrischen Relationen del' Geometrie zur Aufstellung 
von bequemen Rechentafeln verwerten. Die in Frage kommen­
den metrischen Relationen sind 
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I. Gleiehheit del' Felder, 
II. " Winkel und die ihr dual entspreehende 

III. Streeken. 
NUll besitzen wir keine bequemen, einfaehen und jedermann zu­
gangliehell Vorriehtungen, um die Felder von gerad- und krumm­
linigen Figuren leieht zu messen und zu vergleiehen. Daher kommt 
im groBen und ganzen die Relationsart I fill' Nomogramme nieht 
in Betracht. Abel' auch die Messung del' 'Winkel ist unvollkommen 
und ungenau, Es verbleibt somit als Grundlage fliT unsere Nomo­
gramme die Relationsart III. Je naehdem, wie die Streeken­
messung am einfachsten gesehehen kann, unterteilen wir die 
Rechentaf!Oln in 

A. Nomogramme mit beweg­
licher Skala und 

B. Steehzirkelnomogramme. 
A, Dureh diese Nomogramme 

lassen sieh die Funktionen dreier 
Veranderliehen darstellen, 

1. Das Nomogramm besteht 
aus einer Skala und einer Kurve 
(wenigstens zweiter Ordnung); 
dureh den Sehnitt mit einer 
Geraden (bewegliche Skala) wer-
den auf derselben zwei Streeken 
markiert, die in gewisser Ab-
hangigkeit voneinander stehen. 

IX 

t 
'II 

500 

1000 

150 C 

2000 
2fOO 
2200 
2300 
2'100 
2'150 

2500 

Das einfaehste Beispiel dafiir ist 
Abb. 69. Sie stellt die Funktion 

Abb. 69. 0,5 natiirl. GroBe. 

fur a = 500 bis 2500 

und xs 100 

dar. Wir stellen das in Millimeter geteilte Lineal so, daB es 
dureh den dem Wert von a entspreehenden Punkt B hindurch­
geht und daB dessen Teilstrieh ,,0" auf del' Peripherie des Kreises 
im Punkt A in del' Weise liegt, daB die Streeke AB gleieh dem 
jeweiligen Wert von x ist. Jetzt ki:innen wir im zweiten Schnitt­
punkt 0 des Kreises mit dem Lineal auf demselben unmittelbar 
den Wert von y ablesen 

Probe: 
1700 

Y = 49 + 4l) = 84, 

2, Auf einer bewegliehen (geradlinigen) Skala wird die Funktion 
des Abstandes del' Punkte abgelesen, die zwei Skalen angehi:iren. 
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Tabelle IV. 

Koordi- I GleichuDgen 

I naten- ! der Skalen I 
Nr. Schema achsen Kormalform Bemerkung 

, <P, I <1>, 

iDE IOHi ~ 1'/ I ; 1'1 

1 I P11 ~I 11. <])11 <])11 ° III I k11 121 (/1 - 12)2 + ki = F~ 

21 P,I~ 11.<])11<])11,,1"l o l,,1/1-/2=F3 

3! ~1Y~ I <])21 <P1i" I" IF21 o! Ii + I~ - 2/1/2 cosw = F~ 
-----

41 i}1 ) 11.<])11<])1!"I,,>,/2! (/2-/1)2+F~=F~ .. 1 

51 P1~ (z Ibeli+~IF11~nl~-f1)2+(F2-F1)2=;~ \ 

Die Tabelle IV, die nach dem vorigen ohne weiteres ver­
standlich ist, bringt die Zusammenstellung samtlicher vorkom­
l'l1el1del1 FaIle. Dabei bedeutet Fs die bewegliche Skala. Durch 
andere Wahl der Koordinatenachsen im FaIle Nr. 3 dieser TabeIle 
- namlich 

wobei ~2 = F 2 , 112 = lc2 F2 ist, erhalt die Normalgleichung die 
Form 

1m FaIle Nr.5 konnen die beiden krummlinigen Skalen auch 
zusammenfallen. Ein Beispiel dafiir ist Abb. 70, die zwei zu­
sammengefallene gleiche elliptische Skalen 

~ = acosx, 

bzw. ~ = acosy, 

1} = bsinx 

1} = bsiny 

darsteIlt. Die Lange der x - y - Strecke (Ellipsensehne), die auf 
der beweglichen Skala abgelesen wird, ist 

z = -V a 2(cosx-cosy)2 + b2 (sinx-siny)2, 

also im FaIle del' Abb. 70 

z = 11 602 (cos 60 - cos 165)2 + 302 (sin 60 - sin 165)2 = 90. 
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Was die MaBstabe anbetrif£t, so muB fiir die Tabelle IV 

ft (/1) = ,U (/2) = ft (F1) = ft (F2) = ft (F3) (62) 
seln. 

B. Stechzirkelnomogramme. 
Mittels Stechzirkel wird del' Abstand zweier Punkte ab­

gegriffen, die zwei Skalen angeh6ren. Die Spitze des Zirkels 
wird auf del' dritten Skala in dem Punkte, del' del' dritten Varia­
bIen entspricht, eingestellt und es wird auf del' vierten Skala 
mittels des St€chzirkels del' Punkt aufgesucht, del' vom dritten 
denselben Abstand besitzt wie die beiden ersten voneinander. Auf 

~1o..;::.:5°_-+_~75_0 60 0 

1.~~ ____________ ~~ ______________ ~0 

2550 

Abb. 70. 0,5 natiirl. GroBe. 

diese Weise k6nnen wir Funktionen von vier Variablen darstellen. 
Um die zueinander gch6renden Skalen anzudeuten, kann man 
das Nomogramm zwei- (odeI' mehl'-) farbig gestalten. 

Tabelle V, dcren nahel'e Beschreibung iiberfliissig ist, bringt 
die Zusammenstellung samtli£her FaIle. In den Fallen Nr.4, 5, 
6; 9, 13 k6nnen die Kool'dinaten, wie auf S. 80 besprochen, ge­
wahlt werden, wobei die Normalgleichung die dort angefiihrte 
Form erhalt. 

Auch hier ist das Zusammenfallcn zweier krummliniger Skalen 
m6glich. Samtliche MaBstabe miissen, wie oben in § 17 A, gleich ge­
wahlt werden (diese Bedingung macht sich oft bei del' Konstruk­
tion unangenehm bemerkbar). 

Beispiel: In den Abb. 71 und 72 istdie in del' Festigkeits­
lehre oft angewendete Gleichung 

13/32000 1 . 
d = V-n-' k; (0,351J1Ib + 0,65 V Mg + ~2 M~) 

dargestellt, und zwar in del' Abb. 71 mittels Anwendung del' 
Methode del' parallelen Geraclen, in Abb. 72 mittels Anwendung 
del' Fluchtgel'aden und Stechzirkelmethocle. 

K 0 nor ski, Nomographie. 6 
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Tabelle V. 
, 

I. Koordi- II. Koordi- Gleichungen der Skalen 

Nr_ Schema natensystem nateIL,ystem 
--

<1>, I <1>, I <1>3 I <1>, 

OS LOHI OS I Ol~ ~, I 1/1 I ~2 I r/2 I ;, I 1/3 _I~, I 17·1 
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Tabelle V. 

N ormalgleichung Bemerkung 

I 

6* 
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Wir setzen fill' das erste Teilnomogramm del' Tafel Abb. 71 

11 = 0,65 21\11E; 12 = (1\I1i - 0,351\11b)2 = N2; 

1 
f3 = /X 2; F4 = 1\112 ; k2 = -0;652 

d 

und erhalten damit die Normalgleichung des Falles Nr. 5 (Ta­
belle II), die wir mit. 

N 

i 

20 
10 10 

'1030 

f-l (/1) = I" (/2) = 5 . 10- 8 mm, 
~ d 90 It (F4) = 1010 mm, 

t . It (lc2) = 25 mm, 
1"(/3) = 20mm 

80 

30 

'10 

Abb. 71. 0,5 natiirl. GroBe. 

500 '100 300 

konstruieren. In del' resultierenden Gleichung 

set zen wir 

d3 32 
1000 = n kb (N + 0,351\11b ) 

Ii = -0,351\11b ; 12 = N; 

32 
F4=~1-; 

n 1Cb 

und ffLhren. sie dadurch wieder auf die Normalgleichung des 
Falles Nr. 5 (Tabelle II) zurilck. Wir benutzen zur Konstruktion 
die MaBstabe 

It (/1) = f-l (/2) = 2 . 10-3 mm; f-l (/3) = 0,1 mm, 

f-l (F4) = 2000 mm; I" (k~) = 40 mm. 
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In del' Abb. 71 ist eingezeiehnet del' Spezialfall mit 

LX = 1,3; Md = 10000 kg/em; Mb = 30000 kg/em; 

kb = 700 kg/em 2 ; 

cs ist fiil' diesen Fall 

50 

60 

100 

J 
d mm 

N = 25400 
x10Jkgcm I'toJkgcm 

"'b und Mt 

1 
50 

110 

30 

20 

10 

i 
60 

50 

~ ;;:< 110 

~ 

'" 30 

"'1 20 

60 
50 

10 

110 

30 

20 

10 

d = 80,5mm, 

In del' Abb. 72 set zen wIr 

11 = 0,65Md; /2 = LX, 

/3 = 0,65Md LX = P 

und el'halten mit 

50 flO 30 

lfO 50 60 
~p 

10 
X10J~C/77 Md ~ 

Abb. 72. 0,5 natiirl. GroBe. 

P(Md) = 2 '1O- 3 mm, ,U(/2) = hp(h) = 30mm, 

,ll (fa) = 2 . 10- 3 mm 

85 

die erste Teilmultiplikationstafel (Tabelle I, Fall Nr, 2). Unter 
Anwendung del' Tabelle V, Fall Nr. 5 tragen wir auf del' zu P 
senkreehten Geraden die Skala 0,65 Mb mit 

p(Mb) = 2· 1O- 3 mm 

auf und greifen den jeweiligen Abstand zwischen Punkten del' Skalen 
P und Mb mit Steehzirkel ab. Wenn wir nun eine Spitze des Zirkels 
in cinen Punkt del' .111/,-Skala (die die Funktion 0,35 Mf, mit 
p (Mb) = 2.10- 3 mm darstellt) stellen, so lesen wir an del' zweiten 
Spitze des im Sinne del' Addition gelegten Zirkels den Wert von 

Mi = 0,35 Mb + 0,65 V M~ + LX2 M: 
ab. 
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Mit Hilfe einer Mult.iplikationstafel (Tabelle I, Fall Nr. 2) er­
halten wir mit 

nk2 1.1 12 = 1000.32; 1 = u,3; 

P,(/2) = 750mm; P,(/1) = 1O- 4 mm; 

hp,(h) = 37,5mm 
den Wert von a,. 

In der .A..bbildung ist der gleiche Spezialfall wie in der Abb. 71 
eingezeichnet. 

Wenn wir die beiden Methoden vergleichen, so bemerken wir, 
daB beide mit gleicher Zahl an Hilfsmitteln (die erste: 2 Lineale, 
die zweite: 1 Lineal und 1 Zirkel) arbeiten und beide ungefahr 
gleich genaue Resultate liefern. Auch sind beide in bezug auf 
die praktische Anwendung gleich bequem. 

1m allgemeinen zeichnet sich die Stechzirkelmethode durch 
etwas groBere Genauigkeit aus. Ihr· Nachteil ist die auf S. 81 
hervorgehobene Starrheit der MaBstabe. 

Durch Kombination der Stechzirkelmethode mit Kurvenschar­
tafeln konnen, wie man leicht erkennt, Funktionen bis zu acht 
Veranderlichen dargestellt werden. Die entsprechenden Glei­
chungen konnen ohne weiteres aufgestellt werden, solche Tafeln 
werden jedoch selt~n praktisch benutzt. 
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