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Vorwort.

Der vorliegende, auf abbildungsgeometrischer Grundlage ge-
gebene Leitfaden der Nomographie unterscheidet sich von ande-
ren Bearbeitungen dieses Stoffes in Darstellung und Anlage. Zwar
hat das Lehrbuch in erster Linie die Aufgabe, den Leser in die
Praxis nomographischer Fragen einzufiihren und mit den wich-
tigsten Hilfsmitteln der Nomographie vertraut zu machen, es
soll aber dartiber hinaus zeigen, welche Zusammenhénge diesen
Zweig der angewandten Mathematik mit Nachbargebieten ver-
binden; auf diese Weise wird der Versuch unternommen, auch dem
Kenner der Nomographie Anregungen zu geben. Es ist nicht das
wesentliche Ziel der Darstellung, die verschiedensten Tafeltypen
erschopfend zu skizzieren, da dies weder in theoretischer noch in
praktischer Hinsicht einen Gewinn bedeuten kann; anstatt den
Leser vor eine Fiille einzelner Darstellungsmittel zu stellen, er-
scheint es methodisch erfolgreicher, die Leitgedanken zu ent-
wickeln, unter denen sich neue Tafelformen herleiten lassen, und
die Methoden an den wichtigsten Beispielen in extenso dar-
zulegen, ein Weg, den auch andere Autoren bisweilen beschritten
haben. Als neuer und besonders gliicklicher Gesichtspunkt hat
sich in dieser Richtung das Prinzip der Abbildung erwiesen, das
im ersten Abschnitt aufgestellt und dann konsequent durchgefiihrt
wird. Die wesentlichen Vorziige dieser Betrachtungsweise zeigen
sich darin, daB es gelingt, verschiedene Typen kritisch in Vergleich
zu ziehen, sie schmiegsam zu gestalten und damit ihre Eigenart
vollig auszuniitzen ; dazu kommt, daBl nun die zur Zeit wichtigsten
Darstellungsformen, die Netztafeln und die Fluchtlinientafeln,
unter einheitlichem Gesichtspunkt erscheinen, und daf sich auf
diesem Wege als neues Darstellungsmittel die Gleitkurventafel
ergibt. Ein nicht zu unterschatzender Vorteil diirfte ferner in
der besonderen Anschaulichkeit liegen, die allen Entwicklungen
auf abbildungsgeometrischer Grundlage in hohem Mafle innewohnt,
auch da, wo zur Erfassung eines Ergebnisses rechnerische Schritte
notwendig sind. Der Konstrukteur mufl schon beim Entwurf
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einer Rechentafel in der Lage sein, ein Ergebnis zu tiberschauen,
das er nachher durch Abbildung im einzelnen giinstig gestalten kann.

Unter den verschiedenen Punkttransformationen nehmen die
projektiven Abbildungen eine bevorzugte Stellung ein, da sie die
Theorie der Fluchtlinientafeln beherrschen und fiir die Praxis
wertvolle Erleichterungen gewéhren; zugleich lassen sich auf
Grundlage der projektiven Verzerrungen die dualen Abbildungen
zwanglos und anschaulich einfiihren.

Dem Charakter eines Lehrbuches entsprechend baut sich die
Gliederung nach methodischen Gesichtspunkten auf. Um auch
fiir das erste Studium rasch Anregung zu vermitteln und den
spateren Erdrterungen eine hinreichend breite Unterlage zu schaf-
fen, sind im Abschnitt I die Grundlagen der Darstellung in ein-
fachster Form entwickelt worden. Die bei jeder Konstruktion
wiederkehrenden Uberlegungen, die sich z. B. auf Wahl der Zeichen-
einheiten, Glenauigkeitsbetrachtungen, Anordnung oder Struktur
der Teilungen, Ausgleichung innerhalb einer Darstellung beziehen,
sind nicht immer von Fall zu Fall wiederholt, sondern an geeig-
neten Stellen in Zusammenfassung gegeben worden. Dies gilt
vor allem fiir die mit den Funktionsleitern zusammenhéngenden
Fragen. Eine griindliche Kenntnis der besonderen Merkmale
und typischen Eigenschaften der einzelnen Leitergattungen ist
fiir weitergehende Studien unerldBlich; die Untersuchung der
gebrauchlichen Funktionsskalen ist demzufolge einem eigenen
Abschnitt zugewiesen.

Ein neuer Weg wurde auf dem Gebiete der Genauigkeits-
betrachtungen beschritten. Diese Fragen, die in der Nomographie
vielfach nur beildufig erértert worden sind, bediirfen sorgfaltiger
Beachtung. In der Literatur finden sich graphische Verfahren,
deren Genauigkeit nicht immer der erforderlichen Schirfe ent-
spricht, andere, die in ihren Ergebnissen iiber die sachlich ge-
rechtfertigte Genauigkeit hinausgehen. Eine gewisse Unsicherheit,
die hinsichtlich der Wertigkeit zeichnerischer Rechenhilfsmittel
zu bestehen scheint, diirfte die Zuriickhaltung erkliaren, mit der
bisweilen die graphischen Methoden aufgenommen werden. Dem-
gegeniiber soll durch wiederholte Untersuchungen der Genauigkeits-
fragen gezeigt werden, daB und in welcher Weise die graphisch
ermittelten Ergebnisse praktisch definiert sind. Vielleicht tragen
diese Untersuchungen mit dazu bei, der Nomographie weitere
Beachtung zu gewinnen. — Es soll nicht verkannt werden, daf3
die in Zahlenbeispielen durchweg zugrunde gelegte Schwelle
s = 0,5 mm hohe Anforderungen an die Geschicklichkeit des Zeich-
ners und die Beschaffenheit des Materials stellt., Der Wert 0,5 mm
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wurde gewshlt, um Anschlufl an friihere Arbeiten von Vogler
und Nitz zu nehmen; die Herleitung allgemeiner Beziehungen
gibt die Moglichkeit, jeweils eine groBere Schwelle in Rechnung
zu setzen. Die Ausgleichung innerhalb graphischer Darstellungen
wurde nach der Methode der kleinsten Quadratsumme auf Netz-
und Leitertafeln iibertragen.

Bei der Auswahl von Beispielen erwachsen gewisse Schwierig-
keiten. Manche Autoren haben sich entweder auf ein besonderes,
einzelnes Fachgebiet beschrankt oder iiberhaupt darauf verzichtet,
Anwendungen auszufithren. Von der Diskussion eines Tafeltypes
bis zum Entwurf eines brauchbaren Nomogrammes ist aber oft
ein weiter Weg, und haufig besteht gerade ein wesentlicher Anteil
der Entwurfsarbeit darin, die praktisch vorliegenden Daten aus-
zuwerten. Deshalb sind die Beispiele, selbst auf die Gefahr hin,
daB jede Auswahl schlieflich personlich gefarbt ist, zumeist An-
wendungsgebieten entlehnt; wenn es sich auch stets um einfachste
sachliche Beziehungen handelt, so ist doch der technische oder
physikalische Zusammenhang kurz skizziert, soweit dies fiir die
Konstruktion einer Tafel geboten erscheint und im Rahmen dieses
Buches moglich ist. Ein groBer Teil von Beispielen hat in der
Aufgabensammlung Platz gefunden; die Loésungen wollen nur
als Hinweise angesehen werden, auch da, wo sie ausfiihrlicher
gehalten werden mullten. Es liegt in der Natur der Sache, daBl die
Losungsangaben vorwiegend rechnerischen Charakter tragen,
denn der Leser gewinnt so am leichtesten eine Kontrolle fiir die
Richtigkeit seines Entwurfes. Eine Bevorzugung der rechnerischen
Entwurfsweise vor der konstruktiven soll damit nicht zum Aus-
druck gebracht werden. — Die nomographische Darstellung rein
mathematischer Gegenstiande wird in systematischer Bearbeitung
diesem Buche folgen.

An Vorkenntnissen wird die Bekanntschaft mit den Anfangs-
grimden der analytischen Geometrie und einfachen Differentia-
tionen vorausgesetzt. Als Bezugssystem erscheint grundsétzlich
ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem; die Linien-
koordinaten lehnen sich — im Gegensatz zu einigen anderen Dar-
stellungen — ebenfalls an ein rechtwinkliges System an, sie werden
an gegebener Stelle eingefithrt. Die Schreibung in Determinanten
erfordert im wesentlichen nur die Kenntnis der ersten Rechen-
regeln; die Beziehungen zwischen adjungierten Systemen werden
besonders abgeleitet und nur fiir Systeme 3. Grades in einfachster
Form ausgesprochen.

Der urspriingliche Plan, eine ausfiihrliche Literaturiibersicht
zusammenzustellen, lieB sich im Raume dieses Buches nicht ver-
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wirklichen. Es werden daher nur einige Schriften zitiert; eigene
Arbeiten des Verfassers sind i. a. nicht namentlich angefiihrt wor-
den. Auch die in § 9 zusammengestellten geschichtlichen Angaben
sollen nur als Hinweise gelten und das Interesse auf die mittel-
alterlichen Arbeiten lenken. Wie weit eine Vollstandigkeit auf
diesem Gebiete erreicht werden kann, 148t sich zur Zeit nur schwer
tiberschauen; wenigstens soll einer vielfach einseitigen Auffassung
entgegengetreten werden. Luckey diirfte das Verdienst zu-
kommen, auf mittelalterliche ,,Nomographie* aufmerksam gemacht
zu haben.

Die Anlage des Buches und seine Gestaltung als Lehrbuch
erforderte die Einfilhrung einer einheitlichen Bezeichnungsweise,
die zur schnellen Orientierung auf S. 262 zusammengestellt ist;
in den Fachausdriicken werden Fremdworter nach Moglichkeit
vermieden. Das ausfithrliche Sachverzeichnis diirfte die Benut-
zung des Buches erleichtern.

Es sei gestattet, dem Verlage fir das freundliche Entgegen-
kommen und die Ausstattung des Buches an dieser Stelle den Dank
auszusprechen.

Berlin-Schoneberg, Ostern 1924.
H. Schwerdt.
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Formulierung der Aufgabe.

Den Werkzeugen des Ingenieurs haben sich in den letzten Jahi-
zehnten die graphischen Methoden als neue Hilfsmittel beigesellt,
deren Vorteile auch auf anderen wissenschaftlichen Gebieten in
steigendem MaBe anerkannt werden. Wenn auch das Verfahren,
Gegenstinde der Rechnung durch die Zeichnung darzustellen,
schon in der Mathematik der Alten Anwendung gefunden hat
und die ersten Ansatze heutiger Methoden vielfach im Mittelalter
liegen, so ist dieser Zweig der angewandten Mathematik als selb-
standiges Gebiet erst im letzten Jahrhundert, und zwar vor-
wiegend an Hand technischer Probleme, ausgebildet und ver-
feinert worden. Dieser erhebliche Anteil der Ingenieurwissen-
schaft ist leicht verstindlich, da eine vorwiegend in kritischer
Richtung eingestellte Mathematik an Fragen, die auf Anschau-
lichkeit beruhen und die Anschaulichkeit zum Ziele haben, kein
nennenswertes Interesse nahm. Erst in jiingster Zeit ist die
zeichnerische Behandlung infinitesimaler Probleme eine Aufgabe
der eigentlichen mathematischen Forschung geworden.

Das unter dem Namen der graphischen Methoden zusammen-
zufassende Gebiet verdankt seine Entwicklung im wesentlichen
den durch das Okonomieprinzip gegebenen Forderungen, und
zwar handelt es sich um zwei Aufgabengruppen, die auf zeich-
nerischem Wege Erledigung finden: die Zeichnung dient der
Darstellung und der Rechnung.

Man hat sich zunichst damit begniigt, die Konstante oder
allgemeiner einen Zustand darzustellen. Die Versinnlichung der
GréBen durch Strecken, deren sich schon die GroBlenlehre Euklids
bedient, hat in der Auerbachschen Darstellung physikalischer
Dimensionen eine schéne Erweiterung erfahren und erreicht in
den Zeichnungen gerichteter Strecken, durch welche die Vektoren
eine Darstellung finden, einen besonderen Grad der Allgemein-

Schwerdt, Nomographie. 1



2 Grundlagen der Darstellung.

heit. Die eigentliche Aufgabe der graphischen Methoden liegt
aber heute in der Darstellung von Zustandsinderungen. Der
Zusammenhang zwischen verdinderlichen Gréflen soll anschaulich
vermittelt werden, so dafl aus dem geometrischen Bilde moglichst
viele Eigenschaften der Funktion abgelesen werden kénnen.

Die zweite und gréBere Aufgabengruppe erfordert die zeich-
nerische Ermittlung von Zahlenwerten, besonders in solchen
Fillen, in denen die numerische Rechnung umstindlich oder
mit Schwierigkeiten verkniipft ist. So handelt es sich etwa darum,
Naherungswerte fiir die Wurzeln numerischer Gleichungen zu
konstruieren. Auch die groBe Anzahl der geometrischen Néhe-
rungskonstruktionen lift sich in diesem Zusammenhang er-
wahnen.

Den Aufgaben, welche die Bestimmung einer Einzellosung
zum Ziele haben, stehen wiederum jene gegeniiber, in denen die
zeichnerische oder mechanische Ermittlung einer Zahlenfolge
vorgenommen werden soll. Haufig wiederkehrende Rechnungen
innerhalb einer Funktion werden in einer Rechentafel erledigt,
aus der zu gegebenen Argumentwerten der Funktionswert sofort
‘abgelesen werden kann. Der Schwerpunkt der graphischen Me-
thoden liegt gerade auf diesem Gebiete, das man als Nomo-
graphie bezeichnet. Die Darstellung und die zeichnerische Be-
stimmung von Einzellésungen sollen im folgenden keine Be-
handlung erfahren; wir werden die graphischen Methoden in dem
Umfange erértern, als sie auf die Ermittlung einer Folge von
Funktionswerten fiihren.

I. Grundlagen der Darstellung.
§ 1. Die Zeicheneinheit,

Zahlengroflen lassen sich durch Strecken darstellen. Be-
zeichnet man eine beliebige, dann aber beizubehaltende Strecke
als 1, so haben Strecken der doppelten, dreifachen, . .., n-fachen
Lange als Bilder der Zahlen 2, 3, ... n zu gelten. Die zuerst
gewihlte Strecke heillt Zeicheneinheit. Unter Zugrunde-
legung eines Richtungssinnes konnen die Bilder der Zahlen auf
einer Geraden von einem festen Punkte 0 aus abgetragen werden;
in bekannter Weise gelangt man zu einer zeichnerischen Dar-
stellung aller reellen Zahlen auf einer Zahlengeraden. Es hat
sich als vorteilhaft erwiesen, nicht allein die Strecke, sondern
auch den freien (von 0 verschiedenen) Endpunkt der Strecke n
-als Bild der Zahl n anzusehen. Man nennt die Punktreihe, die
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einer Zahlenfolge entspricht, eine Teilung, die Gerade, auf der
die Punkte liegen, ihren Trager. Beide Auffassungen iiber den
Sinn der Abbildung bestehen nebeneinander, jedoch iiberwiegt
die letztere; sie wird spater eine wesentliche Erweiterung er-
fahren.

In den Anwendungen handelt es sich zumeist um die Dar-
stellung benannter Zahlen; dabei bedarf die Zeicheneinheit
einer besonderen Erklirung. Aus der graphischen Statik ist be-
kannt, in welcher Weise Krifte durch Strecken wiedergegeben
werden. Wird etwa eine Kraft von 5 kg* durch eine Strecke der
Linge 15 cm dargestellt, so gehort der Kraft 1 kg* die Bildstrecke
3 cm zu: die Zeicheneinheit der Kraft betrigt in diesem Falle
3 cm. Wir schreiben dafiir bisweilen in abgekirzter Form
E (1kg*) = 3 cm. Entsprechend werden andere Groéflen in
Strecken abgebildet. Will man z. B. die Lichtstérken einer 16-
kerzigen Glithlampe und einer 60kerzigen Gasflamme zeichnerisch
vergleichen, so stellt man die eine Lichtstérke etwa durch eine
Strecke 32 mm, die andere durch eine Strecke 120 mm dar; die
Zeicheneinheit betragt £ (1 HK) = 2 mm. Ordnet man wiederum
die Bildstrecken auf einer Geraden an, so kann auch hier die
Auffassung Platz greifen, der (von O verschiedene) Endpunkt
der Strecke sei das Bild der zugehérigen Lichtstirke. Wir denken
zahlreiche Strecken dieser Art auf der Geraden abgetragen; dann
gewinnen wir eine nach Kerzenzahlen bezifferte Teilung fiir die
Lichtstirke. Da die gezeichneten Strecken zumeist eine andere
MaBzahl haben als den Gréfen, die sie darstellen, zukommt, ist
eine strenge Unterscheidung in der Ausdrucksweise erforderlich.
Wir nennen die Anderung einer dargestellten GréBe stets einen
Schritt, die zugehorige Bildstrecke bezeichnen wir als Teilungs-
intervall (Teilungsstrecke).

Die Wahl der Zeicheneinheit ist fiir die Brauchbarkeit einer

Darstellung wesentlich. Wenn z. B. auf einem Zeichenblatt der
*®

k
groBten Ausmessung 23 cm Druckangaben von 1800 —;3— bis

%
10 OOO g 5 durch Strecken dargestellt werden sollen, so kann der

*
Druek 10 000 lc{r? hochstens durch die Strecke 23 cm wieder-

gegeben werden; wir vereinfachen die Zeichnung dadurch, daf
wir dem groBten Druck die Strecke 20 cm zuordnen; als Bild
kg* 20 cm

der Druckeinheit 1—2 ergibt sich dann die Strecke 10 600

= 0,02 mm. Diese unbequeme Angabe vermeiden wir, indem
1#
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*
wir uns auf eine gréBere Druckeinheit beziehen, z. B.: F (100 ki)
= 2 mm?). cm?

Stellen wir im letzten Beispiel eine Druckteilung her, so

ko*

kommt nur der Bereich 1800 ...10 000 (%) in Betracht,
dem die Teilungslinge 200 mm — 36 mm = 164 mm zugehort.

Es sei allgemein fiir eine verénderliche Grofe o« der Bereich
& = 0 ...0, vorgelegt, die verfiigbare Teilungslinge betrage
A mm; dann ergibt sich fir die Zeicheneinheit eine obere Grenze

iE(a):W%;J mm .' n

Dieser Wert ist im einzelnen Falle derart zu glatten, daf3 die
Teilung in Anlehnung an ein (vorgedrucktes) Millimeternetz her-
gestellt werden kann.

Graphischen Darstellungen liegen zumeist empirisch ermittelte
Zahlenwerte, Messungen oder Beobachtungen zugrunde; sobald
eine Teilung eine rechnerische Auswertung erfahren soll, muf}
die Ablesegenauigkeit der erreichten Beobachtungsschirfe ent-
sprechen.

Es ist iiblich, Zahlenangaben derart vorzunehmen, daB der Fehler
kleiner ist als eine halbe Einheit der letzten Dezimale. An Stelle der kon-
tinuierlichen Folge der Zahlen tritt auf diese Weise eine Reihe diskreter
Werte. Wird beispielsweise das spezifische Gewicht eines Holzes zu 0,84
angegeben, so unterscheidet man nur die Werte, die um 0,01 voneinander
abweichen, 0,83, 0,84, 0,85 . . .; die Angabe 0,840 gehért dagegen der
um 0,001 fortschreitenden Reihe 0,839, 0,840, 0,841 ... an. Dem Schritt
¥, in dem die Zahlen « einander folgen, muB} in der Zeichnung eine Strecke
entsprechen, die mit hinreichender Sicherheit erkannt werden kann. Es
ist nicht erforderlich, die Unterteilung bis zu der Dezimale auszufiihren,
deren Ablesung gewiinscht wird, da innerhalb eines Teilungsintervalls
Zwischenwerte bis zu Zehnteln eingeschétzt werden kénnen. Die Er-
fahrung hat gezeigt, daB die Fehlergrenze der Schétzung, die von der Be-
schaffenheit der Zeichnung, der Ubung und Sehweite des Benutzers u. a. U.
abhingt, bei Intervallen von 1 bis 2 mm unterhalb der Schwelle s = 0,05 mm
bleibt ; wir sehen daher 2 s =0,1 mm als das kleinste zul4ssige Interpolations-
intervall an und erhalten demnach eine untere Grenze fiir die Zeichen-
einheit

| 2.8

[B/() = o mmi. (2)

1) Die sorgfiltige Bezeichnung der Zeicheneinheit ist notwendig. Die
*
vielfach in Zeitschriften iibliche Schreibung 100 %Igl—lé ==2c¢m, 1 HK = I mm,

1km = 3 mm oder dergl. sollte unbedingt vermieden werden.
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Solange E’ = E ist, bereitet die Darstellung keine Schwierigkeiten.
Im Falle £’ > E konnen nur einzelne, aufeinanderfolgende Teilbereiche
auf verschiedenen Trigern dargestellt werden. Man bezeichnet das Ver-
fahren als Brechung der Teilung.

Beispiel: Im sichtbaren Bereich (0,4 u... 0,7 u) sollen die Spektral-
linien einzelner Elemente in der SchrittgroBe ¢ (Genauigkeit) 0,0001
dargestellt werden. Wahlen wir 2 s = 0,2 mm, so ergibt sich E’(0,1 u)

. 0,2 mm
> 0,0001
gelegten Bereich die Teilungslinge 600 mm zu; wir zerlegen daher die
Teilung in zwei oder drei Abschnitte handlicher Lange.

Die Anordnung gebrochener Teilungen li3t mannigfache Spielarten zu-
sie sind von Werkmeister iibersichtlich zusammengestellt worden.

= 200 mm. Bei dieser Zeicheneinheit gehért dem vor-

§ 2. Kurvendarstellung im rechtwinkligen Netz.

Der funktionale Zusammenhang f = f («) 1aBt sich in einfach-
ster Weise durch ein Kurvenbild wiedergeben, wenn man o und
als Koordinaten eines Punktes ansieht und der Darstellung
ein rechtwinkliges, kartesisches Koordinatensystem (Millimeter-
papier) zugrunde legt. Wahrend in der analytischen Geometrie die
Aufgabe im wesentlichen darin besteht, den Verlauf einer Kurve
allgemein zu diskutieren, handelt es sich in der Nomographie
darum, Besonderheiten praktisch zu

beriicksichtigen, die durch die Ab- 8 A
messungen des Zeichenblattes, die
Bereiche der Verinderlichen, ihre 7

Genauigkeit und den Zweck der
Darstellung gegeben sind.
Um etwa ein Bild der Funktion

o o
I~

f = 4a? zu gewinnen, berechnet /
man eine Anzahl zusammengeh6- 4 f

riger Werte (x, f); der Punkt mit 3 /

den Koordinaten (o, ) heilt Bild-

punkt des zugehorigen Werte- 2

paares. Liegen diese Punkte hin- 4

reichend dicht, so 146t sich mit ge- N e

x

wisser Genauigkeit ein verbindender
Kurvenzug einzeichnen. Die Abb.1 =2 -7 g 7 2 3 4
zeigt den Verlauf der Funktion Abb. 1. Bild der Funktion
f=3&%im Bereich & = —2... 44 B = +a® Mabstab /.
mit den Zeicheneinheiten X (o)

=10 mm, E (f) = 10 mm. Die Parabel gestattet nun, zu jedem
Wert &« den zugehorigen Wert § zu finden, und umgekehrt
bei gegebenem f die vorgelegte Funktion nach & aufzulésen. Der
Bereich von f ist dabei durch den fiir & gewahlten vollig bestimmt.
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Die Genauigkeit, mit der beide Aufgaben erledigt werden kénnen,
ist durch die Art der Darstellung bedingt.

Wird fiir & der Bereich O ... 10 vorgeschrieben, wobei sich
fiir B die Grenzen 0 und 50 ergeben, so ist es naheliegend, die
beiden Verinderlichen in verschiedenen Zeicheneinheiten dar-

5 g B
“ 45 /

40 40
35 35 /
20 30 /

25 25 /
20 /

20 4
75 15/

/

s 6 7 8 19 |me
10 v ,
5

0L

a 7 2 3 4 5 6 7 &8 9 10
Abb. 2. Unterdriickung des O-Punktes. MabBstab 3/;.

zustellen. Das Format des Zeichenblattes kann auf diese Weise
vorteilhafter ausgeniitzt werden. In Abb. 2 ist F (&) = 10 mm,
E (f) = 2 mm gewdhlt.

Anstatt fiir alle Teilungen die Zeicheneinheiten selbst anzugeben, die
auf die metrischen Einheiten des Zeichenblattes zuriickgehen, im allgemeinen
auf 1 mm, werden wir bisweilen die MaBstabsverhéaltnisse aufirgendeine,
dann aber bestimmte Einheit der Zeichnung beziehen. Die wesentlichen
Eigenschaften einer Darstellung héngen haufig allein von diesen Verhalt-
nissen ab, und wir gewinnen den Vorteil, daB wir uns in allgemeinen Unter-
suchungen von der absoluten GréBe der Zeichnung unabhéngig machen.
Im Beispiel der Abb. 2 ist der auf F («) bezogene Mafstab der f-Teilung
1 == ¢, der MaBstab der x-Teilung in bezug auf E (f) gleich 5. Diese Aus-
drucksweise soll auch dann Platz greifen, wenn es sich um die Darstellung
benannter GréBen handelt.

Unter dem MaBstab 1 einer Teilung (x) verstehen wir das
Verhaltnis ihrer Zeicheneinheit B () zu einer gegebenen Ein-
heitsstrecke e. —

E(«) |

1=E@ 3)
e |
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Der MaBstab 1 ist eine unbenannte Zahl, wihrend die Zeichen-
einheit die Dimension einer Strecke hat.

Falls in Abb. 2 die Darstellung des Bereiches & = 5..10
verlangt wird, hat nur der durch Schraffierung hervorgehobene
Teil des Zeichenblattes Bedeutung. In diesem Falle wird man
die «-Teilung nur in dem vorgeschriebenen Intervall 5...10
beziffern und auch die g-Teilung sogleich mit dem Werte 10
ansetzen. Man nennt dieses Verfahren Unterdriickung des
O-Punktes; es gestattet, die Zeichnung in groBeren Zeichen-
einheiten zu entwerfen. Der Anderungsbereich von & mége sich
von &, bis o, erstrecken, der Bereich der Abhéngigen g von g,
bis f,; durch die Abmessungen des Blattes sind die Teilungs-
lingen 4 mm bzw. Bmm bestimmt; dann ergeben sich die
Zeicheneinheiten

A mm B mm
E(x)=——— und E(p
N {:81 Bl °
und der MaBstab der f-Teilung in bezug auf E (x) betragt:
1=2 B | & — Xy \ a/g .
AV p—pF|  ° P
Stellen wir bei Ermitt- 1
lung der Zeicheneinheiten g5
die vorgeschriebene Ablese- /
genauigkeit in den Vorder- P
grund, so ist u. U. die PP R N N e _ _
Brechung der Teilungen sinn- ™~ L1
gemdl anzuwenden; die Dar- L1
stellung 1468t sich nur ab- L1 L
schnittsweise in Teilzeich- &3
nungen durchfiihren, die nach //
Art der Abb. 3 iiberlagert LT
werden konnen. Die untere 02
a-Teilung bezieht sich auf L1
den unteren, die obere auf //
den oberen Parabelbogen. a1 7] &
. . 0,25 030 035
Durch die fir &« vor- G75 420 q2s
geschriebene Genauigkeit Abb. 3. Uberlagerung.

ist auf Grund des Zu-

sammenhanges f(a) die Genauigkeit bestimmt, mit der £ be-
rechnet werden kann. Wir werden daher fordern, dafB3 die Ab-
lesegenaunigkeit auf der f-Teilung dementsprechend weder un-
notig groB noch zu klein sei. Gehért o einer praktisch ge-
gebenen, also diskreten Zahlenfolge an, so haben alle Ande-
rungen von &, die unterhalb einer gewissen Grenze bleiben, als
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unmerklich zu gelten, sie kénnen daher auch keine merkliche
Anderung des Zahlenwertes f bewirken!). Wir bezeichnen die
Grenzen unmerklicher Anderungen mit 4« und 48, dann gilt
in erster Niaherung 4 = ['(x)* 4 o.

Im Beispiel der Abb. 2 liege der Darstellung der Wert
Ao = 0,05 zugrunde; aus f'(x) = « folgt 4£=0,05- «, d.h, fir
o =1 ergibt sich 48 = 0,05, fir &« =5 der Wert 44 = 0,25
usw. Die f-Teilung ermoglicht in ihrem ganzen Verlauf die Ab-
lesung gemdB A = 0,25; die Genauigkeit der Rechnung wird
daher iibertroffen an den Stellen o > 5, die Darstellung erreicht
aber fiir kleinere Werte & die zu fordernde Genauigkeit nicht.

Es ist naheliegend, fiir die

Bereiche zu geringer Genauigkeit

Ay=A- eine grofere Zeicheneinheit zu

wihlen und in anderen Bereichen

auf die zwecklose Ablesegenauig-
dy= keit zu verzichten.

Um den giinstigsten MafBstab

fiir die Darstellung der Funktion

f = (&) zu finden, legen wir der

Zeichnung ein rechtwinkliges,

x=c¢c kartesisches Koordinatensystem

Azde . (zy) zugrunde (Abb.4). Die Zei-

A4, Zechensinhet einer ab- GRS E ) BRSNS MO

gigen Grobe. ; !

dann tragen die Achsen die

Teilungen z = « und y = 4-f, so daB die Gleichung die Kurve

y = A+f(x) lautet. Der Anderung 4o, die noch als unmerklich

gelten kann, gehort in der Zeichnung die Strecke Az zu, die

aus Oriinden der Okonomie in der GrofSenordnung der Schwelle

liegt. Die Anderung 4p = f'(x)- 4w, die praktisch nicht merk-

lich ist, wird durch die Strecke Ay =1-4pf dargestellt. Wir

fordern, daB |Ay| ebenfalls in der GroBenordnung der Schwelle

liege: bei Konstanz von Az soll die Strecke |Ay| innerhalb ge-

wisser Grenzen bleiben, etwa zwischen $ 4z und $§ Az, all-

gemein zwischen &+ Az und &,° Az, Aus 4f=f(x) 4o folgt

Ay=2-f'(x) - dz.

1) Gegen diese Forderung, eine abhingige GréBe nur in der zuldssigen
Genauigkeit zu ermitteln, wird vielfach verstoBen, besonders in den ,,an-
gewandten” Aufgaben mancher Schulbiicher. So werden mit Néherungs-
werten von & und zweistelligen spez. Gewichten bisweilen Korpergewichte
auf 5 Stellen, bei der GréBenordnung eines Zentners also auf Gramm ,,be-
rechnet.
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Wir setzen zunichst |dy|=|dz| und erhalten fiir die

Umgebung der Stelle &,, die in den wichtigsten Teil der Dar-
stellung verlegt wird, den Malistab

1
TedT “
faa ]| :
Die Grenzen des Bereiches, in dem 4 den giinstigsten MaBstab
bedeutet, sind die Stellen &, und oy, in denen |Ay|= ]{ ((a )) f Az
0

einem der Werte ¢- Az gleich wird:
fllag) =& o),  [(og) =&5-f' (%) - (%)
Aus (4) und () folgt
& - )
|f/(“1)| a If/(“z)l ’

Wenn der gefundene Bereich «; . .. o, enger ist als der vorgeschriebene
Bereich der Unabhéngigen, so konnen wir eine Teilung der Darstellung
vornehmen und die Aufgabe in Einzelzeichnungen erledigen, die auf dem-
selben Zeichenblatt vereinigt werden.

Die Funktion f = f(«) sei monoton und f'(x) mége in dem darzustellen-
den Bereich nicht verschwinden. Wir beginnen in einer der Grenzen o,
und finden nach Wahl von ¢, den MafBstab

(6)

&
o= A
! f’(“l)’
der bis zur Stelle «, zu verwenden ist:

flog) = j—j-f’(an .

Von dieser Stelle &, an wiederholen wir die Uberlegung und bestimmen
den MaBstab 1, fiir den anschlieBenden Abschnitt wieder mit Hilfe der
Zahl ¢;:

| 81
AR I
Der Abschnitt reicht bis zur Stelle oy:
& £5\2
Floa) =2 o) = (2) - (o).
1 1

Allgemein erhalten wir:

€

Flongq) = (f) R UCHE
1
Die Zwischenwerte und MaBstibe werden geglittet.
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Beispiel: In Abb. 5 ist die Funktion § = 1«? im Bereich o = 2... 15

unter Benutzung der Werte ¢; = % und ¢, = § dargestellt. Der Rechnungs-
gang ist in der folgenden Ubersicht wiedergegeben.
Wert, Berechnet Gegliattet
oy =2 2
2 1 1
1= T T=7 0,4
o
— .9 =2
Oy 1 ) 4
4 1 4
Ay = 5 T T3 0,15
92 81 -]
= Z) L2 =22
% <4) 8 10
4\2 1 16
fo = (§) - 5=2 0,08
93 729
= (3 2= 20
120
7704
700- /
700 20
e T el T T,
70 4 L
604
504
50
40 42
30 30
20
20 - [
79 L1707 é
a =
/
s47
4
2
2 3 4 5 6 7 8 9 f0 M 12 13 W 75

Abb. 5. Wahl der giinstigsten Zeicheneinheit. MaBstab /5.

——————————— O,
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Die Darstellung liefert die Funktion # in allen Abschnitten mit der
notwendigen Genauigkeit; die Teilungslingen stimmen auf beiden Achsen
anndhernd iiberein, das Zeichenblatt ist also ungefahr quadratisch. Es er-
gibt sich daher die giinstigste Genauigkeitsverteilung, wenn die einzelnen
Kurvenstiicke unter etwa 45° gegen die x-Achse ansteigen. Die in den An-
wendungen auftretenden Funktionen lassen sich unter AusschluB der
Stellen f'(«) = 0 stets in monotone Abschnitte der behandelten Art zer-
legen.

Bisweilen ist eine Abschatzung des giinstigsten MaBstabes 4
auf anderem Wege rasch durchfithrbar. Wir bestimmen den
Mittelwert

1 2 1 [da
MA) = ——Jddoa=——— [ —
@ &g — &y xy— 0oy | f(&)
im darzustellenden Bereich «, ... &, Im Beispiel der Funktion
f=14a? folgt aus f'(x)=a, (%x = In Z-Z der Mittelwert
1

%y

ML) == ” In %3; wir erhalten in guter Ubereinstimmung mit
2 & 1
den oben angegebenen Werten:
x= 2... 4, M@A)= § n2 =0,35,
o= 4...10, M) = 4 In2,5 = 0,15,
x=10...20, MA) =5 In2 = 0,07.

Es ist moglich, die verschiedenen Darstellungen derselben
Funktion in Beziehung zueinander zu setzen, etwa die in Abb. 2
und 5 gegebenen. Man hat sich die Vorstellung gebildet, die
Zeichenebene der Abb. 2 habe in den einzelnen Parallelstreifen
(2...8, 8...50) eine Verzerrung erfahren. Der Streifen
2. .. 8 erscheint in Abb. 5 gedehnt, die anderen Streifen werden
gedrangt. Diese Vorstellung kann iiberhaupt auf Teilungen der-
selben Veranderlichen iibertragen werden; so entsteht Abb. 2
aus Abb. 1 durch Verzerrung in Richtung der Ordinaten. Die Zu-
ordnung der Fig. 2 und 5 146t sich derart kennzeichnen, daf} die
eine als Bild der anderen angesehen wird. Im vorliegenden Falle
wirkt sich die Abbildung der einen Zeichenebene auf die andere
in gleichméBigen Verzerrungen aus, die Zuordnung ist einfachster
Art. Bei Ubergang zu allgemeinen Abbildungen werden die Vor-
teile der hier angebahnten Anschauung deutlich hervortreten,
und wir werden die Begriindung nomographischer Tafeln stets
auf diese Vorstellung zuriickfiihren,



12 Grundlagen der Darstellung.

§ 3. Kurvendarstellung im Polarnetz.

Stellt eine der Veréinderlichen in der Funktion F(«x, f) = 0
einen Winkel oder eine auf Winkel zuriickfiihrbare Gréfe dar
(z. B. die Zeit, Ausschlige von MeBinstrumenten u. dgl.), so ist
haufig die Wiedergabe des Zusammenhanges in einem Polar-
koordinatensystem (r, p) angezeigt. Polarpapiere sind im Handel
zu beziehen und vielfach den speziellen Zwecken angepafit.

So bedient man sich in der Beleuchtungstechnik bei der Aufzeichnung
von Lichtverteilungskurven besonders vorbereiteter Blatter. Ferner ist
in der Meteorologie die Anzahl der verwendeten Polarpapiere sehr grof,
bei denen die Winkelteilung auf die Himmelsrichtungen, Zeitstunden,

Monate, geogr. Breite und anderes Argumente zuriickgefithrt wird. Alle
diese Darstellungen haben den Vorzug besonderer Anschaulichkeit.

Die Zeicheneinheit derjenigen GroBe (f), die der Lange r
des Fahrstrahles zugeordnet wird, kann unter den gleichen Ge-
sichtspunkten gewihlt werden, die fiir ein rechtwinkliges Netz
entwickelt worden sind; die Darstellung der anderen Variablen,
{«), durch einen Winkel bedarf aber einer kurzen Erorterung.
In vielen Féllen der Praxis, in denen & selbst einen Winkel be-
deutet, wird &« unmittelbar durch ¢ dargestellt: @ = a; eine
MafBstabsangabe eriibrigt sich. Bisweilen ist jedoch eine gréBere
Zeicheneinheit zu wahlen. Erfolgt die Anderung von & etwa nur
im Bereich 0°...90° so koénnen die Winkel ohne weiteres in
vierfacher VergroBerung gezeichnet werden: ¢ =4-«&. Der
Verhiltniswert, im Beispiel die Zahl 4, tritt als reine MaBstabs-
groBe auf. (Abb. 6 und 7.) Die Vorstellung, Abb. 6, werde einer
Verzerrung: unterworfen, vermittelt im vorliegenden Falle den
Ubergang von Abb. 6 zu Abb. 7 mit besonderer Anschaulichkeit:
wir denken die Ebene Abb. 6 um O ficherartig entfaltet; die
einzelnen Punkte der Ebene wandern dabei auf den Kreisen
f = const. Die in Abb. 6 eingezeichnete Gerade g geht in die
Kurve ¢’ der Abb. 7 iiber.

Bei Anderung der Zeicheneinheit E(f) erfahrt das Zeichen-
blatt von 0 aus eine allseitige Dehnung in Richtung der Radien;
jeder Punkt durchwandert dabei den Fahrstrahl, auf dem er
vor der Verzerrung liegt.

Wenn wir auch in diesem Falle die Zuordnung der beiden
Figuren als Abbildung ansprechen wollen, ist es zweck-
miBig, den eingangs gegebenen Begriff: ,,Bild einer Zahl®“ zu
erweitern. Nachdem urspriinglich die Strecke als Bild einer Zahl
eingefiihrt war, kam weiterhin dem (freien) Endpunkte der
Strecke die wesentliche Bedeutung des Bildes zu. Ebenso wollen
wir an dieser Stelle nicht den Winkel ¢, sondern seinen (freien)
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Schenkel als Bild der Zahl « ansehen. Dementsprechend hat
als Bild der Zahl § der Kreis mit dem Radius r = f - E(f) mm
zu gelten. Zahlen werden durch Linien abgebildet; die
Teilungen dienen im ein-
zelnen Falle nur dazu, die
Bezifferung der Glieder
in Linienscharen zeich-
nerisch aufzunehmen.
Unter demselben Ge-
sichtspunkt lesen wir
auch die Darstellungen
Abb. 1, 2 und 5. Bild der
Zahl « ist die Parallele
zur Ordinatenachse, die
auf der Abszissenteilung
durch den mit & beziffer-

Abb. 7. Verzerrung eines Polarnetzes.

ten Punkt hindurchgeht. Das Entsprechende gilt fiir . Die
Linienschar, die eine Zahlenfolge & darstellt, werden wir stets
symbolisch als Kurven (x) bezeichnen?).

1) Ein besonderes Symbol erweist sich als notwendig. Die in der
Flichentheorie iibliche Art, die Linien %= const als »-Linien zu bezeichnen,

versagt in der Nomographie, da in den Anwendungen zumeist mehr als
zwei Scharen auftreten.
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Wird allgemein der MaBstab 1 fiir die Winkel zugrunde gelegt, so
wird der Winkel o = @durch den Vollwinkel abgebildet. Das Bild des

Winkels « gelangt also, wenn « den Wert ;O iiberschreitet, mit Bildern

zur Deckung, die fritheren Werten &« zugehéren. Auf Grund von Vor-
stellungen, die der Funktionentheorie entlehnt sind, denken wir die Bild-
ebene mit mehreren Belegungen bedeckt. (Vgl. hierzu Abb. 3.) Durch
geeignete Bezifferung lassen sich auch im Polarnetz die einzelnen Belegungen
kennzeichnen. — Die Zeicheneinheit fiir eine GroBe o, die nicht unmittel-
bar einen Winkel bedeutet, kann in praxi einfach durch K(x) = n° ge-
geben werden; driickt man E(x) im BogenmafB aus, so hat die Zeichen-
einheit die Dimension einer Zahl

Es ist fiir ein Polarnetz wesentlich, daf die Ablesegenauigkeit
des Wertes & vom Radius 7, also von § abhiingt. Auf Grund der
1
7; die
Schwelle s auf dem Kreisbogen mit dem Radius r gehért dem

Beziehung ¢ = 1- & ist der Winkel 1 das Bild der Zahl

Winkel% zu; also ergibt sich in der oben gewahlten Bezeichnungs-

. 8
weise (S. 8) A« =T

§ 4. Die Funktionsleiter.

Betonen wir in erster Linie das Ziel, eine Rechenzeichnung
zu entwerfen, so kénnen wir unter Verzicht auf die sinnfillige
Anschaulichkeit, die einem Kurvenbilde innewohnt, ein wert-
volleres Hilfsmittel gewinnen. — Es werde im Beispiele f = § «?
der Wert 8 = 30, der zu & = 7,75 gehort, wiederholt gebraucht;
wir konnen dann die jedesmalige Ablesung an der S-Teilung
vermeiden und auf der a-Teilung selbst bei 7,75 den Wert § = 30
festlegen (Abb. 8). Wird die entsprechende Konstruktion fiir
andere Werte 8 durchgefiihrt, so ergeben sich auf dem Trager
zwei Teilungen: jeder Punkt des Trigers ist als Bild eines Werte-
paares (&, ) anzusehen. Man nennt diese Art der Darstellung
eine Doppelskala oder Doppelleiter!). Die Kurve und das
Millimeternetz, die beide zur Herstellung der Doppelleiter gefiihrt
haben, werden nun unterdriickt, und wir erhalten die in Abb. 8b
gesondert gezeichnete Darstellung. Die vorliegende Konstruktion
kann an jedes empirische Kurvenbild angeschlossen werden; um
zu vermeiden, daB die Koordinatenlinien die Kurve unter sehr
spitzen Winkeln schneiden, ziehen wir zweckmaBig die Ergebnisse
des § 2 heran.

1) Die sehr gliickliche, von Luckey befiirwortete Bezeichnung hat
allgemeine Aufnahme gefunden.
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Wihrend die Zahlenwerte f in gleichen Schritten folgen,
sind die Abstinde der zugehdrigen Bildpunkte untereinander
verschieden, sie nehmen im vorliegenden Beispiele mit wachsen-
dem f ab. Eine spatere Untersuchung (S. 48) wird zeigen, da8
innerhalb kleiner Zeichenintervalle die Interpolation mit hin-
reichender Genauigkeit wie auf einer regelmafligen Teilung er-
folgen kann.

Wir haben durch die in Pfeilrichtung ausgefiihrte Konstruktion
die Werte  auf der regelmiBigen x-Teilung festgelegt; fixieren
wir umgekehrt die

Werte « auf derregel- a ¢ @ da
miBigen f-Teilung, 50 5010 ~70
so ergibt sich die in 4 "
Abb. 8¢ gesondert ge- [,
zeichnete Doppellei-
ter derselben Funk-
tion. -8
Der wesentliche .
Vorzug der Darstel- -7
lung Abb. 8b beruht i
darin, daB die Zei- ¢
cheneinheit & (8) kei- - §
ner Untersuchung be- [y
darf. Wenn der Be- 3
reich «, ... &, des Ar- c 2

gumentes auf einem
Zeichenblatt vorge-
schriebener Abmes- Ay g, Doppelleiter und Funktionsleiter einer
sung darstellbar ist, gegebenen Kurve.

so ist damit zugleich

auch der Bereich der Abhiangigen den GroéBenverhaltnissen des
Blattes angepafBt. HEs 1iBt sich ferner leicht zeigen, dafBl die
Ablesegenauigkeit der Funktion an allen Stellen einer Doppel-
leiter vollig der Rechengenauigkeit entspricht. In manchen
Fallen erscheint es zweckmifBig, die in Abb. 8a angedeutete
Konstruktion dahin abzuindern, dal die Werte o und £ an der
Kurve selbst fixiert werden, die dann Triager der entstandenen
Leiter ist (z. B. Abb. 16).

Eine bedeutsame FErweiterung gewinnen wir, wenn wir in
einer Doppelleiter die regelmiBige Teilung unterdriicken (Abb. 8d);
die {ibrigbleibende Darstellung heit Funktionsleiter (Funk-
tionsteilung), ihr Aufbau wird durch die Funktion g = § a2



16 Grundlagen der Darstellung.

bedingt, zahlenm#Big findet jedoch nur das Argument & einen
Ausdruck; es ist sogar nicht ohne weiteres moglich, dieser Dar-
stellung den Wert § zu entnehmen. Trotzdem beruht das Wesen
der Nomographie gerade auf der planméaBigen Verwendung von
Funktionsleitern, wie die §§ 5 und 6 vorbereitend darlegen werden.

Auch auf Leitern lifit sich die Vorstellung der Verzerrung
iibertragen. In Abb. 8b hat die regelmaBige S-Teilung eine Ver-
zerrung derart erfahren, dafll die Zeichenintervalle gedringt
werden; in Abb. 8c (bzw. 8d) erscheinen die «-Intervalle von
& =0...5 gedringt, von « = 5 ab gedehnt.

Anstatt die Doppelleiter und Funktionsteilung konstruktiv
an ein Kurvenbild anzulehnen, koénnen wir die Ordinaten
unmittelbar auf dem Triager einzeichnen und die (freien) End-
punkte nach & beziffern. Die Zeicheneinheit E(f), in der die
Abb. 8a entworfen ist, heifit auch Zeicheneinheit der Funktions-
leiter. Wir gelangen damit zu einer neuen Erklarung der Funk-
tionsteilung: eine Leiter der Funktion f(«) wird in der
Zeicheneinheit ! mm hergestellt, indem auf einem
Trager die Strecken I- f(«) mm gezeichnet und die End-
punkte nach dem Argument & selbst beziffert werden.

Als Beispiel moge die Funktion log « dienen, die in der Nomographie
ausgedehnte Anwendung findet (Abb. 9). Wir entwerfen eine logarith-
mische Leiter von « in der Zeicheneinheit 100 mm, indem wir die Strecken

z =100 - log « mm zeichnen. Da log 1 = 0, ist das Bild der Zahl x =1
also der 0-Punkt des Trigers; aus log 10 = 1 folgt, daBl der Punkt o = 10

L

| | |

t<-10010g 2~361mm>"

700109 3= 457 mm ——=

;e-———————— 700-/og 70 =700mm.Zeicheneinhert ————=>
Abb. 9. Aufbau der logarithmischen Leiter. MaBstab /.

1 2 3 Y
| |
I
|

—_——a

in 100 -1 = 100 mm Entfernung vom O0-Punkt liegt. Dementsprechend
ergibt sich das Bild der Zahl &« = 2, indem die Strecke z = 100 - 0,301 mm
= 30,1 aufgetragen wird. (Abb. 9.) Der Aufbau der Leiter log « ist vom
Rechenstab her bekannt; die Zeicheneinheiten betragen dort 250 mm,

125 mm und 83,3 mm.

Es sei besonders darauf hingewiesen, dafl die Angabe der
Zeicheneinheit einer Leiter sich stets auf die gezeichneten Funk-
tionswerte, nicht auf die Schritte des angeschriebenen Argumentes
erstreckt. Wir wollen daher bei allen Zahlenwerten, die sich auf
Leitern beziehen, aach in der Ausdrucksweise sorgfaltig zwischen
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den (gezeichneten) Teilungslingen und den (dargestellten) Werten
& unterscheiden, indem wir im ersten Falle von metrischen,
im anderen von numerischen Angaben sprechen.

Die regelmafigen Teilungen kénnen wir in diesem Zusammen-
hange als spezielle Funktionsleitern ansehen. Um sie unter an-
deren Skalen besonders hervorzuheben, werden wir sie bisweilen
mit reg «, reg § bezeichnen.

Nimmt man die Zeichnung einer Funktionsleiter in Anlehnung an ein
Millimeternetz vor, so 148t sich bei einfachem Wert [ eine durch 7 bestimmte
Anzahl von Millimeterstrecken fiir das Auge zu einer Einheit zusammen-
fassen. In anderen Fillen gewinnt man die gesuchte Teilung durch Pro-
jektion aus einer leichter herstellbaren Leiter nach dem bekannten Re-
duktionsverfahren. So wiirde z. B. die Leiter 173 - log « mm aus der vor-
handenen Teilung 200 - log &« mm entstehen, wenn die beiden Tréager parallel
im Abstande % (200 — 173) = 27 -n mm angeordnet werden und das
Projektionszentrum C von der gesuchten Teilung den Abstand 173 » mm,
von der erzeugenden den Abstand 200 » mm hat. Falls die Leiter iiber
eine grofe Teilungslinge zu erstrecken ist, wahlt man zweckmaBig unter
Verschiebung der erzeugenden Skala abschnittsweise neue Projektions-
zentren. Ebenso bekannt ist die Verwendung des Reduktionszirkels, der
in den iiblichen Ausfithrungen die Einstellung der Verhéltniswerte 3. .. 10
ermoglicht. — Bei ungiinstiger Lage des Punktes C gehen wir von zwei
leicht herstellbaren, parallelen Teilungen z; = I, » f () mm, z, = [, * f(¢) mm
aus, §, <1 <ly, (Abb. 10); betrigt der Abstand der beiden erzeugenden
Teilungen d mm, so ergeben sich die Ab-

stinde der gesuchten Leiter von ihnen: L, fler)
. Lf(e)
P —1 L, fled) 1
Cyg =d — 2 mm 44
L —1
und
-1 R
— . 3
¢y d A mm 3

N

Sobald es sich um Funktionen f(«)
handelt, die in hinreichend kleinen ,{
Schritten der Unabhingigen tabel- o4+—— 1
larisch festliegen, fithrt die unmittel- 0
bare Einzeichnung nach der Tabelle
am schnellsten zum Ziele. Andern-
falls gewinnt man aus wenigen Werte-
paaren ein Kurvenbild, das gemafB
Abb. 8a gestattet, die Unterteilung
weitgehend zu verdichten. Dieses Verfahren 148t sich als Verall-
gemeinerung der graphischen regula falsi auffassen.

Der besondere Vorteil der skalaren Darstellung besteht in
der ihr anhaftenden Okonomie; der Inhalt zahlreicher Kurven-
blatter kann auf einem Zeichenblatt mit Doppelleitern ver-
einigt werden. Gerade im Hinblick auf die praktischen Bediirf-

—

o

a

Abb. 10. Reduktion
der Zeicheneinheit.

Schwerdt, Nomographie. 2
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nisse der einfachen Herstellung und Vervielfiltigung einer Tafel
ist die Doppelleiter dem Kurvenbilde zumeist iiberlegen. Be-
deutsamer ist die Okonomie in mathematischer Hinsicht. Die
Kurve' gibt eine Darstellung .der einfachen Mannigfaltigkeit
B =1f(x) im zweidimensionalen Gebiet. Indem wir bei der
skalaren Darstellung die einfache Mannigfaltigkeit auf einen
linearen Trager (Gerade oder Kurve) abbilden, ist uns der Uber-
gang zu Funktionen zwischen mehr als zwei Verdnderlichen er-
leichtert.

§ 5. Das Funktionsnetz.

Auf die Verzerrung einer Teilung werden wir noch in einem
anderen Zusammenhang gefithrt. Wir denken das Zeichenblatt
(Abb. 11) in seinen einzelnen Teilen beweglich; es ist dann mog-
lich, die vorgelegte Kurve I, die ein Bild der Funktion § = { «?2
ist, in die Gerade !’ iiberzufilhren. Dies kann etwa in der
Art geschehen, daBl der Punkt P, (& =8, f = 32), parallel zur
o-Achse bewegt wird, bis er in die Lage P’ gelangt; seine Bahn

o ist durch einen Pfeil

0234 5 5 7 & 9 10 kenntlich gemacht.
—————> Die durch f=32
bestimmte Koordina-
tenlinie hat sich bei
der Verzerrung nicht
geandert, damit aber
P die Ablesung des
g Wertes o« = 8 auch
A « in der Endlage P’ er-
20 i folgen kénne, miissen
__ g wir uns vorstellen,
die durch & = 8 be-
« stimmte Koordina-
. tenlinie g sei bei der
r | —>c Bewegungmitgefiihrt
0 7 2 3 4 5§ 6 7 8 9 1 worden und in die
Endlage ¢’ gelangt.
(Der Wert o = 8 ist
am oberen Rande der
Abbildung vermerkt.) Die entsprechende Konstruktion nehmen
wir fiir andere Punkte vor, wie dies in Abb. 11 fir o« = 2, 3, 4
und 9 angedeutet ist. Das Zeichenblatt erfihrt auf diese Weise
eine ungleichméfige Verzerrung in «-Richtung; die regelmaBige
&«-Teilung geht in eine Funktionsteilung iiber, die mit der in

50

40

Abb. 11. Streckung einer Kurve. Verzerrung des
Koordinatennetzes.
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Abb. 8d dargestellten iibereinstimmt. Dieses Verfahren, das sich
auf jede vorgelegte Kurve anwenden 148t, bezeichnet man kurz
als Streckung einer Kurve.

Die vorliegende Verzerrung kann als ein erstes Beispiel fiir
den Nutzen von Funktionsleitern dienen. Nehmen wir etwa am
Punkte P’ die Ablesung der zusammengehérigen Werte (&, f) vor,
so ist es vollig belanglos, zu wissen, wie gro8 die gezeichnete Ent-
fernung zwischen den Punkten 0 und 8 der oberen Leiter ist, es
kommt vielmehr allein darauf an, den Zahlenwert des Argumentes
o zu ermitteln.

Wir kénnen die Streckung einer Kurve auch derart vornehmen, daf
unter Erhaltung der «-Teilung die Verzerrung sich in f-Richtung aus-

6 AR
6 ,__/5’//
PL—T %
5 I
4 / P &
3 “ e —7ﬂ
h L’ // ’
- g
2‘ A
7 g
0 7 ¢ 3 ¥ 5 & 5 4 327
o o

Abb. 12. Streckung einer Kurve. (Allgemeinerer Fall.)

wirkt; die Kurvenpunkte werden dann in vertikaler Richtung bewegt.
Schlieflich kann eine Anderung des Zeichenblattes in beiden Richtungen
vorgenommen werden. Unsere Vorstellung, das Zeichenblatt erfahre mit
seinen Koordinatenlinien und seinem gesamten zeichnerischen Inhalt eine
Verzerrung, hat den Vorzug, jeder noch so allgemeinen Streckung ein an-
schauliches Geprige zu verleihen: wir kénnen jeden Kurvenpunkt nach
jedem beliebigen Punkt einer vorgelegten Geraden verschieben, wenn wir
nur die beiden Koordinatenlinien jeweils mitfithren. Damit die Verzerrungen
aber sinnvoll seien, werden wir fiir die Bahnen gewisse GesetzmiBigkeiten
vorschreiben. Wir werden diesen Gegenstand in Abschnitt IIT eingehend
behandeln. Im Beispiel der Abb. 12 gehen die Bahnen durch einen festen
Punkt R hindurch.

. Besonderheiten treten auf, wenn die darzustellende Funktion im ver-
gelegten Bereich mehrdeutig ist oder Maxima und Minima aufweist. Abb. 13
gibt ein Beispiel zweiter Art. Je zwei Punkte P; und P, liegen auf derselben
Linie 8-const; nehmen wir die Streckung unter Erhaltung der Linien (f)
vor, 80 miissen in P’ zwei verschiedene Vertikallinien zusammenfallen
(z. B. =1 und &« =9). Die unter der Figur angegebene Funktions-
teilung von « ist daher doppelt belegt, und in der Bezifferung kommt
deutlich zum Ausdruck, daB zu jedem gegebenen Wert § zwei Werte o
gehoren, mit Ausnahme des Falles & = 5, f = 5. Erfolgt die Streckung

i
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unter Erhaltung der Linien (&), so miissen wir uns vorstellen, da sowohl
der Punkt P; als auch der Punkt P, die Linie § = 3 mitfiihrt; die ver-

zerrte f-Teilung enthilt jeden
3 Wert # zweimal mit Ausnahme
5 ] des Wertes f = 5. — Bei mehr-
o deutigen Funktionen lassen
sich die Verhiltnisse auf die
soeben besprochenen leicht zu-
. riickfiihren.

1 ] Das Wesentliche bei der
. Streckung einer Kurve liegt
darin, dal das gesamte Ko-
ordinatenblatt eine Verzer-

g T, 232 rung erfahrt: an Stelle des
0 9 875 regelmafigen Millimeter-

Abb. 13. Streckung einer Kurve. Doppel- n.etzes entsteht ein Funk-

deutigkeit der verzerrten o-Leiter. tionsnetz. Wir koénnen

nun unmittelbar von der

Herstellung eines Funktionsnetzes ausgehen; als Beispiel diene
die Funktion f = { a2

In einem rechtwinkligen, kartesischen Koordinatensystem
(2, y) stellen wir auf der z-Achse die Funktionsleiter x = &2 in
beliebiger Zeicheneinheit her und nehmen zugleich die Einzeich-
nung der zugehérigen Koordinatenlinien (x) vor. Der Aufbau des
Netzes ist dann derart, daB die zur z-Achse senkrechten Koordi-
natenlinien (x) mit wachsender Abszisse immer grofer werdende
Abstande aufweisen, wihrend die zur y-Achse senkrechten Linien
(B) in stets gleichen Absténden folgen; das Géfiige ist im oberen
linken Teile der Abb. 11 angedeutet.

Wenn wir jetzt in das entstandene Netz die Wertepaare
(¢, B) als Punkte einzeichnen, so kommt die numerische Zu-
ordnung der Werte & und f zwar in den angeschriebenen Be-
zifferungen der Achsen zum Ausdruck, der geometrische Verlauf
der Bildkurve wird aber durch die Beziehung zwischen den Ko-
ordinaten x und ¥ bedingt; ersetzen wir & und f in der Funktion
durch die Koordinaten, x = &2, y = 1-f, so ergibt sich die

Gleichung der Bildkurve: y = —;—x (In Abb. 11 ist 1 = 2.)

Ein Funktionsnetz, das in der Nomographie von fundamentaler
Bedeutung ist, wird durch die logarithmischen Achsenteilungen
definiert. Abb. 14 stellt einen Ausschnitt aus dem sog. doppelt-
logarithmischen Papier dar, dessen Achsen die Funktionsleitern
2 = log &« - 100 mm und y == log § - 100 mm tragen. Wollen wir
die Funktion f = } &2 in diesem Netz darstellen, so ergibt sich

1
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1
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nach Logarithmierung log g =2 - log & — log 2, wir erhalten also
als Bild die Gerade y = 2 -2 — 30,1.

Im allgemeinen Falle konnen wir eine der beiden Achsen-
teilungen beliebig vorschreiben, etwa x = = (). Wenn das Bild
der Funktion F' (x, f) = O eine Ge-
rade werden soll, so ergibt sich eine 4‘(75
Gleichung y =a-x(x) 4+ b; aus
dieser Gleichung und F =0 lilt ,,
sich & eliminieren, und wir erhalten X
somit die zugehorige Teilung der 7
y-Achse: y = y (f). 25

Die Funktionen z = z(x) und
y =y (f) geben an, in welcher Weise
ein regelmiBiges Netz («, /) in das
Funktionsnetz (x, y) = abgebildet
wird, sie heilen Verzerrungs-
gleichungen.

2
7|
16 -
%4

12

Die vorliegenden Abbildungen schei- 71 72 14 16162 35 3 35
nen sehr allgemeiner Art zu sein, wenig-
stens erkennen wir schon jetzt, dal sie Abb. 14. Doppelt-logarithmisches
weder konform zu sein brauchen, noch Funktionsnetz. MaBstab %/s.
zu jenen gehoren miissen, die aus der
Perspektive bekannt sind. Wir werden in den folgenden Abschnitten
jedoch erheblich allgemeinere Verzerrungen benutzen; die erorterten weisen
die Besonderheit auf, daB parallele Koordinatenlinien bei der Verzerrung
parallel bleiben, eine Einschréinkung, auf die wir spéter verzichten werden.
Bei der Abbildung eines regelmiaBigen Netzes erweist es sich bisweilen
als vorteilhaft, eine Kurve [ in einen Kreis iiberzufiihren. So ist es nahe-

2 2
liegend, die Ellipse gz— -+ % = 1 durch Wahl der Achsenteilungen z = « - b,

y=4p8-a in den Kreis 22 + y? = (a b)? zu verwandeln, besonders dann,
wenn sich die gegebenen Werte ¢ und b leicht darstellbaren metrischen
Zeicheneinheiten anschmiegen.

§ 6. Wahl der Verinderlichen.

Die bisher erérterten Darstellungsweisen, die wir anschaulich
als Verzerrungen gedeutet haben, lassen sich formal unter einem
anderen Gesichtspunkt betrachten, der fiir die Ausdrucksweise
und den raschen Ansatz einer Umformung bisweilen eine Er-
leichterung bedeutet.

In der Dynamik des starren Korpers stellt man die Abhéngig-
keit des Triagheitsmomentes J in bezug auf eine durch den Punkt 0
gehende Gerade dar, indem man auf jeder durch 0 gehenden Rich-

tung den Wert Vrlj abtriagt; die Endpunkte dieser Strecken er-
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fiillen dann eine Flache, die als Tragheitsellipsoid bekannt ist.
Die Gedankenkonstruktion bedient sich iiberhaupt nicht der

1 .,
GroBe J, sondern allein des Wertes W - Die Uberlegung beruht

also darauf, daf} fir den funktionalen Zusammenhang die ab-
hingige Variable geeignet gewihlt wird.

Weitere Beispiele lassen sich leicht anfithren. Die elektrische Leit-

fahigkeit eines kreisrunden Drahtes wird durch die Beziehung v = g . % - d?

angegeben. Stellen wir fiir Drihte bestimmten Materials (¢ = const) und
derselben Lénge (I = const) die Leitfahigkeit v in Abhangigkeit vom Durch-
messer d dar, so ergibt sich als Bildkurve eine Parabel. Wir kénnen als un-

abhéngige Veranderliche aber auch den Querschnitt ¢ = %dz wéhlen,
dann fithrt die Funktion » = (%) - ¢ im regelmiBigen Netz (¢, v) auf eine

Gerade. Diese in der technischen Literatur hiufig hervortretende, rein
formale Auffassung der zugrunde liegenden Abbildung erscheint besonders
in den Fallen berechtigt, in denen fiir ein und dieselbe Veridnderliche meh-
rere MaBsysteme bestehen. So bieten sich im letzten Beispiel die beiden
Moglichkeiten, die Abmessungen des Drahtes durch Querschnitt und
Durchmesser anzugeben, zwanglos dar. — Bekannte Beziehungen aus der
Physik seien nur kurz erwihnt. Man weifl, welche Vereinfachungen sich
bei Benutzung der absoluten Temperatur 7' an Stelle der gemessenen
Celsiustemperatur in allen rechnerischen Entwicklungen ergeben; auch die
Einfithrung der Gasmenge 1 Mol stellt eine besondere Wahl der verinder-

75 lichen Gréfie dar. — Die Hohlspiegelgleichung % -+ % = %
1 geht in die einfache Newtonsche Form «.f = f* iiber,
70 wenn wir Bild- und Gegenstandsweite auf die Lage des
] Brennpunktes .beziehen.

51 Durch geeignete
e ] Wahl der Verdn-
$ ~derlichen hat XK.

g 0 :
S Hoecken eine
] schéne Darstellung
[‘5 y der Zeitgleichung
entworfen. In den
-19-] Tabellen wird die
Abb. 15. Zeitgleichung ab- Zeitgleichung f zu-
-75] hingig vom Datum. meist abhéngig vom

Datum o« angege-
ben. Abb. 15 zeigt in einer Skizze den Verlauf. Mit dem Datum
zugleich @ndert sich die Deklination der Sonne, und es ist daher
méglich, die Zeitgleichung § in Abhéngigkeit von der Deklination ¢
darzustellen. (Abb. 16.) Da zu jedem vorgeschriebenen De-
klinationswert i. a. zwei Werte § gehoren, wird die Eindeutigkeit
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der Darstellung erst durch Anschreiben der Datumsziffern erreicht;
wir gewinnen damit den Vorteil, dafl sich dem Kurvenbilde der
Zusammenhang zwischen drei Gréfien, der Zeit, der Deklination
und der Zeitgleichung entnehmen 1a8t.

Unter dem Gesichtspunkt, einem Kurvenbild geeignete Ver-
anderliche zugrunde zu legen, 143t sich eine besondere Darstellungs-
art elementar einfithren. Wir konnen

[

e i ""a im Beispiel f=3a? den Wert B
1 0,5 0,5 &
2 9 1 als neue Verianderliche y ansehen, die
3 4.5 1.5 wir fiir jedes Wertepaar («, f) einzeln,
4 8 2 etwa durch Nebenrechnung, ermitteln.
5 12,5 95  Tragen wir nun die Werte y als Or-

. . dinaten zu den Abszissen z = & auf,
usw. so erhalten wir als Bildkurve offenbar

eine Gerade, namlich y = }-x. Nach

dem Vorgange Piranis bezeichnet man diese Darstellungs-

f

weise als Darstellung iiber " als Ordinate. Sie hat zwar

den Vorzug, ein geradliniges Kurvenbild zu ergeben, gestattet aber
nicht unmittelbar die Ablesung des Wertes 5. In welcher Weise
sich das Verfahren verallgemeinern lafit, zeigen die Funktionen
ff=a-+al+b-a’, (g >r). Nach Division durch &" ergibt sich

7]
% =a-al""+ b. Die Variablen x = a?" ", y = g fithren auf
das geradlinige Kurvenbild y = a - # + b. Die zugrunde liegende
Verzerrung « = &1°7, y = [?:&" wird an spiterer Stelle im Zu-
sammenhang mit anderen Fragen auftreten.

Die Streckung einer Kurve im Funktionsnetz hingt eng mit
der Konstruktion einer Doppelleiter zusammen. Handelt es sich
lediglich um die Darstellung der Abhingigkeit f = f(x), so ist
es gleichgiiltig, in welchem Aufbau die Leiter fiir die unabhéngige
GroBe gegeben wird. Durch geeignete Wahl einer Funktions-
teilung fiir o 148t sich in zahlreichen Fallen die Herstellung einer
Doppelleiter f = f(«) wesentlich vereinfachen.

Fiibrt die Streckung der vorgelegten Kurve auf die besondere
Gerade y =1-x 4 const oder y = — 1.z + const, was in jedem
Falle durch passende Wahl des Maf3stabes erreicht werden kann,
so haben die zusammengehérigen Bereiche von « und § gleiche
Teilungslangen, und die Doppelleiter ergibt sich allein durch Auf-
einanderlegen der Leitern. Anstatt mit Hilfe der Funktions-
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leitern = = z(x) und y = y(f) das Netz der Koordinatenlinien
(¢) und (B) zu konstruieren, zeichnen wir auf einem beliebigen
Trager unmittelbar die Leitern z =« und z =y. Dann ist die
Darstellung der Funktion § = f(«) durch eine Doppelleiter er-
reicht. Dieses Verfahren gewihrt insofern wesentliche Vorteile,
als die Berechnung oder Konstruktion der Leiterfunktionen z(x)
und y(f) oft erheblich einfacher geleistet werden. kann als die
Berechnung der Wertepaare (x, ) aus der Funktion f. Der Leser
wird erkennen, daB diesem Verfahren eine sog. Parameterdar-

stellung einer Funktion zugrunde liegt.

Beispiel 1. Die Doppelleiter f = + J7? — &® laBt sich an regel-
méaBiger «-Teilung mit Hilfe der Bildkurve, eines Kreises, leicht herstellen,

wobei allerdings fiir absolut kleine Werte die Kon-
struktion durch Rechnung erginzt werden muB.
(Abb. 17a.) Einfacher gestaltet sich der folgende
Weg. Durch Umformung der gegebenen Funktion

ergibt sich f? =—a?+ 7% Im Funktionsnetz
z =2, y = f2 wird die Funktion durch die Ge-
rade y = —ux + r? dargestellt. Wir nehmen nun

unmittelbar die Zeichnung der Doppelleiter vor,
indem wir die Teilung z = (x =) «? herstellen und
auf demselben Triger die Leiter z = (y =) —x + r?
entwerfen, d. h. aber, da beide Teilungen in ihrem
Aufbau iibereinstimmen, von z = 72 ab dieselbe
Teilung in umgekehrter Richtung auftragen. Es
handelt sich also lediglich um die einmalige Er-
mittlung der Werte «%; da diese tabellarisch fest-
liegen, kann die Herstellung der gesuchten Doppel-
leiter ohne Rechnung oder Konstruktion erfolgen.
(Abb. 17b.)

Beispiel 2. In der Beleuchtungstechnik wer-
den photometrische Ergebnisse sowohl in mittleren
sphirischen Kerzen K, als auch in mittleren

horizontalen Kerzen K, ausgedriickt. Fiir Unter-

suchungen der Wirtschaftlichkeit ist vielfach die

Watt
K

Umrechnung der Werte
0

f o« f o
0755 0,5
2 l 1
2
314 7
5l
4—+3
-2 413
1 .
-2
L1

5-1-0 510
LFET lreg e [
a b

Abb.17. Doppelleitern
&?+ $2=25 in ver-
schiedenem  Aufbau.
(Teilungsfunktion.)
Mafstab %/s.

. Kh . .
(=p) in Watt (= &) erforderlich, wobei

fiir Wolframdrahtlampen 1 K, = 0,8 K, angenéhert gilt: § = 1 Die

0,8 -«

100
Teilung « = - mm kann unmittelbar einer Tabelle entnommen werden,

die Einzeichnung der regelmaBigen Teilung y = f - 80 mm ist wegen der
glatten Zahl 80 gleichfalls leicht durchfiithrbar. — Ebenso einfach gestaltet

sich die Verwendung logarithmischer Leitern:

z = log & - 100 mm,

y =log f+-100 mm; die Beziehung lautet dann y = -—z + 100 - log 1,25.
Wir zeichnen also die Leiter log o und tragen vom Punkte mit der Be-
zifferung 1,25 dieselbe Teilung in umgekehrter Richtung auf!). Da man

1) In dieser Weise sind die Lichtstromtafeln von A. R. Meyer ent-

worfen. E.T.Z. Bd.43. 8.778, 1922.

z
J
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sich vorgedruckter Teilungen bedienen kann, ist die vorliegende Aufgabe
auf rein mechanischem Wege zu erledigen.
Bels piel 31). Bei der rechtwinkligen dimetrischen Parallelprojektion
te,=1:n:1 handelt es sich darum, die Winkel ¢ und y der
Achsenbllder gegen die Vertikale sowie das Verhaltnis e, : e = v abhingig

von n im Bereiche n =1-..4 zu ermitteln. Die Berechnung ergibt:
2 g 1 .
ctgp = N , ctgy = l nz , V= . Entwickelt man die
4 —n* 24w V2 + n®

‘Wurzelausdriicke in Reihen und vernachlissigt die Glieder vierter und hoherer
Ordnung, se erhdlt man f==ctgp = Ln? y=ctgy =1—1=1n? und
v? =1 —1in% TFir die Darstellung der Beziehung f = in? konnen die
Teilungsfunktionen x=2%-1000mm und y,=£-2000mm gewahlt
werden. Die zweite Funktion 1-—y = {n? 1laBt sich entsprechend durch
x =n2-1000 mm und y, = (2000 — y - 2000) mm erfiillen. An derselben
Leiter (n) werden also die regelméBigen Teilungen (£) und (y) in der Zeichen-
einheit 2000 mm angetragen, wobei sich die y-Teilung in entgegengesetzter
Richtung entwickelt. Die Bezifferung wird auf Grund der Naherungsformel
B 4y =1 vorgenommen. Die Doppelleiter (v, n) 148t sich ebenfalls an
die Leiter x = n2-1000 mm anschlieBen, wenn y; = (1000 — 2000 »?) mm
gesetzt wird: vom Punkte % = y = 1000 wird die Funktionsleiter »% in
der Zeicheneinheit 2000 mm in entgegengesetzter Richtung aufgetragen. —
Damit ist die Berechnung der drei Funktionen in erster Naherung auf rein-
quadratische Leitern, die nach der Tabelle eingezeichnet werden kénnen,
und auf regelmiBige Teilungen zuriickgefiihrt. Da die Leiter (n) in allen
drei Darstellungen gleichbleibend ist, lassen sich die Doppelleitern besonders
iibersichtlich anordnen.

§ 7. Netztafeln.

Wie Funktionen mit zwei Verinderlichen in einem ebenen
Koordinatennetz Darstellung finden, kénnen Funktionen zwischen
drei Variablen F(x,f,y) =0 im Anschluf-an ein rdumliches
System abgebildet werden. Wenn wir der Wertegruppe «, f, »
die Koordinaten eines Punktes zuordnen, so erfiillen die Bild-
punkte eine Fliche, die als Bild der Funktion ' = 0 anzusehen ist.

Liegt beispielsweise die Funktion « - —y = 0 vor, so er-
halten wir als Rechenfliche ein hyperbolisches Paraboloid
(Abb. 18; die Gestalt der Fliche in der Nihe des O-Punktes tritt
in Abb. 19 deutlicher hervor). Der Mafistab der y-Leiter in bezug
auf E (o) und E(B) betrigt in der Abbildung 4 = 0,2. Durch das
eingezeichnete Ablesebeispiel ist die Benutzung der Rechenfliche
veranschaulicht: die gegebenen Werte & und f bestimmen zu-
nichst einen Punkt Q, die Vertikale in @ schneidet die Fliche in
P, dem Bildpunkt der Wertegruppe «, 5, 7.

Ein (etwa aus Draht gefertigtes) Modell einer Rechenfliche besitzt ohne
Zweifel hohen Anschauungswert; bei statistischen Untersuchungen hat man

1) Vgl Aufg. 119, § 42.
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die Ergebnisse vielfach in raumlichen Darstellungen zusammengefat. In
der physikalischen Chemie wird das Verhalten binéarer und ternirer Systeme
durch Flichenmodelle sinnfillig veranschaulicht!). Fiir die praktische
Rechnung, d. h. die Ermittlung zusammengehériger Werte in vorgeschrie-
bener Genauigkeit, ist die Flache im rdumlichen System jedoch nicht geeig-
net. Abgesehen von den Schwierigkeiten, mit denen die wirkliche Her-
stellung einer Rechenfliche verkniipft ist, erweist sich die Ablesung der-
jenigen Koordinatenlinie, die aus der Ebene heraus zur Fliche hinfiihrt.

Abb. 18. Rechenfliche y = a - . (Axonometrische Projektion %:%:1))

praktisch bisweilen als véllig unméglich. Bemerkenswert sind in dieser
Hinsicht die von Lac mann?) entworfenen Stereobilder von Rechenflichen,
bei denen die Ablesung mit Hilfe des Stereokomparators vorgenommen wird.
Die Konstruktion 148t sich aber nur bei einfachen Funktionsbildern hin-
reichend exakt durchfithren; die Bedeutung dieses an sich schoénen Ver-
fahrens liegt mehr auf theoretischem Gebiet.

1) Es seien genannt: p—¢— x = Fliche eines bindren Systems,
Auerbach, Physik, Tafel 130, 5, und das bemerkenswerte Karnallit-
Modell, ebenda, Tafel 132, 2, 4, 5.

%) Zeitschr. f. Vermessungswesen Bd. 51, Nr. 5, 8. 136. 1922.
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Um zu brauchbaren Rechentafeln fiir Funktionen zwischen
drei Verinderlichen zu gelangen, miissen wir von der riumlichen
Darstellung wieder in die Zeichenebene zuriickgehen. Dies kann
auf drei Wegen erfolgen.

I. Die Ebenen («) und (f) legen in der Tafel {xf) ein Ko-
ordinatennetz fest, die Ebenen (y) bestimmen auf der Fliche
Schichtenlinien (Niveaulinien). Aus kartographischen Dar-
stellungen ist bekannt, dall man. die Schichtenlinien in die hori-
zontale Ebene projizieren kann, wie dies in Abb. 18 fiir den

Abb. 19. Rechenfliche y = & - 8. (Schiefe Parallelprojektion, ¢ = 30°, m = £.)

Punkt P angedeutet ist. Die (xf)-Tafel enthilt dann eine Kur-
venschar, deren einzelne Glieder bestimmten Werten y zugehéren;
man sagt, die Schar sei nach y beziffert. Im vorliegenden Bei-
spiel ergibt sich eine Hyperbelschar, die in den Abb. 18 und 19
zu erkennen ist und in Abb. 20 eine treue Darstellung gefunden
hat. Rechentafeln dieser Art heilen Netztafeln (Flichennomo-
gramme, Darstellungen mit Kurvenscharen oder Kurvenkreuzung,
Tafeln mit Kurvenskalen). Fiir die Ablesung gilt die folgende, als
Schliissel bezeichnete Vorschrift: man verfolgt die mit & be-
zifferte Gerade bis zu ihrem Schnittpunkt mit der durch g be-
stimmten, die Kurve durch den Schnittpunkt zeigt das Ergebnis
y an. Es ist leicht zu ersehen, in welcher Weise Umkehrungen der
gestellten Aufgabe ihre Losung finden. Wesentlich fiir den
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Schliissel einer Netztafel ist der Umstand, daB die Werte «, f
und y durch Linien, die Wertegruppe («, f, y) durch einen Punkt
abgebildet wird.

Bei Auswahl der (xf)-Tafel hat eine gewisse Willkiir ob-
gewaltet. Es laft sich mit gleicher Berechtigung die (8y)-Ebene
als Tafel ansehen; dann schneiden die Ebenen (&) auf der Fliche
Schichten ab. Im vorliegenden Beispiel sind die Niveaulinien (&)
gerade Linjen (sie machen eine der beiden Geradenscharen des
Paraboloides aus, die «-Achse ist Striktionslinie). Die zugehérige
Projektion, die einen Punkt (P) der Fliche in einen Bildpunkt (R)
der Tafel tiberfiihrt, ist in Abb. 18 und 19 dargestellt. Es 1aBt
sich der Aufbau der entstandenen Netztafel fiir dieselbe Funktion
in der Abb. 19 leicht erkennen.

Mit Riicksicht auf die Symmetrieverhiltnisse der Fliche
(vgl. die in beiden Figuren eingezeichnete Parabel), ergibt die
Projektion der Héhenlinien () in geometrischer Hinsicht keine
wesentlich neue Darstellung. Legen wir den Verinderlichen
physikalische Bedeutung bei, etwa derart, da « das Volumen »
eines idealen Gases, f den Druck p und y die Temperatur 7' dar-
stellen, so fithren die drei Projektionen auf die bekannten
Zustandsbilder, indem die (o p)-Tafel die Isothermen, die
(By)-Tafel die Isochoren, die (& y)-Tafel die Isobaren enthilt.

Im allgemeinen Falle haben wir also auf der Rechenfliche
Schichtenlinien zu ermitteln und in die ihnen parallele Tafel zu
projizieren. Die Aufgabe 1aft drei im allgemeinen verschiedene
Loésungen zu. Das Beispiel hat gezeigt, daB die drei entstehenden
Netztafeln in praktischer Hinsicht nicht gleichartig sind.

II. Wir kénnen die vorstehenden Gedankenginge unmittelbar
als Erweiterung des Verfahrens ansehen, nach dem wir die Doppel-
leiter gewonnen haben. Die in Abb. 8 ausgefithrte Konstruktion
projiziert die Schichtenpunkte einer Kurve in die «-Achse.
Die Analogie weist darauf hin, ebenso wie die Doppelleiter auch
die Netztafel unmittelbar rechnerisch zu definieren.

In der Funktion &f — y = 0 wihlen wir einen festen Wert y,
etwa y = 10, und konstruieren die Kurve « - § — 10 = 0. Die-
selbe Zeichnung wird fiir andere Werte y vorgenommen, in Abb. 20
fir y =10, 20, 30, 40 und 50. Unter den drei Verinderlichen
nimmt also y eine Sonderstellung ein: y ist Parameter der Kurven-
schar. Die Vorstellung einer Rechenfliche kommt bei dieser Er-
klirungsweise einer Netztafel nicht mehr zum Ausdruck. DaB
die sinnfallige Anschaulichkeit dabei verloren geht, darf nicht als
Nachteil gelten. Fiir die Ausfiihrung von Rechenoperationen,
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die wir auf Netztafeln vornehmen werden, und fiir die Vereinigung
der Kurventafeln mit anderen Darstellungsmitteln wiirde die
starke Betonung des rdumlichen Zusammenhanges eher be-

170 schwerend als forderlich
g \ sein. — Man erkennt leicht,
‘ \ \ N daB die in der (By)-Tafel
s \ \ \ \\ liegende Geradenschar nach
7 \ S 4 (;’ dem Parameter & entsteht.
5 X \ N L, N Die beiden verschiedenen
B ;s g\w N Netztafeln fir dieselbe
5 [ Funktion lassen sich in die-
¥ & N sem Zusammenhange for-
3 A\ 70 N I~ mal auf verschiedene Wahl
N ~ der Veranderlichen zuriick-

2 - fithren.
7 — Beide Auffassungen (I
0 und II) der Netztafel sind

0 7 2 3 4% 5 6 7 8 9 70 in den Anfingen der syste-
—_— - :

matischen Nomographie be-

Abb. 20. Hyperbeltafel nach Pouchet. {1+ worden. Wahrend der
Orthogonale Projektion der Rechenfliche . £

y=a-B in die (xf)-Tafel. erste, der die Hyperbeltafel

bewufit zu Multiplikationen

verwendet hat, Pouchet!), durchaus auf dem Boden des zweiten

Erklarungsweges steht, stellt Lalanne?) die Deutung der Kurven-

schar als Schichtenlinien in den Vordergrund. Der offenbare Ein-

fluB der Arbeit von Philippe Buache?) iiber die Niveaulinien

tritt bei ihm klar hervor.

II1. Es kann davon abgesehen werden, dafl die Darstellung
in einer der drei Tafeln erfolge. Auf der Fliche selbst werden
durch die Ebenen (&), (f) und (y) Koordinatenlinien bestimmt,
von denen im Beispiel der Fumktion o - — y = 0 die beiden
ersten Scharen Geraden sind. Die Rechnung kann also auf der
Flache selbst vorgenommen werden. Bei dieser Auffassung steht
die Flache in vélliger Analogie zu der nach zwei Werten bezifferten
Kurve (vgl. Abb. 16). Die Fliche mit ihren Linienscharen denken
wir nun, etwa durch Zentralperspektive oder auf Grund einer
Parallelprojektion, in eine beliebige Ebene abgebildet. So kann
die Fig. 18, wenn man die Vorstellung des Raumlichen unter-

1) Pouchet: Arithmétique linéaire 1797.

2) Siehe Anmerkung auf 8. 38.

3) Buache, Philippe: Geograph und Zeichner. Paris.1700—1773.
Assistent, spiter Nachfolger von Delisle. Mém. de I’Acad. des sciences
1752, 8. 415.
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driickt, selbst schon als Netztafel fiir die Funktion angesehen
werden. In Abb. 21 ist unter Verdichtung der Linienscharen ein
Ausschnitt aus Abb. 18 wiedergegeben; die Zeichnung ist als
eben zu lesen. Bei dieser Darstellung treten die Koordinaten-
linien eines Millimeternetzes nicht mehr in Erscheinung, die Tafel
gehort einer allgemeineren Form an. Unsere Vorstellung, das
Zeichenblatt werde Verzerrungen unterworfen, gewinnt schirfere
Umrisse, wenn wir die Hyperbeltafel (Abb. 20) zuerst in der
(xf)-Ebene der Fig. 18, sodann auf der Fliche und schlieBlich
in der rechtwinkligen Projektion (Abb. 21) oder in der (8y)-
Tafel der Abb. 19 wiederfinden. Die Feststellung, in welcher
Weise sich dabei dieeinzelnen o«

Kurven transformieren, sei

N
g N W—"
dem Leser iiberlassen. Wir B 8 Y >( \f/\

erkennen, daB es sichum eine 740
Streckung der Hyperbeln
handelt; dabei ist wesent-
lich, daB alle Hyperbeln der * %
Schar in gerade Linien {iber- y 4
gehen. Es ist eine der nomo- 20 3
graphischen Aufgaben, Kur-
venscharen zu strecken; 2

4wy

30

20

i . 10
schon an dieser Stelle sei be-

merkt, daB diese Aufgabe Abb.2l. Multiplikationstafel y = o - 8.
nicht ,a]lgemein lésbar ist Axonometrische Projektion der Rechen-

Im vorliegenden Falle 148t fliche. Hbene Figur.

sich leicht eine Parallelprojektion der Fliche nach Art der Abb. 21
angeben, bei der auch die Hyperbeln in eine Geradenschar, und
zwar in eine Parallelschar verwandelt werden. Der Vorteil der-
artiger Darstellungen fiir Herstellung und Benutzung einer Rechen-
tafel ist evident.

In praktischer Hinsicht sei bemerkt, dal immer nur einzelne Glieder
einer Kurvenschar eingezeichnet werden konnen. Die Einschitzung von
Zwischenwerten bereitet bei der Ablesung im allgemeinen keine Schwierig-
keiten, jedoch erscheinen fiir die Herstellung der Schar selbst Hilfsmittel
angezeigt.

Die Verdichtung einer Kurvenschar kann auf Grund der Methoden
erfolgen, die dem Topographen geldufig sind: iiber das Zeichenblatt werden
durchsichtige Tafeln oder MafBstibe gefiihrt!). Da diese Verfahren aber
zumeist auf der Voraussetzung eines linearen Hohenabfalles beruhen, wird
man nur dann mit einigem Erfolg auf sie zurlickgreifen, wenn die Kurven-
schar schon verhaltnismafig dicht vorliegt.

1) Literatur iiber diesen Gegenstand bis 1919: Zeitschr. f. Vermessungs-
wesen 1919, S. 247. Vgl ferner Rothe, R.: Darstellende Geometrie des
Gelandes. Leipzig 1914.

10
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Von groBerer Anpassungsfihigkeit ist der Wechsel der Verinderlichen.
In Fig. 22a ist die relative Ausflulgeschwindigkeit des Eises bei verschie-
denen Temperaturen abhingig vom Druck dargestellt. Die Versuchsanord-
nung hat auf ,,unglatte* Temperaturwerte gefiihrt, und es liegt die Aufgabe
vor, die nach glatten Werten ¢ bezifferten Kurven zu finden. — Von der
Netztafel Fig. 22a entwerfen wir eine Abbildung in Fig. 22b derart, daB
die Temperatur als Unabhingige, der Druck als Parameter erscheint. Auf
diese Weise wurden die Temperaturkurven in die senkrechten Koordinaten-
linien gestreckt, die nach dem Druck p bezifferte Parallelschar geht in eine
01:52 ist die Umwandlung der
Punkte P, Q, R in die Bildpunkte P’, Q’, R’ angedeutet; die Drucklinien
p =28, 9, 10 sind eingezeichnet. Von Abb. 22b aus nehmen wir nun riick-
wirts die Verdichtung der Kurvenschar vor; die Skizze zeigt, in welcher
-Weise die Temperaturkurve —12° aus der Geraden —12° gewonnen wird:
der durch p = 10, ¢ = —12° bestimmte Punkt A’ wird parallel zur Ab-
szissenachse bis zur Geraden p = 10 nach A4 gefiihrt; das Entsprechende
gilt fiir B” und C".

Da -bei dieser Konstruktion die Koordinaten (v) erhalten bleiben, 148t
sie sich auf einem Millimeternetz rasch erledigen. Ein Nachteil dieses Ver-
fahrens besteht aber darin, daB fiir die Abbildung nicht immer geniigend
viel Punkte vorhanden sind. Eine wesentliche Verbesserung hat diese Kon-
struktion durch Pirani?) erfahren. Man legt iiber die vorhandene Schar
der Urkurven ein beliebiges, aus ZweckmiBigkeitsgriinden aber derart
gerichtetes Netz (Kreuzkurven), daff die Kurven des Hilfsnetzes die zu
verdichtende Schar moglichst rechtwinklig schneiden. In Fig. 22a sind
die Kreuzkurven a, b und ¢ eingezeichnet. Auf jeder dieser Kurven liegen
vier Zustandspunkte fest. Wir nehmen nun die Streckung der Temperatur-
kurven durch Abbildungder Kreuzkurven vor. Die Punkte S, 7', U, V
werden, wie die Figur andeutet, in die Punkte §’, 7, U’, V’ iiberfiihrt
(Abb. 22¢).

Die groBere Anzahl von festliegenden Zustandspunkten gestattet, den
Verlauf der Bildkurven mit groBerer Sicherheit zu ermitteln. Der Ubergang
von der Abbildung zur Ausgangsdarstellung erfolgt wie oben dargelegt.

Das Verfahren, Kurvenscharen zu verdichten, ist besonders fiir empi-
rische Funktionsbilder geeignet, gewahrt aber auch bei der Herstellung von
Rechentafeln wesentliche Vorteile, indem die numerische Rechnung auf eine
kleine Anzahl von Wertegruppen beschrinkt bleibt. So ist es Pirani auf
diesem Wege gelungen, eine sehr iibersichtliche Darstellung des Wien-
Planckschen Gesetzes in hinreichender Genauigkeit mit geringem Aufwand
an Rechenarbeit zu entwerfen.

Im Anschlufl an die Ausfilhrungen tiber Netztafeln 1aft sich
ein Prinzip erdrtern, das zwar im vorhergehenden stillschweigend
benutzt worden ist, aber erst an dieser Stelle in seiner Bedeutung
fir die Praxis klar hervortritt: es handelt sich um die Benen-
nungen und Mafle der Verinderlichen.

Die praktische Nomographie hat nicht die Aufgabe, Rechen-
tafeln fiir funktionale Zusammenhéngeschlechthin zu konstruieren,
wenigstens besteht ihr Ziel im allgemeinen nicht darin,- Produkt-,

Kurvenschar iiber. Fiir die Drucklinie p = 9

1) 7. ang. Math. Mech. 1923, S. 235.
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Summen- oder andere Tafeln darzustellen, die vorhandene Rechen-
mechanismen ersetzen kénnen. Eine graphische Tafel soll durch
Beschriftung und gegebenenfalls auch durch die Anordnung ihrer
Elemente die besonderen Bedeutungen und MaBle der Verinder-
lichen deutlich zum Ausdruck bringen und dabei die speziellen
Konstanten eines Vorganges oder Zustandes beriicksichtigen.
Gerade hierauf beruht der grofie Vorzug nomographischer Tafeln
vor Universalrechenhilfsmitteln, von denen etwa der Rechenstab
zu nennen wire. Bei Benutzung allgemeingiiltiger Rechenhilfen
mul} der Rechner, wenigstens beim Einstellen und beim Ablesen
der Ergebnisse, die Vorstellung von der Bedeutung der Zahlen-
gréBe aufnehmen ; die fiir einen besonderen technischen Zusammen-
hang beschriftete Tafel entlastet diese Vorstellung, sie gewihrt
dem Benutzer fernerhin die Moglichkeit, héufig wiederkehrende
Werte besonders zu kennzeichnen, die Bevorzugung gewisser
Materialien oder Dimensionen hervortreten zu lassen, Notizen
iiber gesicherte und unsichere Beobachtungen einzutragen u. dgl.
mehr. Gerade die Ausstattung mit betriebstechnischen Daten,
Werkserfahrungen oder die Versuchsanordnung betreffenden Be-
zeichnungen bewirken in wissenschaftlicher Hinsicht und wirt-
schaftlicher Richtung den hohen Wert eines Nomogrammes, der
weit iiber die Bedeutung eines einfachen Rechenhilfsmittels
hinausgeht. Dies gilt in gleicher Weise fiir alle Darstellungsarten,
die weiterhin entwickelt werden.

Fiir die Konstruktion einer Tafel ist dagegen ein anderer Ge-
sichtspunkt angezeigt. Wir beziehen uns auf das Beispiel der
Multiplikationstafel. Die Funktion &« f —y=0 tritt in auller-
ordentlich vielen Zusammenhéngen der Technik und Natur-
wissenschaften auf. Hat & beispielsweise die Bedeutung einer
in Ampere gemessenen Stromstirke, f§ die Bedeutung eines in
Ohm gemessenen Widerstandes, so erhédlt y zwangliaufig die Be-
deutung einer Spannung mit der Benennung Volt.

Legen wir andererseits o« den Sinn einer in Farad gemessenen Kapazitit bei,
£ den Sinn eines in Volt angegebenen Potentials, so bedeutet y eine in Coulomb

gemesseneElektrizitdtsmenge. Im letzten Beispiel kann ein anderesMaBsystem
gewahlt werden, etwa das elektromagnetische. Wird die Kapazitit in der
3 1

Einheit %’; (=10° Farad), das Potential durch ‘i’gz fzr * (= 10-3Volt) gemes-
sen, so folgt fiir die Elektrizitdtsmenge die Dimension cmfl'gr'}( =101Coulomb).
Soll schliellich « eine in % (= 1gal) angegebene Beschleunigung, g
eine in sec gemessene Zeit bedeuten, so folgt, daBl y den Sinn einer

Geschwindigkeit % besitzt.
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In jedem einzelnen Falle werden Bedeutung und MafBsystem
(Dimension) von y durch die besondere Bedeutung und das ge-
wahlte MaBlsystem von & und § vollig bestimmt, die MaBzahl y
ergibt sich aber in allen Fillen in gleicher Weise als das Produkt
dar MaBzahlen &« und . Demnach kann eine nomographische
Tafel fiir das Ohmsche Gesetz, falls die Bereiche brauchbar sind,
ebenso gut fiir die Bestimmung einer Elektrizitdtsmenge oder einer
Geschwindigkeit Verwendung finden oder etwa die Zustands-
gleichung der Gase veranschaulichen, wenn nur die zusammen-
gehorigen Benennungen angeschrieben werden?). 1

Als weiteres Beispiel lieBe sich der Ausdruck — —[— = ;

nennen, der bei Parallelschaltung Ohmscher Wlderstande, bei
Reihenschaltung von Kapazititen, in der Optik, der Lehre von
der Oberflichenspannung und anderweitig auftritt.

Wir kénnen daher bei der Konstruktion einer Rechentafel die
besonderen Benennungen aufler acht lassen und brauchen allein
die numerischen Bereiche der Verdnderlichen zu beriicksichtigen.
Die Untersuchungen der Nomographie erstrecken sich im
wesentlichen nur auf unbenannte Zahlen «, g, 7, . . .; die folgenden
Ausfithrungen werden grundsétzlich unter diesem Gesichtspunkte
stehen.

§ 8. Leitertafeln.

Eine Darstellungsart, die zunichst vollig aus dem Rahmen
der bisher besprochenen herauszufallen scheint, gewinnen wir im
Anschlufl an eine elementar-geometrische Betrachtung. Drei
parallele Geraden (), (2) und (3) mégen
in der durch Abb. 23 angedeuteten Lage
festgehalten werden, derart, daB3 die Ab- \K
stinde (I) — (3) und (3) — (2) einander —1f 4
gleich sind. Durch die feste Gerade g,
und eine bgliebige Gerade g wird die Figur

eines Trapezes gewonnen; daher stehen * ¢ ?

die durch g und ¢, auf den Parallelen be- L—%o
5,

stimmten Strecken a@, b und ¢ in der Be- /( ?

ziehung a 4 b = 2¢. Diese Gleichung gilt —74,

immer, in welcher Lage auch g die (7 (3) (2)

Parallelen schneidet. Wir tragen nun auf Ay), 93 Entstehung einer

den Geraden (I), (2) und (3) von den Leitertafel.

1) Diese an sich selbstverstéindliche Tatsache ist in der Literatur viel-
fach nicht beriicksichtigt worden; es finden sich zahlreiche Veroffent-
lichungen, welche dieselbe Tafel in verschiedenen Deutungen ableiten.

3*
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Festpunkten A4,, B, und (;, aus Teilungen in geeigneten
Zeicheneinheiten auf. Wéahlen wir die regelméBigen Leitern
a=o-lmom, b=pF+lmm, ¢=1y-3! mm, so geniigen die den
Schnittpunkten 4, B und C angeschriebenen Werte stets der
Funktion &« + f = y. Die Abbildung liefert also eine Rechentafel
fir die genannte Funktion mit folgender Ablesevorschrift: die
»Punkte & und f werden durch eine Gerade verbunden, der
Schnittpunkt dieser Geraden mit der y-Leiter ergibt den ge-
suchten Funktionswert. Auch diese Darstellung lalt sofort Um-
kehrungen der Aufgabe zu. Die Zahlen «, § und y werden durch
Punkte, die Wertegruppe («, f, y) durch eine Gerade dargestellt.
Die Bedingung, drei zusammengehorige Bildpunkte sollen in
einer Flucht liegen, kommt in der treffenden, von Mehmke ge-
gebenen Bezeichnung Fluchtlinientafel zum Ausdruck; das
Darstellungsverfahren wird als Methode der fluchtrechten Punkte
bezeichnet. In neuerer Zeit hat der Name Leitertafel weite
Verbreitung gefunden.

Die Fluchtlinie g laBt sich praktisch in einfacher Weise realisieren,
indem man etwa einen Faden straff iiber das Zeichenblatt spannt oder ein
Lineal anlegt; wenigstens ist die Einzeichnung der Ablesegeraden keines-
wegs notwendig oder empfehlenswert.

Mit der soeben behandelten Additionstafel ist lediglich ein

sinnfilliges Beispiel gegeben worden. Wir erkennen, dal} Leiter-

o 7 I3
70 700 L?O
9 [ 9
61 g ¥
7 - 50 L7
L w0
6 -6
- 30 .
5 =t
20
i — N
J.F//t—m |, —
-5
2 = -2
{% §
L 2
7-4 —7 —7

Abb. 24. Leitertafel y = « - § mit Ablesebeispielen.
Lineal: 4 -5 = 20. Faden: 6:2 = 3.

tafeln erst dann brauchbare Darstellungen ergeben, wenn wir
Funktionsteilungen einfithren. Werden beispielsweise die Funk-
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tionen @ = &% b=p% c=1-y? aufgetragen, so erfihrt die
Funktion &2 4 2= y? eine Darstellung, die bei der Ermittlung
der Impedanz, in der Fehlertheorie, bei Untersuchungen der
Festigkeitslehre in mannigfacher Form auftritt.

Von besonderer Bedeutung erweist sich die Leitertafel

a=1loga !l mm, b=Ilogf-l mm, ¢=logy- —l—mm Aus

loga + logp =logy folgt ndmlich o -f =1y, wir gewinnen aus
der Grundform, die fiir Additionen kennzeichnend ist, eine Multi-
plikationstafel; Abb. 24 gibt eine schematische Skizze. Durch
leichtverstindliche Bezeichnung sind zwei Ablesebeispiele hervor-
gehoben.

Wenn wir nach Verallgemeinerungen der vorliegenden Tafelform suchen,
miissen wir die wesentliche Forderung des Schliissels beibehalten; es kann
sich also zunidchst nur darum handeln, die Anordnung oder Gestalt der
Trager zu verdndern. Die Tafeln mit geradlinigen, aber in allgemeiner Lage
befindlichen Trigern lassen sich mit Hilfe elementar-geometrischer Satze
(wir nennen den Strahlensatz und den Satz des Menelaus) in dhnlicher
Weise herleiten, wie es fiir die Trapeztafel gezeigt worden ist. Da diese
Begriindungsart das Wesen der Darstellungen aber nicht hervortreten
1aBt, verzichten wir darauf, den in der Zeitschriftenliteratur haufig gewéhl-
ten Weg einzuschlagen. Allgemeine Leitertafeln, die auch krummlinige
Trager enthalten kénnen, werden wir in anderem Zusammenhang unter-
suchen.

In welcher Weise unsere Vorstellung der Verzerrungen auf
Leitertafeln Anwendung finden kann, soll an einer Uberlegung
gezeigt werden, die bei der Herstel-
lung von Tafeln vielfach vorteilhaft
ist. — Diein Abb. 25 dargestellte Tafel p Q
werde unter Festhaltung der beiden
dulleren Trager, des Anfangspunktes 4
und der Zeicheneinheit der Teilung B@
so verandert, daB die mittleve Leiter
parallel (nach links) verschoben wird. &
Jeder Punkt R der bewegten Leiter N
wird durch den Punkt 4 und einen v
Punkt @ der Leiter B@ bestimmt. Da
A und @ auf Grund der Voraussetzung -
festbleiben, muBl R bei der Verinde- A ¢ c B
rung, die C' nach (" fithrt, auf det App 95 Schema. Verzerrung
durch A gehenden Fluchtlinie wan- einer Fluchtlinientafel.
dern, R gelangt nach R’. Der Punkt B
bestimmt aber mit B zugleich einen Leiterpunkt P. Bei der
Wanderung von R nach R’ &ndert sich die Lage der Flucht-
linie BR P, die eine zusammengehiérige Wertegruppe darstellt;
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die Parallelverschiebung der mittleren Leiter zieht also die
Wanderung von P in die Lage P’ nach sich, sie hat eine Ver-
kleinerung der Zeicheneinheiten auf der linken und mittleren
Leiter zur Folge. Dementsprechend wirkt sich eine Verschie-
bung des Tragers CR nach rechts in einer VergroBerung der
beiden Zeicheneinheiten aus. — Uberlegungen dieser Art, die
einen anschaulichen Einblick in das Gefiige einer Leitertafel
vermitteln, erweisen sich bei der Herstellung von Tafeln insofern
als niitzlich, als wir den darzustellenden Bereichen handliche
Teilungsléngen zuordnen konnen. Werden fiir Abb 24 etwa die
Bereiche & =1...1000, f=1...10 vorgeschrieben, und wer-
den die &- und f-Leiter in derselben Zeicheneinheit entworfen,
so ist die Teilungslinge der Leiter (&) dreimal so grofl wie die
der Leiter (§). Falls nicht andere Griinde entgegenstehen, ist es
fir die Handlichkeit und Ubersicht iiber eine Tafel vorteilhaft,
die Teilungslangen abzustimmen; dies erceichen wir im vor-
liegenden Falle durch Parallelverschiebung des mittleren Tragers
nach links.

Ein Beispiel gibt die im Anhang TI dargestellte Tafel fiir die Ermitt-
lung der Zeicheneinheiten regulirer Teilungen. Die Unterteilung der E-Leiter
ist nur in bezug auf die Einbeiten ausgefiihrt, die sich einem Millimeternetz
anschmiegen. Die mittlere Gerade trigt eine Doppelskala, die zugleich
angibt, welche Anderung 4« dem Teilungsintervall 1 mm zugehért. Ab-
lesebeispiel: Der Bereich | oy — &5 | = 170 soll auf etwa 130 mm Teilungs-
lange dargestellt werden. Die Fluchtlinie | oy — &, | = 170, E(10x) = 8 mm
gibt die beste Anndherung an A = 130 mm. Das Teilungsintervall 1 mm
gehort dem Schritt 4o = 1,25 zu. (Vgl § 34.)

§ 9. Geschichtliches.

Das Wesen der nomographischen Methoden liegt im Begriff der Ver-
zerrungen, die sowohl in den Funktionsleitern als auch in den Funktions-
netzen zum Ausdruck kommen. Erst in verhéltnismaBig neuerer Zeit sind
sie als wertvolle Hilfsmittel der graphischen Darstellungsverfahren erkannt
worden. In der fiir die Nomographie grundlegenden Arbeit ,,Mém. sur les
tables graphiques et sur la géométrie anamorphique®, Ann. d. Ponts
et Chaussées, 1846, 1, S. 61, hat L.éon Lalannel) die Verzerrungen von
Teilungen analytisch entwickelt und als erster ihre allge meine Bedeutung
erkannt. Wenn Lalanne auch mit Recht als Begriinder der systematischen
Nomographie angesehen wird, so lassen sich nomographische Vorarbeiten
doch bis in das Mittelalter hinein verfolgen. Die im Anschlufl an die Plani-

1) Léon Lalanne: 3. Juli 1811 bis 12. Marz 1892 (Paris). Langere Zeit
Baudirektor der Schweizer Eisenbahnen. Seine ersten Arbeiten iiber gra-
phische Tafeln fallen in die Jahre 1840—45. Die nach ihm benannte Tafel
(Anhang I, Abb. 135), die in &hnlicher Gestalt spiter von G. Hermann,
Braunschweig 1875, Aachen 1876, und Vogler, Berlin 1877, entworfen
worden ist, wurde als besondere Arbeit bereits 1845 veréffentlicht.
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sphiare des Ptoleméaus offenbar von den Arabern ausgebildeten Astro-
labien!) stellen Netztafeln mit bemerkenswert planmaflig ausgewihlten
Funktionsteilungen dar. Das &lteste der bisher bekannt gewordenen In-
strumente dieser Art scheint Vinc. Mortillarus, Palermo 18482), beschrie-
ben zu haben, das als Hersteller Hamed ben Ali und das Jahr 348 der
Flucht (959 n. Chr.) angibt. In der Bezifferung finden wir durchaus moderne
Gebriuche, so werden zwischen vollen Zehnerzahlen die Fiinfer nur durch
das Symbol ¥ (5) betont. Weite Verbreitung haben die Astrolabien in
Indien und Persien gefunden, wenigstens wird berichtet, da Olearius
sie mehrfach erwabhnt. Von B. Dorn?) sind vier in RuBland befindliche
arabische, persische und tiirkische Astrolabien iibersetzt worden. Die
genaue Angabe des Konstrukteurs und der Jahreszahl 148t darauf schliefen,
welchen wissenschaftlichen Wert man diesen Instrumenten beimaf. Die
Literatur des XVI. Jahrhunderts erscheint geradezu iiberschwemmt mit
Biichern, die sich auf Konstruktion und Benutzung der Astrolabien beziehen
und mehr oder weniger bedeutungsvolle Verbesserungen in Vorschlag oder
Ausfithrung bringen?); die zahlreichen Auflagen, die einzelne von ihnen
erfahren haben, zeigen das groBe Interesse, das damals diesen Fragen der
angewandten Mathematik entgegengebracht wurde.

In diesem Zusammenhange wiren ebenfalls die Horologien, Sonnen-
uhren fiir verschiedene Breiten, zu nennen. So enthidlt das Horologium
generale Regiomontans (Ende des XV. Jahrh.) eine Netztafel, in der
alle Linien durch trigonometrische Verzerrung in gerade Linien gestreckt
sind. Die Ablesung erfolgt mit Hilfe einer an einem Faden befestigten
Perle. Als Kuriosum kann gelten, dafl die Halterung des Fadens, die durch
einen dreiteiligen, gelenkigen Arm bewirkt wird, in jiingerer Zeit fiir nomo-
graphische Tafeln wieder aufgenommen worden ist. In einem bemerkens-
werten Aufsatz hat Luckey®) dieses Horologium bildlich wiedergegeben
und in moderner Schreibweise nomographisch entwickelt. Ebenso kommt
in den verschiedensten Konstruktionen von Sonnenuhren vielfach eine Auf-
fassung zum Ausdruck, die wir heute als nomographische Denkweise be-
zeichnen wiirden, wie die Schrift Philipp Lansbergs, Horlogiographia
plana, Middelburg 1663, zeigt. Auch die Benutzung von Naherungsfunk-
tionen, die erst verhaltnisméfig spat in die neuere Nomographie Eingang
gefunden hat, 148t sich in alten Horologien erkennen. So werden bisweilen
nur gewisse geographische Breiten durch Linien 4, B,C, ... dargestellt,
eine beigefiigte Tabelle gibt an, welche Ortschaften den einzelnen Linien
niherungsweise zugehoren. Nicht ohne Interesse ist die ,,Wiedererfindung*
alten Gutes. So wurde Patrick Boghan im Jahre 1884 ein D. R. P.%)
erteilt auf ein Instrument zum Messen der geographischen Breite aus der
Mittagssonnenhdhe, das seinem Werte nach einem Vergleich mit den mittel-

1) dorgov lapfdro.

2) Tllustrazione di un astrolabio arabo-siculo.

3) Bull. scient. publ. per I’Acad. Petersburg Bd. 9 (I), Nr. 5, S. 197. 1842.

%) Aus der Fiille der Autoren nennen wir: Stoffler, Andr. Schéonerus
(Narnberg 1562), Vopelius, Apian, Clavius, Joannes Krabbe
(Frankfurt 1609), Zelstius, Stempelius, Barbarus, Gemma Frisius,
M. Franciscus Ritter (Niirnberg 1599, 1610, 1612, 1617, 1650), Cada-
mosto (Mailand 1507), Bormann (Berlin 1584), Colbius (Kéln 1532),
Bodmius (Wittenberg 1529). Weitere Angaben in Murhard, Teil 3, S. 258.

%) Zur alteren Geschichte der Nomographie: Unterrichtsblitter f. Math.
u. Naturw. Bd. 29, H. 5/6, S. 54—59. 1923.

6) Kl. 42, Nr. 27 595.
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alterlichen Vorrichtungen nicht standhalt. Auch der sog. MaBstabzirkel
von Rehse?l) laBt das alte Problem des Proportionalzirkels wieder aufleben,
wenn auch in neuem Gewande.

Wir miissen ferner die grofe Zahl von Quadranten erwihnen, die ur-
spriinglich lediglich der Winkelmessung beim Visieren dienten, nach dem
Vorgange Apians aber bald mit Funktionsteilungen und Kurvenscharen
versehen worden sind. Die erste Veroffentlichung ist von Apian 1532
zu Ingolstadt vorgenommen worden. Die wiederholten Auflagen der
Schriften von Benj. Bromer (Marburg 1615, 1616, 1617; Kassel 1622)
und anderen zeugen von der groBen Verbreitung, welche diese als Nomo-
gramme zu bezeichnenden Tafeln ihrer Zeit gefunden haben. Einen Uber-
blick iiber die Verwendung der Quadranten gibt die Arbeit Lansbergs:
Van’t Gebruyck des Astronomischen ende Geometrischen Quadrans, Middel-
burg 1633. Zwei besondere planméBig entworfene Tafeln stellen das Folium
populi Apians und ein als Sciographia facilis, instrumentum azymutalis,
um 1625 anonym beschriebenes Instrument dar. Das Folium enthélt Funk-
tionsleitern und eine doppelt bezifferte Kurvenschar, wobei in der Praxis
der Bezifferung eine hochentwickelte Technik zum Ausdruck kommt. Das
Instrumentum azymutalis enthilt eine drehbare Leiter.

Auch die skalare Darstellung ist keineswegs eine Erfindung der neueren
Zeit. Die von Nicole Oresme (um 1350) im Tractatus de latitudinibus for-
marum entwickelte Regula falsi bedient sich zur Darstellung der Funktion
f = f(x) nicht des Kurvenbildes, sondern zweier Leitern. G. Scheffers?)
hat dargelegt, wie diese urspriingliche Auffassung durch die Denkweise der
analytischen Geometrie an Verallgemeinerungsfahigkeit verloren hat.

Die erste geschichtlich belegte Stelle, in der eine Funktionsleiter bewuft
entwickelt wird, diirfte in Joannis Verneri de meteoroscopiis libri sex,
Cracoviae 1557, zu suchen sein; wir finden im lib. I. Propositio X ,,pro
saphea regulam fabricare artificiosam® die klare Erfassung des Begriffs
der Leitern reg o und sin & und den ersten Fachausdruck?®). Ein In-
strument, dem die Funktionsleiter dem Wesen nach inhérent ist, stellt der
Galileische Proportionalzirkel dar, der in der Geschichte der Mathematik
eine vielfache, wenn auch nicht immer sympathische Rolle gespielt hat.
Rein &uBerliche Gesichtspunkte treten hier in Erscheinung, die in der
neueren Nomographie erst allméhlich wiedergewonnen worden sind. Die
Linea metallorum weist eine nach dem Dichteverhaltnis der Metalle geteilte
Leiter auf, die aber nicht nach Dichtezahlen, sondern nach Materialangaben
beziffert ist.

Bekannt sind ferner die Gedankenginge, die zur Erfindung der Loga-
rithmen gefiihrt haben, und denen deutlich die Vorstellung von Leitern
zugrunde liegt. Auf einer Geraden wandert ein Punkt derart, daB die in
gleichen Zeitabschnitten zuriickgelegten Wege in geometrischer Reihe
stehen; auf einer anderen Geraden bewegt sich ein Punkt gleichformig.
Die erste Gerade werden wir in der heutigen Ausdrucksweise als Leiter
einer Exponentialfunktion bezeichnen, wenn wir die Lage des beweglichen
Punktes nach Zeiteinheiten beziffern; die andere ist als logarithmische
Teilung anzusprechen, wenn jeder Punkt die zugehorige Weglinge auf der

1) D. R. P. Kl 42, Nr. 26 010. 1883.

2) Scheffers: Sitzungsber. d. Berl. Math. Ges. 1916, 8. 29. In un-
mittelbarer Anlehnung an die Darstellung Oresmes hat er die Regula falsi
fiir komplexe Veranderliche entwickelt.

8) Man verdankt Wiirschmidt eine vorbildliche Bearbeitung und
Herausgabe der Wernerschen Schriften. Leipzig 1913. Vgl dort 8. 25.
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ersten Geraden als Bezifferung erhilt. Schliefllich seien die nach ihrem
Erfinder Gunter!) benannten Skalen erwihnt, die als erste Form unseres
logarithmischen Rechenstabes gelten konnen. Ein Uberblick iiber die
frithere Verwendung von Funktionsteilungen darf nicht an den Arbeiten
von Picard, Romer und de la Hire voriibergehen; das von de la Hire
entworfene Astrolabium hat durch Parent (1702) sogar schon eine Ge-
nauigkeitsuntersuchung erfahren.

Eine fast stetige Folge nomographicher Arbeiten fiihrt in der Nautik
vom Mittelalter, den Anféngen einer mathematisch orientierten Navigation,
bis auf unsere Tage. In einer auflerordentlich sorgfiltigen und kritischen
Abhandlung hat Eugen Gelcich2) (Lussinpiccolo) alte Quellen erschlossen
und damit wohl als erster eine geschichtliche Bearbeitung der Nomographle
angebahnt. Wenn die einzelnen Tafeln und Instrumente zumeist auch in
Verbindung mit gewissen Operationen des Visierens zu benutzen waren,
so haben wir in ihnen doch zum Teil hochentwickelte Anséitze zu nomo-
graphischen Tafeln zu sehen: fiir alle moglichen Werte der unabhingigen
Verdnderlichen sind die Losungen einer Rechenaufgabe graphisch fixiert.

Unsere Funktionsnetze haben ferner in den geographischen Karten-
netzen Vorldufer gehabt. Als die stereographische Projektion schon Gemein-
gut war, schuf Mercator®) die nach ihm benannte Darstellung der Erd-
oberfliche durchaus in geometrischer Verzerrung. Noch am Ende des
XVII. Jahrhunderts erstreckt sich die Herstellung einer Mercatorkarte auf
die reguléire (affine) Verzerrung endlicher Parallelstreifen von 1—2° Breite,
und es ist nicht ohne Interesse, zu lesen, wie de Lagni‘) in sorgsamer
Wahrung seiner Prioritit die heutige Differentialmethode auf verschwindend
kleine Gradfelder ausdehnt. Die Mercatorkarte hat auch, bevor die Nomo-
graphie sich grundsdtzlich dieses Hilfsmittels bediente, die Einfithrung
beweglicher Ableselinien vorbereitet®). Auch in der Herstellung eigent-
licher Rechentafeln im heutigen Sinne hat Lalanne Vorliufer (die er in
seiner Abhandlung allerdings auch anfiihrt). Wir nennen ein Nomogramm,
das la Hachette®) fiir den Bau von Heliostaten entworfen hat.

Unabhangig von geometrischen Funktionsbildern hat La place?) Funk-
tionalgleichungen diskutiert, die spater — und wahrscheinlich ohne Kennt-
nis dieser Arbeit — in der Nomographie ein Analogon gefunden haben. Mit
Hilfe von Integrationen wird die Funktion z-y = ¢ (£ 4+ ) durch den
Ansatz = A-€%¢, y = B-e®* (vgl die Lalannesche Tafel), durch
2y = 1[(z + ) — (& — )*] oder durch zy = }[cos(§ — 1) — cos (& +7)]
erfiillt; die letzte Form steht in engem Zusammenhang mit einer Tafel
Collignons fiir den sphérischen Cosinussatz.

Die Methode der fluchtrechten Punkte haben zum ersten Male Gan-
guillet und Kutter®) angewendet. Dennoch wird mit Recht Maurice

1) The Works of Edmund Gunter. London: William 1673.
2) Zentralztg. f. Optik u. Mech. Bd. 5, S. 241 und vier Fortsetzungen. 1883.
3) Gerhard Kremer, 1512—1594 (Diisseldorf): Entwurf der Karte

um 1569.

4) Hist. de I’Acad. frang. 1702, S.87; 1705 (année 1703), S.92. —
Mem. de ’Acad. 1705, S. 95.

5) Caillet: Traité de navigation, 1868, benutzt ein transparentes Blatt

mit ,,groBten Kreisen®.
%) Journ. de I'Ecole polyt. 1809, S.229—265: Sur la reduction des

fonctions en tables. 258.
") Journ. de I'Ecole polyt. Bd. 9, S.263. 1813; Bd. 10, S. 632. 1815.

8) Z. ost. Ing.-V. 1869.
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d’Ocagnel) als Begriinder dieses Zweiges der Nomographie angesehen;
man verdankt ihm die allgemeine Diskussion dieser Darstellungsweise, und
seine Arbeiten haben das Gebiet der eigentlichen Fluchtlinientafeln fast
erschopfend behandelt. Als grundlegende Schrift haben wir: ,,Coordonnées
paralleles et axiales* zu nennen, Nouv. Ann. d. Math. 1884 und Gauthiers-
Villars 1885.

Neuere Darstellungsmittel, Hexagonaltafeln, Gleitkurventafeln und
Nomogramme mit besonderen Schliisseln sollen in dieser Ubersicht nicht
erdrtert werden.

§ 10. Aufgaben,

Zu § 1.

1. Welche Zeicheneinheit liegt der Schieberteilung eines vortragenden
Nonius zugrunde ?

Zu § 2.

2. Wie ist ein Millimeternetz 20 X 25 cm fiir die Darstellung des Baro-
meterstandes bei voller Ausniitzung des Zeichenfeldes vorzubereiten, wenn
die alle 6 Stunden erfolgenden Ablesungen sich iiber 10 Tage erstrecken ?

3. Die Funktion g = 1,050« + 0,850 istim Bereich & = 3,000 ... 4,000
darzustellen; die Ablesung soll auf 0,001 méglich sein.

4. Die Kurve £ = %""!log & aus der logarithmischen Kurve £, = %log«,
die nach der Tafel zu zeichnen ist, durch MaBstabséinderung abzuleiten.

5. Teilbereiche und f-MaBstibe fiir § = In« im Bereich x=1...10
unter der Annahme & =4, & =4 zu ermitteln. Die Teilungslingen
sind zu vergleichen.

6. In welchem mittleren Mafistab % (Z) ist die Funktion § = o im
Bereiche «,...x, zu entwerfen?

7. M(2) fir = o™ zu bestimmen (n + 2).

8. Fir f=In(x) ist M (1) mit den Werten der Losung (5) zu ver-
gleichen.

9. Beim Einschalten steigt die Lichtstirke einer Kohlenfaden-
glithlampe an:

« Sekunden

nach dem

Einschalten | 0,100 ;0,130]0,140 0,155!0,16510,170[0,175 0,180 0,185 0,105| 0,240
B Prozent der “m?“}’fk'| 10 ] 20 l 30 . 40 t 50 ' 60 | 70 { 80 | 90 ’100

normalen lic

Lichtstarke

Mit welcher Genauigkeit sind die Prozentangaben zu bewerten, wenn
die Zeiten auf 0,005 sec bekannt sind?

Zu § 3.

10. Die der Abb. 16 zu entnehmenden Werte der Zeitgleichung £ sind
in ein Polarnetz unter Abhingigkeit vom Datum einzutragen. Wie kommen
negative Werte zum Ausdruck?

11. Die Darstellung ist dahin abzuindern, dal dem Werte f = 0 der
Kreis mit dem Radius p = 20 - B (#) mm zugeordnet wird.

12. Welcher MaBstab kann bei einfacher Belegung fiir die Abhéingig-
keit von der Deklination gewahlt werden?

1y M. d’Ocagne, geb. 25. Marz 1862, Prof. an der Fcole Polytechn.
Unter dem Pseudonym Pierre Delix hat er sich auch belletristisch be-
titigt (Le Jubilé de la Reine, La Candidate).
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13. Bei einem Feldgeschiitz sind den SchuBwinkeln o die SchuBweiten 8
zugeordnet: N | 10° 20° 30° 40°

B | 465 | 619 | 7,05 | 7,89

Welche Gestalt hat die SchuBkurve im Polarnetz ¢ = « und welche im
Netz ¢ = 30 - ?

Zu § 5.

14. Welche Funktionsteilung x = z(«) liegt dem Netz y = f zugrunde,
das den Halbkreis &% 4 2 = 10« in die Gerade y = x iiberfiihrt?

15. Welche Teilung y = y(B) enthilt das Netz, wenn & = « gewdhlt
wird ?

Es sind Bildkurven der folgenden Funktionen in den zugehérigen Funk-
tionsnetzen anzugeben und zu zeichnen:

0‘2 ﬂ2
16. — += =1 Netz: © = « - 30 mm,
16 * 9
2 g y = f-40 mm.
17. gﬁ gzl. Netz: x = «2 - 4 mm,
y = %10 mm.
18. « - = 60. Netz: x = }—02‘2 mm,
y=F -2 mm.
19. B = 10%. Netz: z = &« -100 mm,
y=log f-125 mm
(Rechenstabteilung).
3
20. o2)B =25. Netz: &= loga-100 mm,

y = log £ - 100 mm.
(Man bediene sich eines vorgedruckten Netzes).

21. a-f=4-(x+f) Netz:x———%-IOOmm,
~1 200 mm

4 y ﬂ .

22. B=V25—Lx Neta: x=}a-25 mm,

y = f%-100 mm.

Welche Funktionsnetze ergeben in Anlehnung an die Aufgaben 16—22
einfach zu entwerfende Bilder der folgenden Funktionen?

2 2
23. ;—5 + % = 1. Kleinste Seite des Zeichenblattes 16 cm.

24, o f2=4 Bereich: o« =0,5...100. Abmessungen des
Blattes 25 x 25 cm. .

25. f=2.3%F1,
26. B=015-a>"; @ =1...100.
1
27. O ; o =1...2. Teilungslinge hochstens 150 mm

B=5—"a
20 ’ti verfiigbar.
28, B=2-Y10 — 3x. Zeichenblatt 12 x 12 cm.
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Zu § 6.
29. Eine Doppelleiter zu entwerfen, welche die Drehzahlen »n pro Minute

mit der Winkelgeschwindigkeit % in Beziehung setzt. » = 100 ... 200.

30. Umwandlung einer in PS gegebenen Leistung in kW.

31. Der Aufzinsungsfaktor ¢ =1 -+ 0,01 p ist abhéngig vom Zinsfull p
in einer Doppelleiter darzustellen. Inwiefern lauft die Aufgabe auf eine
Verzifferung hinaus? .

32. Nietdurchmesser d. = ()55 — 0,2) cm, scm Plattendicke. Be-
reich d =1...2,6 cm. Welche Funktionsleitern sind fiir die Herstellung
handlich ?

33. Wie gestaltet sich das auf S. 26 behandelte Beispiel 3 bei Verwendung
der Leiter z =logn - 125 mm?

Zu § 7.

34. Das Ohmsche Gesetz ¢-w=-¢e soll in einer Hyperbeltafel dar-
gestellt werden: ¢=2...10 Amp, w=10...1000hm. a) Welche
Gestalt hat die Tafel? b) Darf ein Bereich fiir e angegeben werden ? c¢) Wel-
che Aufgaben sind 16sbar, wenn innerhalb der dargestellten Bereiche e und w
umgekehrt die Stromstirke aus Spannung und Widerstand ermittelt wer-
den soll?

35. Wie liegen die entsprechenden Verhiltnisse in einer Strahlentafel
nach Art der Abb. 197

36. Die Einschaltung von Kurven in eine Hyperbeltafel ist zu unter-
suchen.

37. Der Spannungsabfall v im Glimmstrom ist nach Stark bei ver-
schiedenen Drucken p von der Stromstirke wie folgt abhingig:

10 Volt.
¢ Milliamrpere 2=0,089 mm =0,141 mm 2=0,313 mm »=0,794 mm
0,1 9,1 6,9 5,0 4,1
2 11,0 8,3 6,0 4,6
3 12,9 9,6 6,6 5,0
4 14,2 10,8 71 5,3
0,5 15,4 11,8 7,6 5,6
6 16,4 12,7 8,1 5,9
7 13,5 8,6 6,2
8 14,3 9,0 6,4
0,9 15,9 9,3 6,6

Die Kurvenschar (p) ist im System (¢, v) darzustellen und nach p = 0,1,
0,2, 0,3, 0,5 mm Hg zu verdichten.

1. Funktionsleitern.
§ 11. Allgemeine Sitze.

Die Ausfithrungen des ersten Abschnittes haben gezeigt, welche
Bedeutung den Leitern in der Nomographie zukommt, und zwar
nicht allein mit Riicksicht auf die skalaren Darstellungen, sondern
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auch in Funktionsnetzen und Netztafeln: der Aufbau eines Netzes
und die Aufeinanderfolge von Kurven werden stets durch Leitern
bestimmt und an Leitern zahlenmifBig ausgewertet. Die vorher-
gehenden Beispiele haben ferner erkennen lassen, dafl ein und
dieselbe Funktion vielfach unter Verwendung verschiedener Lei-
tern dargestellt werden kann. Fir die Praxis der Nomographie
ist es daher zweckmiBig, die besonderen Eigenschaften und Vor-
ziige der verschiedenen Leitergattungen im Zusammenhang zu
untersuchen.

In den einzelnen Abschnitten einer Funktionsleiter entsprechen
gleiche Zeichenintervalle verschieden groflen Schritten der Ver-
anderlichen. Daher kann die Unterteilung einer Leiter nicht
iiberall bis zu derselben Dezimale durchgefiihrt werden. Fiir die
Darstellung der Funktionsskala z = - f(«) gewinnen wir aus .der
gegebenen Teilungslinge 4 und dem Bereiche f, bis f, die Zeichen-

4 mm
schreibenden Teilungsintervall {, mm der Schritt ©,, der auf
Grund der Beziehung

ty=1-{f(at) — f(oy + )| (7
ermittelt werden kann; ¢, [ und f(«,) sind gegeben, die Gleichung
wird nach (x, -+ 0,), mithin nach 6, aufgelést. Der Wert 6,
kann in praktischer Hinsicht zundchst nicht geniigen. Es ist
iiblich, Unterteilungen nach ganzen Vielfachen von Zehner-
potenzen fortschreiten zu lassen, wobei die Zahlen 1, 2 und 5
bevorzugt werden; bei Winkelteilungen geht man auch auf Sech-
stel und verwandte Stufen zuriick. Die Schritte © miissen daher

einheit [ = An der Stelle &, entspricht dem vorzu-

der Folge
12 5 10020 w20 L w8
1007 107 10 107 100 BV PEV g g g0 5o BV O

2 2,5
angehoéren, wobei statt —— u. U. - gewihlt wird.

10" R
Der aus (7) ermittelte Wert wird durch den néchstliegenden
Schritt @ der Folge (8) ersetzt. Falls sich die Leiter in fortschreiten-
der Dringung entwickelt, gelangen wir von &, ausgehend zu
einer Stelle «, folgender Beschaffenheit: vor &, ist das zu 6,
gehorige Zeichenintervall grofer als #;, hinter «, dagegen
kleiner als #,. Die Stelle «, gibt also an, wie weit der Schritt €,
verwendet werden darf, ohne dafl die zugehérigen Teilungsinter-
valle die vorgeschriebene Grenze #, unterschreiten:

l;/‘(o‘z) — (o — @1” >ty >1 ‘f(“z) — flog + @1”-
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Nach Division durch I- @, erhalten wir in erster Niherung

f’(“2) = l.tOQI .

(9)

Der Wert «, wird durch Auf- oder Abrundung geglittet. Fiir
den folgenden Teilungsabschnitt legen wir den in der Reihe (8)
auf O, folgenden Schritt 6, zugrunde und erhalten die Grenze
&g, bis zu der 6, benutzt werden kann, aus der Gleichung

f (o) = 1.6, (10)

Eine Vereinfachung des Rechnungsganges ergibt sich, wenn wir
fiir den Anfang &, der Teilung denjenigen Schritt €, ermitteln,
der von &, ab nicht mehr zulassig ist,

6, =
| f( )|’
und @), als das auf @, folgende Glied der Reihe (8) wihlen. Es
ist leicht zu ersehen, in welcher Weise die Anordnung der
©-Folge vom Verhalten der Ableitung f'(«) im vorgelegten Bereiche
abhéngt. Die in den Anwendungen auftretenden Funktionen
lassen sich stets in monotone Abschnitte der behandelten Art
zerlegen.

(11)

Als Beispiel werde die Teilung log(x) des Rechenstabes entwickelt.
z =250 - loge - Inax mm; £, = 0,5 mm; &, =

0,5
= 350. 043 1} Go~0005. a=1; 6,=00l,
0,43 0,5 N s o
o 350.0,01°  %e~22 % =2; 0y=10,02.
0,43 0,5
X3 m’ 0(3~4,3. 0‘3:5’ @3—0,05
LE R xR 11, a,=10.

x, 250 0,05°
Die Folge (8) zeigt in Annsherung das Bildungsgesetz:
0, =2.6, Daher ergibt sich aus (11)
th _ 2-t
Lfag)  1f(oy)
Die Grenzen &, und «,, in denen der Schritt ©; Verwendung
findet, geniigen (niaherungsweise) der Bedingung

) =4/ a2
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Der Aufbau einer Leiter oder einer Linienschar gestaltet sich
nach MaBgabe der Formeln (7) bis (11) besonders zweckmé&Big und
iibersichtlich. Es ist jedoch zu bemerken, da} die nomographische
Praxis bisweilen andere Gesichtspunkte in den Vordergrund
stellt, In den Anwendungen treten vielfach diskrete, in un-
gleichen Schritten angeordnete Zahlenfolgen auf, etwa in der
Elektrotechnik, wenn es sich um gebriuchliche Drahtquerschnitte
handelt, im Maschinenbau bei Normalien u. dgl. mehr; in der-
artigen Fallen wird eine Teilung bzw. ein Netz nur in den prak-
tisch moglichen Werten ausgefiihrt und beziffert.

Den vorstehenden Entwicklungen 148t sich die Ablesegenauig-
keit auf einer Leiter entnehmen, wenn wir statt des Teilungs-
intervalls £, die Schwelle s beriicksichtigen. Die Grenze des még-
lichen Ablesefehlers betragt an der Stelle «:

5
S f()

Wenn auf Grund der Formeln (7) bis (11) erreicht ist, dafi langs
der Leiter das Teilungsintervall in derselben Gréfenordnung
bleibt, so kann s auch auf Funktionsteilungen als konstanter
Mittelwert angesehen werden; A« hingt demnach nur von der
Zeicheneinheit und der Stelle & ab.

Innerhalb eines Teilungsintervalls nehmen wir die Einschatzung
der Zwischenwerte linear vor, d. h. wir teilen das Intervall in (zehn)
gleiche Unterteile. Diese Ersetzung der Funktionsleiter durch eine
regelmiBige Teilung bewirkt eine VergroBerung der Ablesefehler.
Vom Gebrauch des logarithmischen Rechenstabes her ist bekannt,
daB beispielsweise auf der Teilung log sin « die Interpolation in der
Gegend o = 80° auf diesem Wege gewill nicht mehr zuldssig ist.

Wir setzen eine ansteigende Funktion f(«) voraus und be-
ziehen uns auf den Schritt von « bis & -+ @, dem das Teilungs-
intervall ¢ =1[f(x -+ O) — f(«)] zugehért. Es handelt sich um
die Einschitzung der Zwischenwerte « + 0,160, «+0,26,

., 64+n0,n=01,02,...09. Die Lage des wahren Bild-
punktes & + n0O ergibt sich aus
z=1fla +n6).
Das eingeschitzte Bild verlegen wir bei linearer Interpolation in
die Stelle, die von [ f(x) um = -t entfernt ist:

Hn=0fx)+mn-t.
Diese Art der Einschétzung ist zuldssig, solange der Abstand
beider Punkte unterhalb der Schwelle bleibt:

|2y —z|=s.

Ao (13)
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Wir setzen die fiir z und 2z, gefundenen Ausdriicke ein und ent-
wickeln die Funktion f in eine Taylorsche Reihe:

|[f(&) +n- (& + O) —nf(x) —f((x+n@)|g%
floy+n-f(&)+n- O -f(a)+n- @2,‘"(0¢)+...i
1 @) s%.
. =

- —n OF() —n O () -

Brechen wir die Entwicklungen mit den Gliedern zweiter Ordnung
ab, so erhalten wir
8

©2
n-m | =2

Das Produkt =n(n —1) erreicht innerhalb des ausgewidhlten
Schrittes fir » = 0,5 seinen groften Wert 1. Wenn daher in der
Mitte des Schrittes die Bedingung

62 } s

Torel<g
erfiilllt ist, kann die regelméiBige Einschaltung an den anderen
Stellen des Intervalles erst recht als gesichert angesehen werden.
Der Schritt O, in dem wir regulér interpolieren diirfen, mu8 daher
der Bedingung geniigen

8-s
0? < ——— )
@]

Wollte man durch Zulassung einer grofleren Schwelle die regel-
mibige Einschaltung iiber einen gréferen Schritt erstrecken,
so zeigt (14), daB erst eine Vervierfachung der Schwelle den Schritt

(14)

verdoppelt.
Stellt @, den von «, an giiltigen Teilungsschritt dar,
21,
0, =2-60,= ,
Ly (%)

so folgt aus (14):
48 8.s & f"(o)]
7 < " ? l P Ty
2 f(ag)® " L[ f (o) 2s-[f(x)]?
Unter Beriicksichtigung der fiir gezeichnete Nomogramme iib-.
lichen Werte ¢, =1 mm, s = 0,056 mm ergibt sich demnach

1>10 éff '('(“))]L mm (15)
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Die Ungleichungen (14) und (15) stellen Naherungsformeln dar,
denen in der Praxis jedoch voéllig ausreichende Sicherheit zu-
kommt. Die Abschétzungen werden spater auf einzelne Leitern
angewendet werden; wir nehmen zwei besondere Beispiele voraus.

Auf dem Rechenstab ist die Teilung log sinx in der Zeicheneinheit
1 =125 mm ausgefiihrt; als Teilungsintervall ist ¢, = 0,5 mm anzusetzen.

flo) =loge-Insina; f'(x) =loge-ctga: ["(x) = —loge. —— L . In der
Umgebung der Stelle le gllt daher in erster Naherung sin® o
s- 1] 25mm  5S5mm
23 [/~ loge-costa  costa

Die regelmaflige Einschitzung ist zuldssig, solange
5 1
125 > ot e’ cosS & > 5

ist, d. h. bis zur Stelle « == 178°. 1 2
Als zweites Beispiel diene die Leiter z = 1. —. Aus f' = — D = 5

folgt die Abschitzung (15): I > 20 & mm. Um von der Stelle o, =5 ab
eine brauchbare Darstellung zu erhalten, ist also mindestens die Zeichen-
einheit ! =100 mm zugrunde zu legen. Wir vergleichen zwei Leitern
!=100mm und ’=50mm; die erste schreitet an der Stelle & =15
nach 6 = 0,5, die zweite nach 6@ =1 f{fort.

=100 mm ’=50 mm
Eingezeichnete Punkte | & =5; 2z == 20,00 mm & =5; 10,00 mm
6 =255;2=1818 «=6; 833 ,
Eingeschétzter
Zwischenwert . .| o« =525 & == 5,5

Wahre Lage . z=19,05 ,, 9,09 ,,

Einschatzung . z=19,09 ,, 9,17 ,,
Unterschied. . . . . 0,04 mm < s 0,08 mm > s

§ 12. Potenzleitern.

Die Herstellung der Leiter z =1-&" kann leicht an die ge-
brauchlichen Tabellen der technischen Handbiicher angeschlossen
werden, wenn der Exponent sich auf eine der Zahlen 4- %, 4- 1,
+ 2 oder -3 zuriickfiihren 148t. In anderen Fillen bedient
man sich zweckmiBig eines doppelt-logarithmischen Hilfsnetzes
E=logx, u=1logz, das die Funktion z2=1:-a" durch die
Gerade # =mn-&+4 logl darstellt; dabei wird zugleich die
Zeicheneinheit beriicksichtigt, und es lassen sich die Teilungs-
langen %z unmittelbar in Millimeterangabe ablesen. Der notwendige
Ubergang von der logarithmischen #-Achse zur metrischen Zeich-
nung kann bei Herstellung einer Leiter nicht als Nachteil gelten.

Schwerdt, Nomographie. 4
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Der Begriff der Potenzleiter bedarf einer Verallgemeinerung.
Auch die Teilung z=1-[f(x)]* soll allgemein eine Potenz-
leiter genannt werden, die aus f(x) abgeleitet ist. In dieser
Ausdrucksweise ist z. B. z = [log «]? eine (aus der logarithmischen
abgeleitete) Potenzleiter, z=log(x2) dagegen eine (aus der
Potenz abgeleitete) logarithmische Teilung.

Eine Konstruktion, die sich besonders auf empirische Funk-
tionen f(«) anwenden 14Bt, ist in der technischen Thermodynamik
als die Brauersche!) bekannt. Im rechtwinkligen System (z, 2)
sind die Winkel ¢ und v in der durch Abb. 26 kenntlich ge-
machten Lage gewihlt. Wir gehen von einem Punkte P, = (,, %)

Z) aus; seine Koordinaten-
- linien bestimmen die
> Punkte 4, und C,, durch

die unter 45° gegen die
Achsen die Geraden 4, B

D G B und C; D gelegt werden.
590 - Die durch Bund D gehen-

c le P den Koordinatenlinien be-

0 a stimmen den Punkt P.
I Von 4 und € aus 148t sich

L, 1 A" die Konstruktion entspre-

4 M/ . chend fortsetzenund auch
0 KA % von B; und D, ausin ande-
i ——— rer Richtung erstrecken.
3 ¢ Offenbar handelt es sich

Abb. 26. Brauersche Konstruktion der

Potenzleiter. um die graphische Dar-

stellung einer geometri-

schen Reihe, wie sie beispielsweise in der Akustik Verwendung

findet, um die Biinde auf den Griffbrettern der Saiteninstrumente
zu konstruieren?).

Die Koordinaten von P seien mit « und z bezeichnet; dann gilt:

r, =%+ a, zr=2-+¢c,
a=uxtgq, c=z-tgy,
x
NT tge n =2 (1+tgy).
Wird nun P, derart gewihlt, dal z; = -7 ist, so folgt:
1
e=1-x

T14-tgy) X —tge)”,’

1) Z. V.d.I. 1885, S. 433,
2) Horn, W.: Z.{. phys. Unt. Bd. 34, Nr. 4. S.165. 1921.
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d. h., auch der Punkt P stellt ein Wertepaar (x, 2) der Funktion
z=1-2" dar, wenn die Bedingung

I+tgy) (I —tge)* =1
bei Wahl der Winkel ¢ und v erfiillt wird. Das Entsprechende
gilt bei Fortsetzung der Konstruktion in beiden Richtungen.

Beispiel: n=2, tgp=1; es folgt tgy = J.

n=—4tge=—+ » » gy=1

Die Konstruktion liefert unabhéngig von der Zeichenein-
heit, in der z = m - f (&) entworfen ist, die Potenzleiter z = - [f (&)]".

Da das Verfahren rekurrierend ist, iibertragen sich Zeichen-
fehler; es eignet sich daher im wesentlichen zur Einschaltung von
Zwischenwerten in eine vorhandene Wertefolge. Durch Wahl
eines kleinen Winkels ¢ konnen die Zwischenwerte stets hin-
reichend dicht gedringt werden; es gilt dann in erster Naherung
tgy =mn-tge.

In praktischer Hinsicht ist zweierlei zu bemerken. Falls die Bereiche
fiir z und z weit vom Nullpunkt entfernt liegen, wird man bei Unterdriicken
des O-Punktes die freien Schenkel OA und OB aus zwei Festpunkten P,
und P, ermitteln. Man berechnet mit Hilfe der Werte tge und tgy die
Strecken 4,B, =a, =x,tgp und A4,B, =a,=2,tgp, entsprechend
C,D,=c¢;, =2 tgyw und Oy D, =c, =2z, tgy. Alsdann bleibt auch fir
die Anordnung der Trager x und z groBer Spielraum. Ferner kann die
Konstruktion dahin abgedndert werden, dafl von 4, aus die Koordinaten-
linie B4, von D, aus die durch C’ gehende Koordinatenlinie gezeichnet
wird. Die Bedingung fiir die Hilfswinkel lautet dann (1 4- tgy) = (1 — tgg)*,
die unter Umstanden vor der oben genannten gewisse Vorteile gewéhrt.

Wir untersuchen zuniichst den allgemeinen Aufbau der Potenz-
leiter o™ fiir positive Exponenten. Als Vergleich diene die regel-
mifige Teilung n=1 , ., 7 2

Ze

(s. Abb. 27). Fiir alle || g E— n>1
ositiven Werte =

Eleiben die Punkte (')f i T{ ? 3! n=1

0, 1, co fest; wenn 0 ;23

n > 1 ist, werden die | ”5\ — 7>n>0

in gleichen Schritten -

folgenden Teilungs- —<

punkte vom Fest- (= 2.7 e Oon >t

punkt 1 aus nach

beiden ~Richtungen [= 532 7 95 rmet

hin auseinandergezo- | = = ’

gen; liegt dagegen n |3 2 T . i n<-t

zwischen O und 1, so ~< >

findet von beiden  Abh. 27. Schema. Aufbau von Potenzleitern.
4*



52 Funktionsleitern.

Richtungen her eine Dréngung der Teilungsintervalle auf den
Festpunkt 1 hin statt.

Die Leitern n << 0 vergleichen wir mit der reziproken Teilung
n = —1. Fiir alle negativen n werden die Zahlen & > 1 auf das
Intervall z=0...1 abgebildet, die Punkte & <1 erstrecken sich
von z =1 ab nach rechts; das Bild der Zahl & = 0 ist der uneigent-
liche Punkt z = oo. Auch fiir n << 0 sind & = 0,1, 0o Festpunkte.
Liegt n zwischen 0 und — 1, so findet nach

n a=%Lt| a=8
- & =1 hin eine Dringung statt; in den Leitern
? 317 513 n < — 1 werden die Teilungspunkte von & =1
PR 9 nach beiden Richtungen hin auseinandet-
) 5 gezogen. Als Beispiel diene die nebenstehende
1
i e L7
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—3 | 512 | 4i5 !
o, T 4 42 W g kid
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dient. Es sei » >0. Auf der Teilungslinge z =0...1 liegen alle
Zahlen o« = 0...1, jedoch treten bei verschiedenen Werten von

n

—2

— 1,5
—1

— 0,9
—0,8
—0,7
— 0,6
—0,5
—0,4
—0,3
—0,2
—0,1

Die

0 <oy < ay<<l:

z
7

0,24
32
40
41
42

0,42
41
39
36
31
24
14

n verschiedene Teilbereiche besonders hervor. So ist
die Teilungslinge zwischen den Werten «, =0,1
und &y, = 0,5, wenn n dicht bei 0 liegt, sehr klein,
nimmt mit wachsendem Exponenten zunichst zu
und wird schliefllich wieder zusammengedringt. Soll
ein gewisser Teilbereich auf Grund des praktischen
Zusammenhanges besonders hervortreten, so ist
also die Auswahl eines bestimmten Wertes n an-
gezeigt. Entsprechende Beziehungen gelten fiir
negative Exponenten in bezug auf die Zahlen
o > 1. Die nebenstehende Tabelle gibt die Teilungs-
linge des Bereiches «, =2, «, =10 fiir verschie-
dene Exponenten an.

Teilungsstrecke z=1-|a” —«&%| wird ein Maximum,
wenn &%-logo, = a?-logo, ist. Daraus ergibt sich fiir n >0,

. log[—log ;] —log[—log ]
o log x, —log &,

B

| fir <0, 1<oy<<oay:

Abb. 30. Giinstigster Ex-

ponont _fiir ala(;vo{)zout%ﬁg_l ten Teilungslinge bewirken kann, nicht

Teilbereich é :
leitern. MafBstab %/,  angingig erscheint.

" log [log &,] — log[log &, ]
o logo; —logo,

Beispiel: &, = 1,5, «,=25: nrA —1.

o, =11, oa,=15: n~—35.

Abb. 30 gibt eine Darstellung der For-
mel < 0. Die beiden Werte &, und &, wer-
den auf derselben krummlinigen Leiter o
abgelesen, der Wert, der das Optimum her-
beifiihrt, erscheint auf der oberen Teilung.
Die Ableitung der Fluchtlinientafel wird
in § 37 gegeben; vgl. auch S. 71.

Die Auswahl des giinstigsten Wertes n
wird dann am Platze sein, wenn gewisse
Punkte, z. B.z =0 und z =1, im Rahmen
eines Nomogrammes festgelegt sind und
daher eine Vergroferung der Zeichenein-
heit, die eine VergroBerung der bevorzug-



§ 12. Potenzleitern. hbH

Wir wenden die Ergebnisse des § 11 auf die spezielle Potenz-
leiter an. Um zu einer fiir alle Exponenten gemeinsamen Dar-
stellung zu gelangen, wollen wir die Leitern stets in steigender
Schrittfolge durchlaufen. Fir n >1 gilt dann &,<< &y, fiir n<<1
dagegen ;<< &,. Auf Grund der Formel §11, (12), ergibt sich:

apl=fe o,
*1,,
Koy =217, (m+1n+0). (16)
(Vgl. Aufg. 110.)

In einer Potenzleiter stehen die Argumentwerte, die einen
Bereich gleichbleibender SchrittgroBe ©, begrenzen, in geometri-
scher Reihe. (Vgl. Abb. 29.)

Erheben wir (16) in die nt® Potenz und erweitern mit 7, so folgt:

"
— on-1,
2 =2 2.

Demnach betrigt die Teilungslinge, auf der 6, beizubehalten ist,

n

Ay =z —z| =1 ar-|21-n 1],
A n_
71=oqb- 21—n—1|. (17)

Beziehen wir uns beispielsweise auf die Stelle &, =1, so ergibt

sich fiir n = } der Wert éll =1, von der Stelle &; =10 ab der

A
Wert ~ll ~ 3, wie an Hand der Abb. 28 leicht zu bestitigen ist.

Die Zulissigkeit regelmafliger Einschitzung bedarf fir » >0
bei kleinen Werten o, fiir n <C 0 bei groen Werten « einer Unter-
suchung. Setzen wir die besonderen Funktionen f =mn-a?"!
und f'=n-(n —1)a”~ 2 in die Formel §11, (15) ein, so erhalten
wir fiir die Zeicheneinheit ! die Bedingung:

111
l>10[1—\t—-ﬁmm. (18)
n | ol

Sobald |n|>1 ist, bleibt |1 —% unter 2. An der Stelle

&, =1 ist fir Potenzleitern ]nl > 1 die Zeicheneinheit 20 mm
ausreichend. Die in den Anwendungen auftretenden Leitern
werden aber in erheblich gréBeren Zeicheneinheiten entworfen,
so daB also in der Praxis die regelmiBige Einschétzung inner-
halb der ©-Schritte vollig gesichert ist. Fiir n = —§ ergibt sich
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! >30mm; die Abb. 28, der eine kleinere Zeicheneinheit zu-
grunde liegt, 146t erkennen, daB fiir Werte « > 1 die Ablesung
unzureichend ist.
Aus (18) folgt
z2>10-

1
—= . 1
1 nlmm (19)

Unabhangig von der gewihlten Zeicheneinheit kénnen wir
daher eine Teilungslinge z, derart angeben, dafl nach dieser
Teilungslinge die Potenzleiter den gestellten

* o Forderungen geniigt; eine grobe Abschétzung
>0,5 10 mm  gibt die nebenstehende Tabelle. Die Teilungs-

0,25 130 ., Jingen bis zu 50 mm lassen sich in der Praxis
=025 |50 ., stets unterdriicken. Damit haben wir gezeigt,
—05 30, daB Potenzleitern trotz ihres eigentiimlichen
-1 20 ., Aufbaues innerhalb der ©-Folge eine voéllig ge-
<—=2 |15 ., sicherte Ablesung erméoglichen.

Der prozentuale Ablesefehler 146t sich in einfacher Weise un-
abhiingig von der Zeicheneinheit auf die Teilungslinge zuriick-
fithren: Ao l 5

o |

100 - e (20)

4
In Abb. 31 ist der prozentuale Grenzfehler p = 1 100 706

abhéngig von zmm und || in einer logarithmischen Tafel dar-
gestellt. Man erkennt, daB p bei gro-
Berer Teilungslinge als 50 mm stets
. OJ?“ unterhalb 0,2 bleibt; auf der Tei-
\ \ lungslinge 300 mm sinkt der Ablese-
fehler bei n =5 auf 0,005%, Die

. AN

7z}
5

/
&L

Tafel 31 kann als Beispiel dafir
gelten, daBl die Unterteilung nach
praktischen Gesichtspunkten aus-
gefiihrt wird; es handelt sich im vor-
liegenden Falle um eine Abschitzung

AQ

’ < der GroBenordnung, eine weiter-
gehende Unterteilung wire sachlich
& ohne Nutzen und wiirde die Uber-
sicht {iber die Tafel beeintrich-

7l tigen.
750"’ D L - Wir haben in den Untersuchun-
mm Teilungsiinge gen der Potenzleiter das Argument &

Abb. 31. Grenze des Drozen- als positiv angenommen. Fir ganz-
tualen Ablesefehlers £uf Po. zahlige Exponenten ist die Darstel-
tenzleitern. MabBstab Y/,. lung negativer Argumente ohne
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weiteres durchsichtig; bei beliebigen Exponenten erstreckt sich
die Definition der Funktion &” im reellen Gebiet nur auf
Werte o > 0.

§ 13. Projektive Leitern.
In der Theorie der Fluchtlinientafeln kommt den linear ge-

Z. ;((z)) ::%-g eine fundamentale Bedeutung
zu. Ferner finden aus spiter zu erérternden Griinden diese
Funktionen in der Physik und Technik zur Darstellung empirischer
Abhéngigkeiten ausgedehnte Anwendung.

Von den vier Parametern a, ...d sind nur drei wesentlich,
da der Bruch durch jede der vier Groflen a, . . .d gehoben werden
kann. Wir wahlen im folgenden ¢ = 1; der besondere Fall der
reguldren Leiter ¢ = 0 wird von vornherein ausgeschlossen. Die
Zeicheneinheit (lmm) sei nach erfolgter Multiplikation in die
Konstanten a und b einbezogen.

. a* o+ _é
T oa++d
Die Leiter ist durch Angabe der Determinante

a b
1 d’zad~b (22)

brochenen Funktionen

(1)

D=

bestimmt. Losen wir (21) nach & auf, so erhalten wir die in-

verse Funktion « = “zdi_zg , deren zugehdorige Determinante
- (f __Z ' =ad — b, also ebenfalls gleich D ist. Aus der Ableitung
ﬁ = ~—-—D (23)
do (& J-d)?
folgt sofort die Bedingung
\D#O, (24)

i

da andernfalls die Funktion zu einer Konstanten, die Leiter in
einen Punkt ausartet.

In (23) ist der Nenner als Quadrat wesentlich positiv, das Vor-
zeichen von D ist also fiir den Richtungssinn auf der Leiter be-
stimmend. Fiir D >0 wachsen & und z gleichsinnig, fiir D <0
nehmen mit wachsendem & die zugehérigen Teilungsstrecken ab.

Die Diskussion 188t sich an vier besondere Wertepaare anschlieBen :
b b
o=0, z=—. oc__—;, 2=0. (25)

x=00, z=aqa. & =—d, 2 =00,
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Gehen wir von positiven Parametern und positiver Deter-
minante aus, so ergibt sich die in Abb. 32 wiedergegebene An-
ordnung. Die Bilder der positiven Zahlen « erfiillen die Teilungs-

o -d _‘% 0— o -d langeznzjblszw:a,
. - 3 fwzﬁl . die negativen Zahlen
d liegen auBlerhalb dieser
—— > Strecke; der uneigent-
liche Punkt z = oo schei-

a nimm? ab det die Bereiche

Abb. 82. Schema. Aufbau einer projektiven & = 0...—d

Leiter. und
&=-—d...—00.

Um zu erkennen, in welcher Weise der Aufbau der Leiter von den
Parametern abhingt, 4ndern wir die Groen « ... d. Wir lassen zunichst
a wachsen. Wahrend die Punkte & = 0 und- &« = —d festbleiben, wandert

der Bildpunkt & = oo nach rechts und bewirkt dadurch eine Dehnung der
zum positiven Bereich gehorenden Teilungslinge. Da #% absolut kleiner

wird, gelangen also in den Punkt z = 0 Bildpunkte mit absolut kleinerer
Bezifferung. Bei VergroBlerung von @ werden die Bildpunkte unter Er-
haltung des uneigentlichen Punktes &« = -—d vom festen Punkte o = 0
aus nach beiden Richtungen auseinandergezogen. Einer Verkleinerung von a
entspricht eine Driangung der Punkte auf « =0 hin. Wenn dabei D

negativ wird, ergibt sich der in Abb. 33 dargestellte Aufbau.
Die Diskussion im Anschlul an b und d sei dem Leser iiberlassen. Wir
wollen lediglich betonen,

_b daB fiir d < 0 die negati-

o -d a = 0 =4 yen Zahlen die abgeschlos-
T F’W“% sene Teilungslinge erfiil-

Z e 0 a g— ®  len; der Bereich der posi-
< - tiven Zahlen wird durch

a nmimmt ab " den uneigentlichen Punkt

: sl o =|d|,z=00in die Teil-

Abb. 33. Schema. ﬁ&elilfgiu einer projektiven berei|chezx —0. (a[und
o=|d|...00 geschieden.

Soll die Darstellung der Leiter (21) auf rechnerischem Wege
erfolgen, so ist eine Umformung der Funktion zweckm#Big:

_ax+b ao+ad—(ad—0b)

T atd a+d ’
‘z—a_zx—i—d‘ (26)
Wir berechnen daher die einfacheren Werte u = (xjj_ 7 und

tragen die zugehoérigen Teilungslingen % von z =a aus in nega-
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tiver Richtung auf. Die Berechnung 188t sich unter Ver-

D
«x+d
. . . 1000 .
zifferung leicht an die bekannte Tabelle y anschlieBen. Da-

mit ist die linear gebrochene Funktion auf die reziproke Teilung
§ 12, n = —1, zuriickgefiihrt.

3a 42
Beispiel. (Abb. 34. = D=10.
eispiel. ( ) 2 514 0
z -1?0 z-4 6
te
10 1,00 6 T N ]
9 1,01 5 z=0 | w=7
8 1,25 4
7 1,43 3 U=125 5.3
- - - Abb. 34. Schema. Verzifferung.
U [2.9

Die eigentliche Bedeutung der linear gebrochenen Funktion
liegt auf geometrischem Gebiet; die Funktion vermittelt den
Zusammenhang zwischen projektiven Punktreihen und heiBit da-
her projektive Funktion, ihre Leiter wird projektive Leiter
genannt. Der Nachweis, dafl Skalen, die sich in perspektiver
Lage befinden, wird zu- v
meist mit Hilfe des kon-
stanten Doppelverhéltnis- A
ses gefithrt. Wir schlagen
folgendenanalytischen Weg
ein. (Abb. 35.)

Die Abszissenachse (1) 7
des kartesischen Systems /
(xy) trage die Teilung i W' —
z=1-f(x). Den Punkt r i I x
P = (p, g) withlen wir zum  flee) =\

Triger eines Geraden-
biischels, dessen einzelne
Glieder durch die Bezifferung ihres Schnittpunktes mit I be-
zeichnet seien; die Gleichung einer dieser Geraden lautet:

Abb. 35. Erzeugung der Leiter proj «.

_ 9 _ (x_7-

Der Punkt P heifit Kollineationszentrum oder »Pol«. Wir bringen
das Biischel mit einer festen (nicht durch P gehenden) Geraden
(II), y==-tgp -+ r, zum Schnitt. Die Abszisse 2 des Schnitt-
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punktes ergibt sich durch Elimination von y aus den beiden letzten
Gleichungen; sie fiihrt sofort auf die Teilungslange

% f@) - (g —7)]+[rp]
" cosp  f(x)[l-sing] +[gcosp — psing]

Bezeichnen wir die Ausdriicke in den eckigen Klammern bzw. mit
a, b, ¢ und d, so liefert die Konstruktion auf dem Trager II die

. a-f(x)+4b
Leiter z ol +d
Leiter I-f(x) auf I.

Es 148t sich leicht zeigen, dafl aus vorgelegten GréBen a, . . . d
ein System (p, q; 7, @) stets reell herstellbar ist.

Auf Grund der Tatsache, daB jede linear gebrochene Funktion
durch perspektivische Abbildung dargestellt werden kann, ge-
langen wir zu einer einfachen Konstruktion der projektiven Leiter.
ax 4+ b Di
cx L d ie
projektive Zuordnung ist entsprechend der Anzahl der wesent-
lichen Parameter durch drei Wertepaare o, 2;; &,, 255 &3, 25 be-
stimmt. Wir gehen von der regelmafligen Teilung I aus und

durch perspektivische Abbildung aus der

Wir beziehen uns auf die spezielle Funktion z =

3 w2 0
a I B S A e N/

reg o
¢=l0 zz=l1 a=c|o m
T T T | I T 1 T
-3 -2 =7 7 2 3 4
reg z
/4
prg/'oc\/a regz
502}
7,
C' T T T I
NN BT
reg &
3a+ 2

Abb. 36. Konstruktion der Leiter proj «. Beispiel: z = ~ii
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bezeichnen auf ihr die drei Bildpunkte &{, 5 und &5. Auf dem
Trager 11, der die projektive Teilung aufnehmen soll, bestimmen
wir mit Hilfe der (rechnerisch) ermittelten Teilungsstrecken z,,
2, und 2z, die Bildpunkte «,, &, und & 3. (s. Abb. 36 aundb.) Es
handelt sich nun darum, die beiden Trager in perspektiver Lage
anzuordnen; dies gelingt, indem wir etwa die Punkte &; und &
zur Deckung bringen, die Trager gegeneinander neigen und das
Kollineationszentrum P aus den Strahlen a,a; und &;a; be-
stimmen; nach Wahl des Deckungspunktes 148t die Aufgabe oo?
verschiedene Anordnungen zu. In Abb. 36 ist das Beispiel

= 30?—:— 42 behandelt. Der Pol wird bestimmt durch die Werte-
paare &; =1, 2, =1; ay=—4, z=00); az=o00, z5=3.

Werden auf dem Trager II sowohl die regelmiBige Teilung =z
als auch die projektive Teilung o« ausgefiihrt, so stellt die Doppel-

leiter die Funktion z = %x—_g—zz in regelméBiger Ablesung z dar.

In gleicher Weise konnen die Punkte des Tragers I nach z und «
beziffert werden; dieselbe Funktion wird dann in einer Doppel-
leiter mit regelmafBiger Ablesung & wiedergegeben.

Fiir die praktische Durchfilhrung sei bemerkt, daBl zur Er-
mittlung des Poles in erster Linie die Werte & =0, « = oo,
z=0 und z= oo herangezogen werden, auch dann, wenn
sich der Bereich von & oder z nicht bis zu diesen Werten erstreckt
oder die Funktion an diesen Stellen praktisch keine Giiltigkeit
mehr besitzt. So sei beispielsweise die Umwandlung der Beaumé-
grade n in spezifisches Gewicht s > 1 erwahnt:

. 145,88
7 145,88 —n ]

Schon die Werte = > 50 haben keine praktische Bedeutung,
fir n = 145,88, s = oo verliert die Formel ihren Sinn, alle nega-
tiven Werte n liegen auflerhalb des Giiltigkeitsbereiches (s > 1).
Trotzdem kann die Bestimmung des Punktes P zweckmaBig mit
Hilfe der Paare n =0, s=1; n=o00, s =0; n = 145,88, s = o0
erfolgen. Um zu mdglichst giinstigen Lageverhaltnissen zu ge-
langen, empfiehlt es sich, von den drei Werten «, << a,< &g
den mittleren zum Deckungspunkt zu wihlen. ‘

Da die Konstruktion von der Zeicheneinheit E[f(x)] unab-
hingig ist, bietet sich eine Vereinfachung dar. Soll die projek-
tive Leiter etwa im Bereich &« =0... 100 entworfen werden

1) In Abb. 36 unterdriickt.

(t =12,5°C).
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(s. Abb. 37), so stellen wir die Leiter I rega zunichst in groBer
Zeicheneinheit nur im Bereich &« =0 ...50 dar und bestimmen
einen Pol P,. Durch Ver-
A A/l zifferung der Leiter I fin-
e 3 %= det der Bereich 0...100
7 seine Darstellung, und wir

/ iy fihren die Konstruktion
/ ol fiirdenanschlieBenden Be-
/ reich 50...100 mit Hilfe
! eines zweiten Poles P,
/ durch. P, und P, liegen auf

20

20 / einer Parallelen zum Tri-
0 . erl,wiesichsofortausder

Besiforing_g : Projek h
ezifferung N . ojektion von &..ersehen

- p. 4 ] L reg e ] X 0
}},'f,i/b N P AL l1aBt. Auch dieses Verfah-
2 . .

L o . ren gewahrleistet auf der
Abb. 37. PrOJektlonPIEig Hilfe verschiedener ganzen Teilungslinge giin-

stige Schnittverhaltnisse:

Fiir die Untersuchung der Schrittfolge © und der Interpolation
auf projektiven Leitern miissen wir die Zeicheneinheit ! mm be-
sonders berticksichtigen. Aus § 11, (11) folgt der bis zur Stelle «,

giiltige Schritt o _ o (00y + d)?

Man erkennt, daB fiir grofe Werte «, der Schritt auBerordentlich
rasch geéindert wird; der Schrittfolge ist daher ein Bildungsgesetz
6, =n-6,, n>2, zugrunde zu legen, und wir erhalten aus

$11,(12) 0y + d = (6, + d) V. (27)
In einfache Gestalt 143t sich die Abschitzung fiir die untere Grenze

D —2D
derZeicheneinheit bringen (§11,15): f/=———— | f" = """,
Mithin ergibt sich aus [ > IOW mm:

20

§ 14. Die projektive Funktion als Niherungsfunktion.

Mit Riicksicht darauf, daB die linear gebrochene Funktion
drei wesentliche Parameter enthilt, kénnen wir mit Hilfe der
projektiven Teilung eine weitgehende Annaherung gegebener
Funktionen erreichen. Da die projektive Leiter durch eine be-
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sonders einfache Konstruktion herstellbar ist, gewinnt ein der-
artiges Annaherungsverfahren an praktischer Bedeutung.
a-o-+b

Wir entwickeln die Funktion p(&) = OC—M

nach der Taylorschen Reihe

an der Stelle &,

/ @2 77,
P (% + 0) = p(ag) + O p/(g) + “‘2"?7 (o) + Py, (29)
wobei P; das Restglied darstellt. Die Ableitungen von p(«) lauten

“ —_— Dﬁ-_ 0N 7‘D_-_‘
» P (0‘)*_2'(7:{“(”3; p (a)_+3'(0¢+d)4

Soll die Funktion z = f(«) an der Stelle &, durch p(«) angenihert
dargestellt werden, so entwickeln wir

v D

p(a)=+ (« :'_72)
2

f(‘xo + @) = f(‘xo) + O- f/(“o) + '”2' o ]w((xo) + Rs . (30)

Durch gliedweise Vergleichung der Reihen (29) und (30) erhalten
wir fir ¢, b und d das Bestimmungssystem

_axy+b
f(“o)—ﬁ,
, . D
o) = o v @)
oo« —2D
I =y ap?

aus dem sich die gesuchten Groflen a . . . d leicht ermitteln lassen.
Die Reihenentwicklungen fiir p(«) und f(«) stimmen dann in
der Nihe der Stelle &, bis zu den dritten Gliedern einschlieflich
iiberein.

Wegen D =+ 0 ist die projektive Anniherung einer Funktion
f(x) an die Bedingungen gekniipft: f'(«) 4 0 und f”’(«) % 0.

Das soeben gewonnene Ergebnis 148t sich dahin formulieren:
Kleine Bereiche auf Funktionsleitern kénnen als projektive Tei-
lungen aufgefallt werden. Soll eine vorhandene Leiter feiner
unterteilt werden, so schlieBen wir die projektive Konstruktion
an drei benachbarte Leiterpunkte an. Indem wir feststellen, ob
sich bei Extrapolation vorhergehende und folgende Leiterpunkte
der Konstruktion einfiigen, gewinnen wir eine Abschitzung, ob
das Verfahren im gewéhlten Bereich mit hinreichender Genauig-
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keit zuldssig ist. Abb. 38 zeigt die projektive Anndherung einer
Sinusleiter in der Umgebung der Stelle % Die Konstruktion ist

an die Punkte «; = 40°,
7z, = 0,6428; «, = 45°,
zg = 0,7071; &y = 50°,
z3 = 0,7660 angeschlos-
sen. Auf Grund der
Gleichungen (31) lautet
die zugehorige Nahe-
rungsfunktion

. —36042
win({+6)m12 5577

wobei die Abweichung

___J_.‘(_D_L__J———' o | T 17 T .
7 Auo/ / “g Regulire Teiung (;\ 4 6:|P3—R3|klemer als

_— . . — L1y2. &2 bleibt. Tm Be-
Abb. 38. Projektive Anniherung einer Sinus reiche 38° — 52° liegt der

leiter. MabBstab /,.
¢ 3 Fehler unterhalb 0,0005,

Die groBe Schmiegsamkeit der linear gebrochenen Funktion ist ein
Grund dafiir, daB in den Anwendungen empirische Formeln héufig in die
Gestalt (21) gebracht werden. Es sei besonders auf die technische und physi-
kalische Wirmelehre verwiesen. Fiir die Wirmekapazitit von Metallen

.
gilt die Tildensche') Formel (¢--¢p) = %ﬁ . Die Werte (c— c,)

lassen sich projektiv aus der Leiter ¢ ableiten, die Konstante ¢, wird durch
nachtrigliche Verzifferung beriicksichtigt.

Die Wirmekapazitit einer wisserigen Losung hingt nach Mathias?)
von der auf 1 Aquivalent der geldsten Substanz entfallenden Aquivalenz-

zahl n des Losungsmittels ab: ¢ = Z j: Z .
Auch die Naumannsche Formel K = ﬁg wire hier zu nennen.
Ein weites Feld eroffnet sich in den Formeln fiir die Spannkraft gesat-
at o ar

tigterDimpfe:ﬁ =100+t (Roche, August, Magnus), p?° = —
o B T+ 186
(Bertrand, Hg); logpzA—ﬁvE (Antoine). Die Warmekapazitit

gesittigter Wasserddmpfe gehorcht der Formel von Clausius:

0,708 - t — 607
¢ — 0,305 = Tirem
1) Proc. of the roy. soc. Bd. 66, S. 244. 1900. — Chwolson: Lehrbuch
der Physik Bd. III, S. 217.
2) Cpt. rend. hebdom. de ’Acad. des Sc. Bd. 107, S.524. 1888, — J. de
phys. et de pathol. gén. Bd. 8, Teil 2, S. 204, 1889,
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Hier gehéren auch zahlreiche Néherungsformeln aus der Festigkeits-
lehre und der Maschinentechnik her. In der Hydrodynamik ist die Anzahl
projektiver Abhingigkeiten besonders gro. Weiteres Material ist in den
Aufgaben 45, 47—49, 52 angedeutet.

Die projektive Konstruktion kann schlieflich dazu dienen,
Versuchsreihen zusammenzufassen, von denen man weil, daf3 sie
einer linear gebrochenen Funktion geniigen, ohne daf} die Para-
meter der Funktion selbst bekannt sind.

1 1
So weist die Gleichung — —i—l =-———, deren allgemeine
« f const c-o
Bedeutung auf S. 35 erwihnt wurde, in der Form f = o

mittelbar auf die projektive Konstruktion hin. Aus (mindestens
drei) Wertepaaren von Bild- und Gegenstandsweite bei einer Linse
unbekannter Brennweite 146t sich der Gesamtablauf der Funktion
in einer Doppelleiter darstellen; aus & = oo bzw. = oo folgt so-
fort die Brennweite.

Ein galvanisches Element von (konstantem) inneren Wider-
stand w liefert im Schliefungswiderstand W die Stromstirke
1= in—a - Die Abhéngigkeit ¢(W) kann fiir ein Element un-
bekannter Konstanten aus einigen (mindestens drei) Beobach-
tungen konstruiert werden; dabei ergibt der praktisch sinnlose
Zustand ¢ = o0 aus W= — w den inneren Widerstand.

Das Verfahren, eine Versuchs-
anordnung durch projektive Kon-
struktion zu eichen,ist zumersten
Male von Pirani auf Spektral-
photometer angewendet worden.

Beispiel. Auf dlteren Quadranten?)
findet sich vielfach eine Winkelteilung
vor, von der Abb. 39 einen Ausschnitt
schematisch darstellt. Die Einrichtung
dieses Transporteurs entspricht dem
Transversalmafstab. Die Radien der
durch 4 und B gehenden Teilkreise
sind durch die Abmessungen des In-
strumentes gegeben. Der Winkel OAB
sei gleich 1°.” Durch neun konzentrische =~ Abb. 39. Schema. Quadranten-
Kreise um O werden auf der Strecke AB teilung.

1) Wir nennen den Reduktionsquadranten von Blondel de St. Aubin:
Véritable art de naviguer par le quartier de réduction. Au Havre 1671. —
Gaztafieta: Norte de la Navegacion hallado por el cuadrante de reduccion.
Sevilla 1692. — Es sei ferner an das bekannte Bild von Tycho Brahe aus
dem Jahre 1587 erinnert (Astronom. instauratae mechanica, Wandsbeck
1598), das Tychos Mauerquadranten wiedergibt.

Schwerdt, Nomographie. 5
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neun Teilpunkte 7... 7T, derart bestimmt, daB < AOT,==n-0,1° ist.
Wir withlen folgende Bezeichnungen: OA = a, OB =05, Radius 0T, =z,,
< OAB = «x. Dann ergibt der Sinussatz:

z, sin o . a

a sin[2R — (« + 0,1n)]’ " ¢08(0,1n%) + ctgo - sin (0,1 n%)
Innerhalb des Bereiches 0° bis 1° ist cosg auf drei Dezimalen gleich 1,
ferner ist sing dem Argument ¢ proportional. Ziehen wir den Faktor,
' 100 der sich beim Ubergang vom Bogen-
= =1 maf zum OGradmaB ergibt, mit
7! /?g'a:‘,, 7f7 72 ctgox zu einer Konstanten zu-

S o\ W W W i s s sammen, so gilt innerhalb der ge-
nannten Genauigkeit:
a
l1+4+c¢c-n’

Die Konstante ¢, mithin auch den
Winkel &, brauchen wir nun im ein-
zelnen nicht zu ermitteln. Die pro-
jektive Teilung x, kann aus der
reguliaren Teilung 7 auf Grund der
Zuordnung von drei Werten ab-
geleitet werden. Es gehéren n = oo,
x = 0 zusammen'). Zwei weitere
Paare sind durch die Abmessungen
des Instrumentes gegeben, indem
zg=a zu n=0, x;,,=> zu n=10
gehoren. Wir behandeln in Abb. 40
das Beispiel 04 =1, OB=1,2.
Der Wert n =0 wird mit z =1
zur Deckung gebracht, der Tra-
ger (n) selbst unter dem Anstieg
3 :10 gegen die z-Teilung geneigt.
Als Zeicheneinheit E(x,) wihlen
wir 500 mm. Der Pol P kann
5. -1 nicht unmittelbar zeichnerisch aus
n = 00, & = 0 gewonnen werden,
Abb. 40. Projektive Konstruktion einer da =20 um 600 mm von x ==1,2

Quadrantenteilung. Malstab /5. entfernt liegt. Mit Hilfe des Strah-
lensatzes ergibt die Proportion
4 : 600 = 3:10, daB P auf der durch = = 1, 2 gehenden Vertikalen 180 mm
unterhalb der x-Leiter liegt. Ungiinstige Konstruktionsschritte werden
stets durch kurze Rechnung ersetzt.

Auf gleichem Wege lassen sich andere Unterteilungen gewinnen. Soll
die Teilung etwa nach }°= 10’ fortschreiten, so ist die projektive Beziehung
durch die Paare n =0, x = a; n = 6, x = b; n = 00, x = 0 festgelegt.

o

&

Ly

(32)

/%30 1777 =1

70

780 mm

§ 15. Logarithmische Leitern?2).
Schon im ersten Abschnitt ist die Besonderheit der Leiter
z=1-logax bemerkt worden, die Bereiche 0,1...1, 1...10,
10...100 usw. durch dieselbe Teilungslinge ! mm darzustellen.

1) Die Formel (32) gilt nur im Bereich #=0. .. 10(!)
2y Vgl. hierzu Abb. 9 S. 16.
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Die Multiplikation von & mit einer Zehnerpotenz, 10", bewirkt
lediglich eine Verschiebung der Teilung in sich um ein ganzes
Vielfaches . von I, ndmlich um n-I: die logarithmische Teilung
reproduziert sich. Es ist dies ein wesentlicher Grund dafiir, da8
man in der nomographischen Praxis hiufig die Leiter log & be-
vorzugt; aus Grundleitern kann ein vorgeschriebener Bereich
durch Verzifferung gewonnen werden. Die handelsiiblichen Lo-
garithmenpapiere sind zumeist im Bereich 1...1000 beziffert.

Multiplizieren wir & mit einer Konstanten m, so wirkt sich
diese Verzifferung wegen 2z, =1-loga +I-logm in einer Ver-
schiebung der Teilung um den Betrag !-logm aus. Es ist auf
diese Weise bisweilen moglich, einen vorgelegten Bereich in
einen Teilungsabschnitt der Grundleiter zu verlegen.

Beispiel. Der Bereich & = 8 ... 45 erstreckt sich tiber zwei Teilungs-
abschnitte, ndmlich 1...10 und 10...100. Die Multiplikation mit 2
ergibt den Bereich 16 ... 90, der nun in einen Abschnitt der Teilung
fallt. Die vorgedruckte Zahl 16 erhalt die Bezifferung 8, statt 18 wird 9
geschrieben usw. Die Anordnung innerhalb der ©-Folge auf der log. Leiter
gewihrt gerade fiir die Multiplikation mit 2 besonderen Vorteil.

Da sich die logarithmische Leiter in aufeinanderfolgenden
Zehnerpotenzen wiederholt, eignet sie sich zur Darstellung grofer
Bereiche. Als bemerkenswertes Beispiel sei die von Auerbach
in logarithmischer Teilung gegebene ,,GréBenordnung typischer
Strecken genannt, in der sowohl der Durchmesser eines Gas-
teilchens, als auch die Entfernung Sonne—Sirius enthalten ist;
die Zeicheneinheit Z (logx) betrigt 5 mm.

Negative Werte & und & =0 konnen auf logarithmischen
Leitern nicht dargestellt werden,

Aus der vorgeschriebenen Teilungslinge 4 mm und den
Grenzen des Bereiches «,...&, finden wir die Zeicheneinheit

A mm

&y | (33)
log—2%
g"ﬁ |

| ~Amm|
i
|

In Abb. 137 des Anhanges I11 ist eine Fluchtlinientafel fiir den
baufig gebrauchten Zusammenhang (33) angegeben. Man ver-
meidet bei logarithmischen Leitern nach Moglichkeit unglatte
Werte [ und bezieht sich vorzugsweise auf handelsiibliche Grund-
leitern. Am héufigsten sind auf log. Papieren die Leitern I = 250 mm
und ! = 100 mm; ferner sind einzelne Grundleitern in gebriuch.
lichen Teilungseinheiten zwischen 30 mm und 350 mm heraus-
gegeben worden; man hat im gleichen Bereich auch die aus
Abb. 10 bekannte Harfenform angewendet. Die Grundleiter

b*
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1 =100mm hat sich in der nomographischen Praxis besonders
eingebiirgert. Wir werden bei Leitern loga daher die MaBstab-
angabe haufig auf die Zeicheneinheit 100 mm beziehen; in
z=13-loga bedeutet die Mallstabsangabe A =34 eine Zeichen-
einheit I =150 mm. Die Ergebnisleiter der Tafel (Abb. 137)
schreitet sowohl nach Zeicheneinheiten [ mm, als auch nach
MafBstabszahlen 4 fort.

Die Abschiatzung der unteren Grenze fiir I fithrt zu folgendem

Ergebnis. Aus z=1I-loga =1-loge-Inx folgt f'(x)= lo;cfe ,
() = JO%. Wir erhalten daher (§ 11, 15):
loge - cxl
1>10 (10 )2 2 Im, (0, < &),
> —mm
loge
il>23mm’. (34)

Auf allen logarithmischen Leitern { > 23 mm ist die Einschiétzung
der Zwischenwerte gesichert.

Die gebrauchlichen Zeicheneinheiten liegen wesentlich {iber
dieser unteren Grenze. Die soeben erwahnte Auerbachsche Dar-
stellung (I = 5 mm) gentigt nomographischen Anforderungen dem-
nach nicht, sie wird jedoch durch Wahl? = 25 mm verbessert, ohne
daB die Abmessungen unhandlich werden.

Fiir die Leiter I = 250 mm ist die Schrittfolge © auf S. 46 mit
t, = 0,5 mm bestimmt - worden. Unter Beriicksichtigung des
Wertes t, =1 mm, der fiir gezeichnete Rechentafeln iiblich ist,

ergibt sich @) = in erster Naherung also

1-0, 0 43 5
N (35)
Die Grenze des absoluten Ablesefehlers betrigt 4o = a‘éﬁ ,
Ao 7|| (36)

Von wesentlicher Bedeutung ist der prozentuale Ablesefehler

0
‘100AA“~L%

|

(37)
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Damit gewinnen wir den wichtigen Satz: Léngs einer logarith-
mischen Leiter ist der prozentuale Ablesefehler konstant.
Aus diesem Grunde ist die Bevorzugung logarithmischer Teilungen
in der Nomographie vollig berechtigt.

Zusammenfassung.

Die vorhergehenden Untersuchungen haben gezeigt, dal den
einzelnen Leitergattungen vor anderen gewisse Vorziige inne-
wohnen, die in der Anordnung der Bildpunkte, der Ausdehnung
der Bereiche oder der Genauigkeitsverteilung liegen.

Potenzleitern lassen gewisse Teilbereiche besonders hervor-
treten und ermdoglichen dabei doch die Darstellung grofier Be-
reiche; den projektiven Teilungen ist eine hohe Schmiegsamkeit
eigen, die Leichtigkeit, mit der sie entworfen werden konnen,
sichert ihnen zudem eine weite Anwendbarkeit; logarithmische
Leitern sind durch konstante Genauigkeitsverteilung ausgezeich-
net; die Anordnung der Leiterpunkte lafit mannigfache Ver-
zifferungen zu und weist damit auf die Verwendung von Grund-
leitern.

In den Anwendungen treten die genannten Skalen oder Ab-
leitungen aus ihnen am h#ufigsten auf. Nach den Ausfihrungen
dieses Abschnittes wird es dem Leser keine Schwierigkeiten be-
reiten, andere Leitertypen, etwa die trigonometrischen Teilungen,
an Hand des § 11 selbst zu diskutieren.

§ 16. Krummlinige Leitern.

Teilungen auf krummlinigen Trigern werden stets auf ein kar-
tesisches Koordinatensystem bezogen. Wir denken eine Teilung («)
entstanden durch Schnitt einer nach « bezifferten Kurvenschar

p@y;8)=0 (38)

y(z,y)=0. (39)

Die Gleichungen (38) und (39) kénnen wir als zwei Gleichungen mit
zwei Unbekannten, (x und y), ansehen und nach z und y auf-
l6sen:

mit dem Triger

r=1x(x),
y=y(x).
Damit gewinnen wir eine andere Definition der krummlinigen

Leiter, die man als Parameterdarstellung der Teilung be-
zeichnet.

(40)
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Das erste, durch (38) und (39) gegebene Verfahren bringt die
Entstehung einer Kurvenleiter besonders anschaulich zum Aus-
druck; die Darstellung (40) ist symmetrisch und gewahrt daher
sowohl fiir den Ansatz als auch fiir Berechnung wesentliche Er-
leichterung. Beide Definitionen sind theoretisch gleichwertig,
lassen sich in praxi jedoch nicht immer ineinander iberfithren, da
sowohl die Auflésung von (38) und (39) nach = und y als auch um-
gekehrt die Elimination von « aus (40) bisweilen undurchfiihr-
bar ist.

Beispiel 1. Die regelmaBige Kreisteilung kann durch die Geraden-

schar
y=z-tgx (41)

und den Trager
By =1 (42)

bestimmt werden. Die Auflésung nach z und y ergibt die bekannte Para-
meterform

x:r-c?szx,} (43)
y=r-sino.
Beispiel 2. Aus der gegebenen Parameterdarstellung
G0
1+ a2a2’ (44)
. 1
Y¥=1 4+ a?oa?
erhalten wir durch Elimination von & die Gleichung des Triagers
a?4y*—y=0, (45)
0 I reg o

g5 70
a3 9 0205 g7 05 g5

T T T T

7 5 2 3
I prg. o
Abb. 41. Stereographische Kreisteilung.

T

T
45 oo 70
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d. h. den Kreis mit dem Radius r =% und dem Mittelpunkt
(0, §). Als erzeugende Schar kann das Strahlenbiischel
1
_ 46
y=" (46)

angesehen werden. Abb. 41 gibt eine Darstellung unter Annahme
des Wertes a =1. Die Beziechung y:x =1:ax zeigt, da} die
Teilung durch perspektivische Konstruktion aus der Hilfsleiter I,
reg o, gewonnen werden kann, wenn der 0-Punkt als Pol gewéhlt
wird. Es ist naheliegend, die Leiter als stereographische
Teilung zu bezeichnen. Fiir absolut grofle Werte &« versagt die
Konstruktion infolge ungiinstiger Schnittverhéltnisse; als er-
zeugende Schar dient dann das Biischel

l—y=0a-ax. (47)
Die Teilung wird durch perspektivische Konstruktion aus der
1
Hilfsleiter 11, o abgeleitet, wenn der Pol im Punkte (0, 1) liegt.

Im vorliegenden Falle ist der Triger als Kreis praktisch vollig
definiert, er wird beim Entwurf daher als vorhanden voraus-
gesetzt; handelt es sich um andere Kurven, so ist stets die Para-
meterdarstellung vorzuziehen; gelingt es, eine erzeugende Schar
zu finden, so sollte sie nur zur Kontrolle herangezogen werden.
Die Berechnung im Anschlufl an (40) wird zweckméBig in einer
Tabelle vorgenommen; im Beispiel der Funktionen (44) ergibt
sich etwa das folgende Schema:

a = 1. Zeicheneinheit 100 mm.

3 a-o a? ot ‘ 1+ a%a? z ‘ Yy
1 — 1| 2,00 0,500 0,500
1,5 - 2,25 ‘ 3,25 0,461 0,308
2 - 4 | 5,00 0,400 0,200
. — . ‘w . . . usw.

Die stereographische Kreisteilung ist bei der Darstellung der symme-
trischen Funktionen von zwei Verdnderlichen, o, oy, oy + &y usw. von
Bedeutung und wird bei Behandlung der quadratischen Gleichung sowohl
an Zeigerinstrumenten wie in Fluchtlinientafeln benutzt werden.

Beispiel 3. Die in Abb. 30 dargestellte Tafel werde auf das
System (2 y) derart bezogen, daf} die Abszissenachse parallel dem Trager (n)
verliuft und der Punkt —n =1 die Koordinaten = =0, y =1 erhilt,
Dann 1aBt sich die Leiter (x) wie folgt definieren:

—0,8 0,8 — 2. logux

- log[loga] + loga — 1° log [loge] + loge — (48)
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Es ware in diesem Falle wertlos, die Gleichung des Triigers in geschlossener
Form zu suchen. Zur Kontrolle kann bei der Zeichnung die Schar
y = (3 logx — 1) -« herangezogen werden, die sich leicht aus einer rein
logarithmischen Teilung gewinnen laft.

In vielen Féllen ist die Benutzung des Strahlenbiischels
y = f{«) - * wenigstens zur Nachpriifung vorteilhaft. Konorski
hat den Nachweis erbracht, dafl oftmals die Projektion einer
Leiter auf eine andere die Rechenoperationen wesentlich ver-
einfacht. Das Verfahren Konorskis ist als typenbildend zu be-
zeichnen.

Die Untersuchung der Schrittfolge und der regelméBigen Ein-

schitzung schlieBen wir an die Parameterdarstellung an (Abb. 42).
Die Zeicheneinheit | mm sei fir

y=tylo) . , o
}a‘qﬁ; Abszissen und Ordinaten die gleiche:
(22
Ay r==z(«)-lmm,
d (49)
& Ay y=y(x) lmm.

Tt In erster Naherung diirfen wir das
Teilungsintervall 4z durch die Sehne
des Differenzendreiecks ersetzen,

Az = YAz 4 A,
x=l-% o) = Y2 (o)2 + (&) - 1+ Ax mm.

dx

Abb. 42. RegelmiBige Einschit-
zung auf krummlinigen Leitern.

Wenn & im Schritt 4o = 6 fort-
schreitet, soll Az in der GréBen-
ordnung ¢, liegen. Wir durchlaufen
die Leiter in dem Sinne, dafl die Schrittfolge steigend ist, dann
hat bis zur Stelle &, der Schritt

tO
LYol (o) + y/(0y)?
Giiltigkeit, von o, ab der auf 6, folgende Schritt €, bis zur

(50)

)

Stelle &,: t,
Vel oa)® + o/ (00 = 155 (51)
Die Grenze des Ablesefehlers betragt
s

= . 52
TR T (o 2)

Man erkennt die véllige Analogie zu den Formeln des § 11.
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In ahnlicher Weise gelangen wir zu einer Abschiatzung der
Zeicheneinheit I mm. Die Lage eines Zwischenpunktes im Schritt
o bis & + O ist durch

x=1lz(x+n0), y=1y(-+n06)
gegeben; das eingeschitzte Bild verlegen wir in die Stelle:

v, =1l-x(x)+n-dx, y=1ly&)+n-dy,

WObei Ax:l-[@’xl(“)’F*@;"x”(“)‘i’ :],
. 62
Ay:l-[@-y’(oc)+~2—-y”(0¢)+ ]
ist.
62
o~z =1 =) G a4,

f ' 62
|91 — Y| :l""'(""—l)‘*zf'y”(“)‘l— ‘
Wir fordern, daB der Abstand d = J(x, — x)? + (y; — y)? beider
Punkte kleiner bleibe als s; daraus folgt entsprechend den Aus-
fihrungen auf S. 48 die Abschatzung:

10- ()2 + y()? . 53
L>10 2'(0%q)% 4 ' (%y)? mm’ (3)

Die Anwendung auf das Beispiel 2, (a =1), (8. 70)

o 1
T =11

erfolgt auf Grund der Ausdriicke:

1 4
2 ot 2 "2 .
R A s e
(1 + o)
to=1mm, !=100mm, 6y = 1001 ;
=1, 6,=002, 6,=005,
14+02=100-0,—= 5, op=2, 0, = 0,1,
14+02=100- 6, =10, a=3, 9, = 0,2

usw.

(14 of) - YT o2
> 201 4 62 mm oder 1> 20-xmm.

Die Zeicheneinheit 100 mm ist daher bis zur Stelle & =5 zulédssig; soll
die Ablesung bis zu & = 10 gesichert sein, so ist mindestens die Zeichen-
einheit 200 mm zu wihlen.

Ferner: l 10-2- (1 - o?)?
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§ 17. Aufgaben.

Zu § 11.

38. Die Unterteilung der Leiter z = (o«2-— 4« -+ 3) - 5 mm im Bereiche
a=3...10 zu berechnen.

39. Wie lautet die Schrittfolge der Leiter z = 300 :sina® mm ?

Zu § 12.

40. Fiir welche Werte ¢ ist die Leiter z=1-(x -+ a@)* leicht durch
Verzifferung zu entwerfen ?

41. Die Gleichung § 12, 16 in einer Leitertafel x,, &y, n darzustellen.

42. Entwurf einer Netztafel fiir die Abschatzung § 12, 18.

43. Die Netztafel Abb. 31 ist aus den Daten z =50...300, |n| =0,5...5
zu. rekonstruieren.

Zu § 13 und 14.

44. Konstruktion der Doppelleiter fiir ein Brixsches Ardometer

s — 400 . 400

174004+ n° 27400 —n"
45. Die Nutzarbeit ¢ P.S pro 1 kg stiindlich zerspanten Metalls hingt
__0,03¢4f 4+ 0,13

vom Spanquerschnitt f mm? ab: ¢

f
46. Der Koppelungsgrad zweier induktiv gekoppelter Systeme

)
L ()

ist im Bereiche 4, : 1, = 1,001 . . . 2,0 darzustellen.
47. Gleitende Reibung p zwischen Bremsklotzen aus StahlguB und

stahlernen Radreifen, Geschwindigkeit vkm/Stde: u = 0,25 %ﬂ .
e >
48. Fiir den Achsdruck gil %51 = %- Wie ist eine perspekti-
o —

vische Konstruktion anwendbar ?

49. 0, =0 : (1 + 0,000012%). Doppelleiter (o, , x).

50. Das Verhéltnis u der Querkontraktion zur Langsdilatation ist vom
3— 2
64 25"

51. Die Strom-Widerstandsleiter eines galvanischen Elementes % = 0,9
Volt, w = 5 Ohm projektiv zu entwerfen.

52. An der Mikrometertrommel eines Spektralphotometers wurden fol-
gende Beobachtungen gewonnen:

Lithium n; = 10,20, A, =671up (rot),

Natrium ny = 12,40, 1, = 589 (gelb),

Thallium  n; = 14,57, 1; = 535 (griin),

Strontium n, = 19,73, 1, = 461 (blau).
Auf Grund der Tatsache, daBl #» und 4 in projektiver Abhingigkeit stehen,
ist die Eichung im Bereiche » = 8,00 . . . 25,00 durchzufiihren.

53. Bei Priifung einer Sammellinse hat sich ergeben: Gegenstandsweite
oy = 215 mm, Bildweite £,=205 mm, «, = 405 mm, g, = 142 mm. In-
wiefern sind diese zwei Angaben zur projektiven Konstruktion ausreichend ?
Brennweite ?

Verhaltnis » des Gestaltsmoduls zum Volumenmodul abhéingig u ==
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54. Fiir eine Sammellinse f = 140 mm ist eine Doppelleiter der Bild-
und Gegenstandsweite zu entwerfen.

55. Die Atomprozente f eines Zweistoffsystems hangen von den Ge-
wichtsprozenten « projektiv ab; es gehéren stets die Werte 0, 0 und 100, 100
zusammen. Fiir Cu-Mg gilt ferner & = 27,5, §# = 50. Die Doppelleiter ist
zu entwerfen.

Die folgenden Funktionen sind an der Stelle &, projektiv anzunéhern.

56. z = «?; (% = 2).

57.z=loga;  (xg=1).

58. z =1 +a; (x5 =0).

Zu § 15.

59. Auf der Leiter log & sollen Langen von 1 uu bis zu einem Lichtjahr
dargestellt werden.

60. Der Bereich &« = 0,72 ... 1,43 soll auf etwa 200 mm Teilungslange
logarithmisch dargestellt werden. !=7? Innerhalb welches Schrittes darf
regelmaBig interpoliert werden? Wieviel Leiterpunkte sind demnach min-
destens zu berechnen?

Zu § 16.
Die folgenden Leitern sind zu untersuchen und zu entwerfen:

1
61. T= N y=tgou.
62. 1= _a-x o= — L
YT et a*+12a-0+1° ‘/_a2oc2—|—l,2-a-zx+1'
63. r = ;15 , Y= %. Welche Zeicheneinheit sichert die Ablesung
bis & =10?

64. Welche erzeugenden Scharen kénnen zur Konstruktion der stereo-
graphischen Kreisteilung des weiteren herangezogen werden ?

II1. Abbildung einer Ebene auf eine andere.
Punkfttransformationen.

§ 18. Allgemeine Sitze.

Um die im ersten Abschnitt eingefiihrte Vorstellung, eine
nomographische Tafel entstehe durch Verzerrung einer einmal
gegebenen oder gedachten Darstellung, fiir die Theorie und Kon-
struktion von Rechentafeln auszuwerten, wollen wir die Ab-
bildung einer Ebene auf eine andere unter allgemeinen Gesichts-
punkten untersuchen.

Wir gehen von einer Ebene E aus mit dem rechtwinkligen
kartesischen Koordinatensystem (z, y), der »Grundebene«, und
orientieren die »Bildebene« E durch ein &quivalentes System
(&, ). Uber die Lage beider Ebenen treffen wir keinerlei Voraus-
setzungen, wir lassen im allgemeinen auch die im Anschlufl an
Fig. 18 und 19 gebildete Vorstellung fallen, die Abbildung werde
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durch eine Flache geometrisch vermittelt. Wenn es fiir das Ver-
stdndnis oder die praktische Auswertung niitzlich erscheint,
geometrische Hilfsmittel heranzuziehen, wird es im folgenden
stets ausdriicklich bemerkt werden.

Die Zuordnung zwischen beiden Ebenen wird durch Ab-
bildungsgleichungen festgelegt: aus den gegebenen Koordinaten
(z, y) eines Punktes (Originales) werden die Koordinaten (&, 5)
seines Bildes berechnet. Die einfachen Beispiele des ersten Ab-
schnittes sind dadurch ausgezeichnet, daB & eine Funktion von
x allein, 7 eine Funktion von y allein ist. Aus der analytischen
Geometrie sind Beispiele bekannt, bei denen die Abbildungs-
gleichungen in allgemeinerer Form erscheinen, jedoch ebenfalls
einfachster Art sind. So laBt sich die Drehung eines Koordinaten-
systems .

E= x-cosp+ y-sing,
n= —x-singp-}y-cose

folgendermafBlen auffassen: wir drehen nicht das System (z, )
um den Winkel ¢ in das System (&, 5), sondern drehen unter
Festhaltung des Bezugssystems die Ebene, und zwar um den
Winkel —¢; es bedeuten dann z und y die Koordinaten eines
Punktes in der Ausgangslage, & und % die Koordinaten desselben
Punktes in der Endlage. Fixieren wir Anfangs- und Endlage in
verschiedenen Ebenen £ und E, so bewirken die genannten
Gleichungen eine Abbildung. Offenbar ist im vorliegenden Falle
die Bildebene der Grundebene kongruent, die Gebilde haben
lediglich in bezug auf die Systeme verschiedene Lage.

Wenn in den Abbildungsgleichungen & und % Funktionen
beider Koordinaten sind, heiBt die Abbildung eine allgemeine
Verzerrung (Anamorphose); ist dagegen £ eine Funktion von
« allein, 7 eine Funktion von y allein, spricht man von geome-
trischer Verzerrung (Lalanne). Es ist fiir diese Art der Ab-
bildung kennzeichnend, daB die Koordinatenlinien in ihrer
Paralleleneigenschaft invariant bleiben. Das letzte Beispiel hat
gezeigt, dafl Verzerrungen, die in allgemeiner Form erscheinen,
bisweilen auf geometrische zuriickfiihrbar sind.

Allgemein mégen die Abbildungsgleichungen

n=n (x’ y) ’
ihre Umkehrungen
y=y(&n)
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lauten. Es sei ausdriicklich bemerkt, da die beiden Gleichungen
(54) [und daher auch (55)] voneinander unabhiingig sind. Wihrend
die Funktionen, die eine konforme Abbildung vermitteln, den

g ; uch ya Riemannschen Differentialgleichungen 2—:’; = % und

dy~ a—n oder beide der Laplaceschen Differentialgleichung
02 g

Ap== SFPr + g 2 =0 geniigen miissen, lassen wir diese Ein-

schrinkung fallen wie schon das Beispiel des doppelt-logarith-

0
mischen Netzes &=Inz, 9 =Iny zeigt: —Ezi, fﬂ:l

! dxz =z’ dy
0& gy, 1 y’
—x#@’ A‘P————FO

Trotzdem kénnen & und # nicht vollig willkiirlich gewihlt
werden, wenn die Verzerrungen sinnvolll) sein sollen. Die

>

y 7

Abb. 43. Abbildung diskreter Punkte. — Gebietsanordnung. Die Punkte a

und b liegen innerhalb B, ihre Bildpunkte &« und 8 sind notwendig . ver-

schieden voneinander; Punkt ¢ liegt aullerhalb £, sein Bild y kann mit dem
Bilde eines inneren Punktes, etwa mit (X, zusammenfallen.

Funktionen & und # seien differenzierbar, endlich, stetig und
reell, wenigstens innerhalb angebbarer Bereiche in £ und E.
Wir wollen zulassen, dafl & und % endlichfach mehrdeutig sind,
jedoch mit folgender Einschrinkung: um jeden Punkt a soll es
ein Gebiet £ geben, dessen simtliche diskrete Punkte sich
wieder in diskrete Punkte abbilden (Fig. 43). Liegt z. B. ¢ auBer-
halb E, so darf das Bild y mit dem Bild eines inneren Punktes
zusammenfallen, etwa mit «, liegt dagegen b innerhalb E, so soll
das Bild f notwendig von & verschieden sein.

1) Der Begriff der sinnvollen Bewegung istin RéselerundSc hwerdt,
Einfithrung in die elementare Bewegungsgeometrie, Berlin: Weidmann
1924, entwickelt worden.
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Wir konnten die Frage der eindeutigen Umkehrbarkeit mit
Hilfe der inversen Funktionen (55) untersuchen. Vorteilhafter ist

folgender Weg. .
Es seien (z, y) und (x + k, y + k) zwei diskrete Punkte, ihre

Bilder sind dann &(x,y), 7 (@, y) und E(@+h, y+ k), n(x+h,
y -+ k). Wenn die Bilder zusammenfallen, bestehen die Gleichungen
E+nh, ?/—l-k) — &, y) =0,
n@-+h y+k —ny =0
Die Entwicklung nach Taylors Reihe ergibt:
0¢& 0¢&

a;x.h.{_@ok—"—...:o’ (6)
5

dn dn

= h+@-k+m_0.

Wihlen wir A und % so klein, daB die Glieder héherer Ordnung
vernachlissigt werden diirfen, so kénnen wir (56) als ein System
homogener, linearer Gleichungen fiir » und k ansehen. Wenn da-
her die Determinante innerhalb £ der Bedingung

o8 gl |
m— " ay%ol (57
e oy ‘ !

| dx Oy | |

geniigt, ist das System (56) nur durch & = k = 0 erfiillbar, d. h.
die Bedingung M = 0 schlieBt aus, dafl Punkten, die in & getrennt
liegen, ein gemeinsames Bild entspricht: die Abbildung der Ge-
biete £ und E aufeinander ist eindeutig umkehrbar. Die Funk-
tionaldeterminante M = gg’ Z% heift Determinante der Ab-
bildung. Auch unter der Annahme, daB 4 und & nicht verschwin-
dend klein seien, 1aBt sich ein entsprechender Beweis durchfiihren.
Wenn die ersten partiellen Ableitungen von & und 7 stetig
sind, ist auch M als homogene, bilineare Funktion stetig. Die
Gleichung M = 0 definiert die Grenzkurven von £ und E.

Der Inhalt des von drei benachbarten Punkten (z, y), (x 4 dx,
y +dy), (x-+0x,y+ Oy) gebildeten Dreiecks werde mit as
bezeichnet:

x , U ,1' x y 1 de dy‘

2-dS =|zx+4+dx, y+dy, 1l|=|dx dy 0=
x+d0x, y+dy, 1 dx 8y 0
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Die Bildpunkte sind (&,%), (§+d&n+dy), (64 6&n+ On),
und wir erhalten entsprechend:

2q3—|% d”‘.

0& Oy
Aus (54) folgt

é 5 . _ n [ .

Mithin gilt auf Grund des Multiplikationssatzes der Determinanten:
d¥=M-ds. (59)

M ist also die ZahlengréBle, die an jeder Stelle (z, y) die Vergrofie-
rung (bzw. Verkleinerung) des Flachenelementes angibt; ist
M >0, so liegen die Punkte in £ und E gleichsinnig, im anderen
Falle (M << 0) ungleichsinnig. Von dem linearen Maflstabs-
verhéltnis kann bei allgemeinen Verzerrungen nicht ohne weiteres
gesprochen werden, da es eine Funktion der Stelle und der Rich-
tung ist.

Die Flichenelemente dS und d2 lassen sich ebenfalls im An-
schluB an die Abbildungsformeln (55) vergleichen:

Ox ox Oy dy ,
dx_5§d§+5§jdn’ dy~875d5+ﬂdn’ 0
Oz dx Oy Jy
E Jdx Oz
|08 O
m— % 94
9y 9y
& dy
Wir erhalten demnach:

dS =M -d2. (61)

Aus (59) und (61) folgt sofort der Reziprozitdtssatz der
Funktionaldeterminanten:

M=), (©)
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Wir 1osen (58) nach dz und dy auf:

ﬁol +—§dy dé =0,

Ox
ﬂdwrldy—dn:o
Ox oy ’
0 0 0
da M—% dE— fdn, dy M =— ’7 d§+id¢7 (63)
Aus (60) folgt aber nach Multiplikation mit M:
dx.M:@.M.dE.’_%.M.dq,
o¢ oy
oy (64)
=0 M. d§+ M-dn.
Durch Vergleichung der Formeln (63) und (64) erhalten wir
oz . 0y 8mM . 0¢
" T M Ty )
ayM_ oy ayM _ o0&
0 o’ 9y 9

[Satz von Jacobil).] Entsprechende Ausdriicke ergeben sich
durch Auflgsung von (60) nach d& und d# und Vergleichung
mit (58).

Beispiele. 1. Fiir das doppelt-logarithmische Netz & =Inz, y =Iny
ergibt sich: -(E = l, 9¢ =0; 9y =0, (9y = i, mithin M = —l .

dx z’ Oy ox dn y x-
Daraus erkennen wir, daf fiir kleine Werte (x y), d. h. fiir Punkte in der
Nahe der Achsen die Flichenelemente gedehnt werden, fiir groiere Werte
(z y), also an Stellen, die vom 0-Punkt weit entfernt liegen, eine wesentliche
Drangung einsetzt. Da z und y notwendig beide positiv sind, ist die Ab-
bildung stets gleichsinnig.

2. Das auf 8. 20 benutzte Netz (s. Abb. 11, oben links) & =a?, 5 =c-y
ist durch M = 2 ¢z gekennzeichnet. Durch M = 0 wird die Gerade z = 0
als Grenzlinie zweier Gebiete bestimmt. In der Tat werden die beiden
Halbebenen << 0 und x > 0 auf dieselbe Halbebene & > 0 abgebildet.
Die rechte Halbebene z > 0 werde als Gebiet # bezeichnet; dann liegen
in den Bildpunkten der Z angehorenden Originale die Bilder von Punkten
aus der linken Halbebene; schlieBen wir die linke Halbebene aus, so ist
die Abbildung eindeutig und eindeutig umkehrbar.

Fiir die Konstruktionen in Funktionsnetzen erweist sich bis-
weilen ein Satz von Nutzen, der sich auf die Winkelverzerrung

1) Werke III, S. 385, § 8.
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bezieht. Zwei benachbarte Originale (z, ¥) und (x + dz, y -+ dy)
bestimmen eine Richtung gegen die x-Achse, deren Tangens-

funktion r = Z—Z ist; sie geht iiber in eine Bildrichtung durch den

Punkt (£, ) mit der Tangente g = % GemiB (58) ergibt sich
oy , 0y dy

dy oz dy dx
d& 67_5 N EH dy'

oz ' 8y d=
Da M £ 0 und ferner an jeder einzeln betrachteten Stelle (z, y)
bzw. (£, ) die partiellen Ableitungen konstant sind, stehen also
die Tangensfunktionen einer Richtung und ihrer Bildrichtung bei
jeder beliebigen Verzerrung der Ebene in projektiver Abhéingig-
keit: a+tb-r
0= —.

S ctd-r
Wenn wir bei der Verzerrung einer Ebene Kurven abzubilden
haben, kénnen wir daher durch Rechnung oder Konstruktion
gemil § 13 die Tangentenrichtungen der Bildkurven ermitteln.
Das Ergebnis (67) kann auch dahin formuliert werden: Bei
jeder Verzerrung haben vier durch einen Punkt gehende Rich-
tungen und ihre durch den Bildpunkt gehenden Bildrichtungen

dasselbe Doppelverhaltnis.

In geometrisch verzerrten Netzen & = &(x), 5 = n(y) nimmt (67) die
besondere Form an:

(66)

(67)

o =const-r.
So ergibt sich in doppelt-logarithmischen Papieren
z
T
Beispiel. Die Tangenten der Kurve y = 2" haben den Anstieg
r=mn-x""'; daraus folgt p = —3 -n+z" 1=n in Ubereinstimmung mit

dem konstanten Anstieg der Bildkurve » = n - ¢,

§ 19. Ausgleichung von Beobachtungen.

Nomographische Aufgaben sind oft eng mit der Ausgleichung
von Wertepaaren verkniipft. Die soeben entwickelten Abbildungs-
sitze gestatten, die Ausgleichung in beliebig verzerrten Funk-
tionsnetzen allgemein vorzunehmen.

Wir stellen die » mit ,,Fehlern“ behafteten Wertepaare

Zq :’—/1: <o e Xy yn (68)

Schwerdt, Nomographie, 6
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als Punkte P;,... P, in einem rechtwinkligen kartesischen Ko-
ordinatensystemn dar. Der funktionale Zusammenhang y == f(z)
sei bekannt. Auf Grund der Funktion f ergibt sich zu z, der zu-
gehorige Wert y,,, wihrend y, beobachtet worden ist.

Die in f enthaltenen Konstanten sollen derart bestimmt
werden, dal3 die Verbesserungen

Zn = Yn — Yn (69)
den beiden Bedingungen geniigen:
z1+z2+...+zn522=0, (70)

A2 2= D22 = Minimum. (71)
Zumeist wird in der Praxis die Ausgleichung der Punkte P nach
Gutdiinken vorgenommen, indem eine glatte Kurve so gelegt
wird, da8 sie an allen Punkten P méglichst dicht vorbeigeht; nur
in den seltensten Fillen diirfte dieses mechanische Verfahren den
Bedingungen (70) und (71) gerecht werden.

Falls f linear, das gesuchte Kurvenbild also geradlinig ist,
gestattet ein von Meh m ke angegebenes Verfahren die graphische
Ausgleichung unter Beriicksichtigung von (70) und (71). Die
Gleichung der Geraden laute

y=ax+0b. (72)
Demnach ergibt sich

2y =Yy —a%, — b, de=2y—adzr—nb=0,
Zy =a- Z + b. (73)

—y

Hierin bedeuten aber z; = Tx und y, = n?/ die Koordinaten

des Schwerpunktes S der mit gleichem Gewicht vorausgesetzten
Beobachtungspunkte P,.

Die Bedingung (70), das arithmetische Mittel der Verbesse-
rungen solle verschwinden, wird also von jeder durch S gehenden
Geraden erfiillt. - _

Wir legen durch S eine beliebige, der gesuchten jedoch augen-
scheinlich moglichst nahekommende Probegerade g,, welche die
Ordinatenachse in 7'; schneidet, und messen fiir jeden Punkt P,
die Strecke z, =y, — y, in bezug auf diese Gerade. Es ist dann
méglich, den Wert >’ 22 in beliebiger Zeicheneinheit abhéingig von
der Lage T'; darzustellen (s. Abb. 44), und wir erhalten somit den
Hilfspunkt H,. (T,H,= >'22) Dieselbe Konstruktion wird fiir
eine Anzahl anderer Probegeraden vorgenommen, etwa fiir vier
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bis fiinf. Durch die zugehérigen Punkte H 143t sich eine parabel-
dhnliche Kurve legen, die mit hinreichender Sicherheit das Mini-
mum von >'z? hervortreten 1aBt. Verbindet man den zum Mini

mm
pj S
yJ —
w0l — &
I— A
i ,
7
6
St
4
JE
2
’ | |
S0° 6“0’ 0°t

Abb. 44.- Ausgleichungskonstruktion nach Mehmke.
(Linge eines Meterstabes abhiingig von der Temperatur).

mum gehorigen Punkt 7' mit S, so erhalt man die ,,wahrschein-
lichste* Gerade; ihre Bestimmungsstiicke ergeben die ausge-
glichenen Konstanten in f.

Es bedarf keiner besonderen Betonung, dall die Konstruktion
der Hilfskurve H H an irgendeine feste Gerade 7' 7" angeschlossen
werden kann.

Beispiel. Abb. 44. Die Linge eines Meterstabes wird bei den Tem-

peraturen t= 20° 40° 50° 60° C
zZu 1 = 1000,22 1000,65 1000,90 1001,05 mm
gemessen?) ’

Die Zeicheneinheiten sind derart zu wéahlen, daB sowohl die Beob-
achtungsgenauigkeit von ¢ und ! zur Geltung kommt, als auch die Tei-
lungsléngen fiir ¢ und ! anndhernd gleich werden, z. B. E(1°) =2 mm

1) Vgl. hierzu die numerische Durchfithrung dieses Beispieles in Kohl-
rausch: Prakt. Physik Abschnitt 3, IIL

o*
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E(0,1 mm) = 10 mm. Die Hilfskurve 148t bei H; das Minimum erkennen,
und wir lesen nach Messung des Anstieges aus dem Blatt unmittelbar die
Gleichung des Meterstabes ab:

1= 999,805 4 0,0212 ¢°.
Der Stab hat bei 9,2° die Linge 1 m.

Es ist oben gezeigt worden, dafl durch Verzerrung des Zeichen-
blattes jede Kurve in eine gerade Linie gestreckt werden kann.
Dabei haben wir im vorliegenden Falle die Voraussetzung zu
treffen, dafl die Verzerrungsgleichungen keine derjenigen Kon-
stanten von f(x) enthalten, deren Ermittlung durch Ausgleichung
erstrebt wird. Das Funktionsnetz (&, %) soll also unabhingig
sein von den Parametern der Kurve. Als Beispiele seien die doppelt-
logarithmischen Netze fiir die Funktionen y = a - 2%, die einfach-
logarithmischen fir y = a-€*®, das Netz & = x2, # = y? {fiir die

2 2
Ellipsen und Hyperbeln % % =1 genannt. In verzerrten Dar-
stellungen bedarf die Mehmkesche Konstruktion einer wesent-
lichen Verdnderung.

Wir untersuchen zunichst die Ausgleichung in geometrisch
verzerrten Netzen: g— 4(z), n=0v(y).

Die Beobachtungspunkte (x, y) bilden sich in die Punkte & = u (),
7 =v(y) ab. An Stelle der Verbesserungen z 148t die Darstellung
die Strecken =5 — # hervortreten, und es handelt sich darum,
aus der meBbaren Strecke { die Verbesserung z zu ermitteln.
Falls die Zuschliage z hinreichend klein sind, kann die Ta ylorsche
Entwicklung mit dem zweiten Gliede abgebrochen werden:

C=v(y) —o®),

=z-v'(y).
Wir erhalten demnach 1 ¢ 8 10, 11 a4
“u o B
Im Funktionsnetz lautet die Gleichung der Bildgeraden
n=a-&+5b.

Daraus folgt (=% —aé—b, und es ergeben sich die ge-
suchten Verbesserungen:

1 - 1 1 1
szé‘: ',—_‘——a'é'——/":—‘—'b' T
T T ) T ) T v

1 — 1 1 1
2:‘/':: = —a-f TA—'—b',—_‘.
"y T M) "G )
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Die Bedingung (70), >’z =0, fiihrt daher auf die Gleichung:
Z ; Z ;
- . & 1 _ M 1
Hierin bedeuten aber &, _27 2? und %, = 2? 2 o

die Koordinaten desSchwerpunktes der n Punkte, wenn jeder Punkt

mit dem Gewicht vl , versehen wird. In geometrisch verzerrten
Netzen geniigt daher der Bedingung (70) jed'e Gerade durch

. . 1
den Schwerpunkt der mit den Gewichtsn — versehenen Be-
obachtungspunkte. v
In allen Netzen mit regelmifiiger Ordinatenteilung, v’ = const, ist
mithin die Mehmkesche Konstruktion ohne weiteres anwendbar (Hart-
mannsches Dispersionsnetz, einfach-logarithmisches Netz). Fiir die Netze
mit logarithmischer Ordinatentejlung, # =logy, gilt bis auf einen kon-

stanten Faktor, v’ = % ,

1

=y, (75

=Y )
es ist daher jeder Punkt mit einem Gewicht zu versehen, das dem Numerus
seiner Ordinate proportional ist.

Beispiel. (Abb. 45.) Die Folge

z=10 1,6 2,5 6,0 8,0 10,0

y=2,5 5,0 10 45 90 140
soll durch eine Funktion ¥ = a - 2* zusammengefaBt werden. Im doppelt-
logarithmischen Netz erhalten wir die Bildpunkte P; ... Py, denen gemif
(75) die Gewichte 2,5 ... 140 beizulegen sind. Es ergibt sich der Schwer-
punkt S, x=17,8; y =86 (numerische Angabe!). Die Konstruktion
filhrt dann auf die wahrscheinlichste Gerade

n=2,01& 4+ log1,36.

Die gesuchte Funktion ist daher y = 1,36 22, sie faf3t die gegebenen Werte-
paare derart zusammen, dafl die Quadratsumme der Fehler ein Minimum

wird.

Beider Ausgleichung in allgemein verzerrten Netzen & = u (z, y),
7 = v (%, y) handelt es sich in gleicher Weise darum, die Ver-
besserungen z aus meBbaren Strecken { der Zeichenebene ab-
zuleiten. Der Bildpunkt P des Wertepaares «, y hat die Koordi-

naten E=ur,y), =049,
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Abb. 45. Ausgleichung einer parabolischen Funktion.
Doppelt-logarithmisches Netz.

er erscheint als Schnittpunkt der Bildkurven, welche die Be-
zifferung (x) bzw. (y) tragen (Abb. 46). Es sei @ der Punkt, der
nach erfolgter Ausgleichung dieselbe Abszisse & hat; mit Riick-
gicht auf y = y — 2 sind seine Koordinaten:

E=u@+h y—2, ng=vlE+hy—2.
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Die ersten Glieder der Reihenentwicklung ergeben dann

— Jv ov
C=n—n=—a—?—/-z—%-h, (76)

wobei die Ableitungen an der Stelle z, y zu bilden sind. Da &
von P zu @ konstant bleibt,

7
. Ou ou
de=gah 5y = /
du { N
o oy,
ergibt sich: h=z2 o 7—
% ¥ \.Z‘
mithin aus (76): xth
%
oz
“=8 9w 60 ou 0n . : ¢
0x 0y 0y Ox
ou 1 ) Abb. 46. Ausgleichung im allgemein
=- au. M (§ 18, 57.) verzerrten Netz.
v "
0
Auf Grund des Jacobischen Satzes (§ 18, 65) ? =M Z‘y er-
halten wir [ an x m

verzerrten Netzen jeder Punkt mit dem Gewicht a—y zu versehen;
wenn > 22 zu einem Minimum gemacht werden soll, sind die mit
g—% multiplizierten Abstéinde ¢ bei der Quadratbildung in Rech-
nung zu stellen. — Das Verfahren ist auf alle Funktionen mit nur
zwei wesentlichen Parametern anwendbar.

§ 20. Einige Hilfssiitze iiber adjungierte Systeme.

Fiir die in § 21 und § 45 zu erdrternden Abbildungen ist es
vorteilhaft, die mathematische Herleitung und praktische Rech-
nung in Determinantenform zu geben. Dabei werden einige
Sitze und Operationen hiufig wiederkehren. Wir beschrinken
uns auf Determinanten dritten Grades

Ay 2 Qg3

|@|=|ay @y an|+0. (78)

Q3 (g O3




88 Abbildung einer Ebene auf eine andere. Punkttransformationen.‘

Denkt man sich die durch das Element a,; bestimmte Zeile und
Spalte gestrichen, so entsteht die dem Element a;; »-omplemen-
tire« Unterdeterminante zweiten Grades 4;;,, wenn man das
Vorzeichen (—1)!+* hinzufiigt, z. B.

Qgg Aoy Aoy Qgs | A1 Qe
Ay =+ , App=— o Ay = — .
A3p  Qgg | | @31 Qg3 | | ®g1  Cgg |
Die Determinante
Ay A4 A
!A ! = A21 Azz A23 I (79)

|
A31 A32 A35 “

heiit der Determinante || »adjungiert«.
Eine Determinante |a | Jat sich nach Unterdeterminanten ent-

wickeln: ay Ay + g Ay + g Ay = lal,
@y Ay + by Ay + a3y Ay = |al.

Entsprechende Entwicklungen ergeben sich fiir die beiden anderen
Zeilen und Spalten. Es gelten daher die 6 Beziehungen

. ZaikAik: |a]. (80)
Wir bilden die Summe:

@y Aoy + @yp Ay + 0y Agy = @y (013895 — 35 04y)

+ g (g Ag5 — ay3a5)

+ Oz @y 05 — ayy ag,)

=0.
In gleicher Weise la3t sich durch Rechnung die Identitit
a Agy + a3 Ags + 13493 =0

bestitigen. Fiir die Elemente jeder Zeile und Spalte bestehen zwei
Relationen dieser Art, so daBl 12 weitere Bedingungen zu (80)
hinzutreten. Wir erhalten demnach ein System von 18 Relationen:

@ Ay + a9 Ay + ajg ;3 =0, wenn 1 +1,
=|a|, wenan i=1.
1=1,2,3;,1=1,2,3.
Ayt agp Ay + g5 A5, =0, wenn kﬂ 7,
=|a|, wenn k=1,
k=1,2,31=12,3,
(Satz von Cramer, 1750.)

(81)
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Das Produkt
|a]-|4]=
Oy Ayt Arptaig Ay, @y Aoy +ar, Agytai3 Ass, a1y Ay +a13 A5 +ay3435
g1 Ayy g Arptagg Ay, gy Agy o9 Apytn3 Agg, Gy Agy+ 095 Agat-0o3 A
g1 Ayyt+ago Ayptag; Ay, gy Agy 03 Aoty Asg, U3y Agy+a5y Agp 035 A3

[Multiplikationssatz der Determinanten!)] nimmt auf Grund der
Formeln (81) die Form an:

!fa} 0 O’
lal-14]=| 0 |a] 0,
0 0 Jal

=|al.

Damit gewinnen wir den Satz von Cauchy (Journ. de I’Ecole
polyt. Bd. 17, S. 82):

J4|=]al]. (82)

Aus den 18 Formeln des Cramerschen Satzes wihlen wir drei
auf die Elemente einer Zeile beziigliche aus:
Ay Ay + Ay + a4 =al,
Ay Agy + a3 Aoy + 13453 = 0, (83)
oy Agy + ap Agy + a3 455 = 0.
Dieses System gestattet, die Grolen ay;, @, a3 durch die
Glieder A;; auszudriicken:
C Oy ’A |= i“"(Azz'As?, — Agg+ Agy) = ’a|'B11’
TN !A!: ’“"(A%'Am — A+ Agg) = ]a"Blz,
“13']1‘1 |=la| (dy - Ay — Agy- Ay) = la|- By,
wenn B;; die dem Element 4;; komplementére Unterdetermi-
nante in | 4| ist. Die entsprechenden Gleichungen gelten fiir

die iibrigen Elemente a;;. Da |A|=|a|? ist, erhalten wir den
Satz von Jacobi (Crelles Journ. Bd. 22):

(84)

!“ik' [afr—Bik
Die Anordnung der Elemente einer Determinante heift Matrix
(Cayley). Verschwinden in einer Matrix zwei Elemente derselben Zeile

1) Vgl. Anhang IV.



90  Abbildung einer Ebene auf eine andere. Punkttransformationen.

(oder Spalte), so sind auch zwei in einer Spalte (oder Zeile) stehende
Elemente der adjungierten Matrix gleich Null, z. B.:

¢ a O A A A 0 a O A A A
<a a 0) und (A A A), <a a a) und <A 0 A).
a a a 0 0 4 a a a A 0 A

Das notwendig von Null verschiedene Element, (durch Fettdruck hervor-
gehoben), bleibt in seiner Stelle erhalten, eine Zeile mit zwei verschwindenden
Elementen entspricht einer Spalte der adjungierten Matrix und umgekehrt.

Die Sitze (80), (82) und (84) bewirken wesentliche Erleichterungen der
praktischen Rechnung.

§ 21. Die projektive Abbildung.

Y Da die nomographischen Methoden die Benutzung
gerader Linien bevorzugen, sind jene Verzerrungen

von grundlegender Bedeu-
tung, bei denen die geraden
Linien als solche erhalten
bleiben. . Wir schicken ein
geometrisches Bild fir der-
artige Verzerrungen voraus.
In einer Grundebene E
(Abb. 47) befinde sich eine
einfache Leitertafel. Die Ab-
lesevorschrift beruht auf der

|

5

fluchtrechten Lage der drei
zusammengehorigen  Bild-
punkte; wenn wir die Tafel
durch Verzerrung der Grund-
ebene verindern wollen, so
miissen wir daher unbedingt
daran festhalten, daf alle
moglichen Ablesegeraden ge-
radlinig bleiben. Da die Lage
der Ablesegeraden — wenn
auch nur in einem gewissen .
praktisch gegebenen Bereich
— keiner Einschrankung un-
terliegt, besagt diese Forde-
rung, daBalle geraden Linien
wieder in gerade Linien iiber-
gehen.

Abbildungen, welche die-
ser Bedingung geniigen, sind
aus der Perspektive bekannt.

C 5

tafel y = « - in die E-Ebene. (Schiefe Parallelprojektion.)

A

Abb. 47. Perspektivische Abbildung einer in E gelegenen Leiter-

45°
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In Fig. 47 ist die (wagrechte) Ebene E vom Projektionszentrum P
aus auf die (senkrechte) Zeichentafel E perspektivisch abgebildet.
Der gemeinsame uneigentliche Punkt der drei Trager («), (8) und ()
bildet sich in den Punkt S ab; die Teilung auf dem Bildtriger S4
leitet sich aus der Teilung des Originals A 4, durch perspektivische
Konstruktion ab. Das Entsprechende gilt fiir die Teilungen 8B und
BB, in der Ebene PSBB; und die Leitern (y) in der Ebene PSCC;.

Esist schon an dieser Stelle zu ersehen, dafl die perspektivische Abbildung
unter Umstédnden gewisse Vorziige gewéhrt; Tafeln unhandlicher Abmessung
konnen auf beschrinktem Zeichenraum dargestellt werden, wobei die
Besonderheiten der Leitern proj(«) zur Geltung kommen. So weist der
in Fig. 30 wiedergegebene Zusammenhang auf einen analytischen Ansatz
hin, dessen Darstellung unbefriedigend ist; erst die nachfolgende perspek-
tivische Abbildung ergibt eine brauchbare Tafelform (s. §37).

Fiir die Praxis kommt die Vorstellung einer wirklichen Per-
spektive nicht in Frage, da einmal die zeichnerischen Verfahren
zu miihevoll und ungenau sind, zum anderen die geeignete Wahl
eines Projektionszentrums und einer Bildebene sich nur schwer
iiberschauen 1aBt. Wir deuten den soeben veranschaulichten
Zusammenhang zwischen £ und E als Verzerrung. Der analy-
tische Ausdruck einer Abbildung, die jede gerade Linie wieder in
eine gerade Linie iiberfiihrt, wird durch die linear gebrochenen
Funktionen gegeben:

0T F Y+ a
&= ,

3 T+ A3 Y + Agg

_ B % + Qg Y + Gy

U & + A3p Y + gy

Damit die Auflésung des Systems (85) nach 2 und y méglich sei,
muf} die Determinante

(85)

1 Q2 Og3
la|=|ay a5 asx

(86)

Gg Ogp Qg
von Null verschieden sein. Wir bezeichnen wie in § 20 die dem
Element a;; komplementére Unterdeterminante mit A;;; dann
ergibt die Auflésung von (85):

»— Apé+Ann + 4y
A+ Ay + Ay’
y= A1p &+ Agen + Agg 1)
A&+ Ay + Ay

1) Auf Zeilen und Spalten achten!

(87)
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Eine projektive Verzerrung ist durch Angabe der Matrix (a) bzw.
(4) vollig bestimmt.

Eine spezielle Abbildung, die wir im § 256 auf Multiplikationstafeln an-
wenden werden, erfahrt auf Grund eines physikalischen Zusammenhanges
eine anschauliche Darstellung; zugleich erkennen wir dabei, dal der Ansatz
(85) bzw. (87) allgemeinere Abbildungen umschlieBit, als die Perspektive
zu vermitteln vermag.

Es bedeute in Abb. 48 87" einen Achsenschnitt eines wenig gekriimmten
Spiegels mit dem Brennpunkt O und dem Kriimmungsmittelpunkt C. Nach

bekannter Konstruktion lit sich

7 )' zu einem gegebenen Punkt a (Ori-
Sh———— 17________ a(xy) ginal) das Bildaﬁnden;gz_z,
W / ©+&=f% Mithin liegt die Abbil-
N i dung vor:
2
£ 4 x E= ]L 7= u/ .
g \ | / c /Qé/ x’ x
0 0 p
SL/OC/Q“W la]|= ‘0 fool=p
T 1 0 0
Abb. 48. Optische Deutung einer pro- !0 0 7
jektiven Verzerrung. d]=10—f 0|=f.
[ 0 0

Die Verzerrung der Ebene E in die Endform E kann daher in einfacher
Weise durch Bewegung eines leuchtenden Punktes @ und seines Bildes o
veranschaulicht werden!). Bemerkenswert ist die Tatsache, daB die Ab-

2
bildung ihre eigene Umkehrung ist?): x = fE , Y= _fn

&

Die Verzerrungsgleichungen (85) enthalten acht wesentliche Para-
meter; die zu ihrer Bestimmung notwendigen acht Gleichungen
kénnen durch die Vorschrift gegeben werden, dafl vier vorgelegte
Punkte, von denen nicht drei auf .einer Geraden liegen, in vier
vorgeschriebene Endlagen gelangen.

Mit Riicksicht auf die Anwendungen untersuchen wir zu-
nichst die Verzerrung von Strahlenbiischeln, wozu auch Parallel-
scharen zu rechnen sind,

Der Bildpunkt des Trégers (x, ;) kann sofort aus (85) ab-
gelesen werden. Im besonderen geht der 0-Punkt in den Bild-

punkt &, = e , Mo = 2@ iber; er bleibt demnach fest, wenn
3 33
@3 = 0y = 0, sein Bild liegt auf der &-Achse, wenn a,; =0,

auf der #-Achse, wenn a,3 = 0. Fir ag; =0 wird das Bild un-

a.
eigentlich, und zwar auf der Geraden # = a—23- &. Handelt es
- 13
1) Schoentjes, H. (Gent): Mathesis 1900, S. 145—150.
2) Dies 1aBt sich sofort aus |a| und | 4| ablesen.
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sich um eine Parallelschar, so ist x; >co, y;—>oco zu setzen;
das vom 0-Punkt auf die Schar gefillte Lot (Abb. 49) bilde mit
der z-Achse den Winkel ¢, dann gilt 2, :y; > — tge, und wir

erhalten: . .
@41 8in @ — @ ,c08 @ Qoy SIN @ — AgyCOS @
_ G ¥ I t- Dl i =

1 (88)

= . s ‘ s :
31 SIN Q) — Qg9 COS Q Q31 SINQ — (g9 COS Q

Da der Nenner aysin¢@ — asycos @ stets fiir einen reellen Wert
¢, verschwindet, ergibt sich, dal jede Verzerrung eine Parallel-

a. S . .
schar tg g, = —aﬂ =rconst in ihrer Paralleleneigenschaft inva-

31
riant laft. Sobald wir die Parallelen- y
invarianz fiir eine weitere Schar ¢, for-
dern, ist das System

Qg+ Sin@; — azpco8, =0,

gy * SIN @y — Gg5 COS Py = 0
nur durch a4 = a4, = 0 erfiillbar; dann
bleiben aber notwendig alle Parallel-
scharen als solche erhalten. Die Abbil-
dung fiihrt in diesem Falle auf ganze
lineare Abbildungsgleichungen. Verzer-
rungen dieser Art heiflen affin. }@/

Die Abbildung der einzelnen Elemente 4

T

eines Strahlenbiischels bedarf in theore- g -+

tischer und praktischer Hinsicht der Er-

orterung. Abb. 49. Linienkoordinaten
Die Gerade g =u-x +v-y -+ 1=0 (% v) und Bezifferung @

ist durch Angabe der Gréfen % und v ciner Parallelschar.

definiert; die Schreibung _xT+ _y_l =1 laBt erkennen, daf

u v
1 1
die Achsenabschnitte — . bzw. — > sind. Die Werte % und »

heien Linienkoordinaten der Geraden. Wir betonen aus-
driicklich, daB die Koordinaten % und v sich auf ein karte-
sisches System beziehen. So ist beispielsweise durch die Koordi-
naten 4 = — 4, v = 3 die gerade Linie bestimmt, deren Achsen-
abschnitte 2 und — 3 betragen. Bei der Verzerrung geht die Ge-
rade (u, v) in die Bildgerade (U, V) iiber: G=U-&+ V-5 +1=0.
Driicken wir in g = 0 die Koordinaten x und y gemsf (87) durch &
und # aus, so ergibt sich:

G = (udy + 041+ Asz) & + (udyy + vAos +Ass) n + (wAgy + vA 3y +Agg) = 0.
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Wir haben den Gleichungen (85) demnach die folgenden hinzuzu-

fiigen: g A+ vdy, + Ay
Udgy + v Az + Agy ’ (89)
V= udy + vAg + Ay 1)

B Udg +vAgz + Ags

sie gestatten sofort, das Bild der uneigentlichen Geraden u = 0,
v =0 anzugeben:
; U, — s Ay
‘ . Asgs

Dabei sind im wesentlichen drei besondere Lagen zu unterscheiden.
Das Bild der uneigentlichen Geraden geht durch den 0-Punkt
(£=0,9=0), wenn Ag;=0, verliuft parallel zur &-Achse
(Uy=0, V,+0), wenn 4,3, =0, parallel zur 5-Achse (U, + 0,
V,=0), wenn 4,; = 0. Die uneigentliche Gerade bleibt erhalten,
wenn A,; = A,, = 0; diese Bedingung ist aber gleichbedeutend
mit ag = ag, =0, d. h. die uneigentliche Gerade bleibt nur bei
affinen Verzerrungen invariant.

V0=

Die Bezifferung einer Parallelschar erfolgt zweckmiBig auf
dem vom O-Punkt auf die Schar gefillten Lot durch Angabe der
Funktion f(x); die Zeicheneinheit sei in f(«) einbezogen. (Abb.49.)

f(6) = — wcosp, [(x) = —+sing,
. (90)
___cosg y— g
f(a)’ Fo)”
Demnach erhalten wir
U— Ay3f (%) — (A cosp + Ay sing)
Assf(x) — (A3 cosp + Agysing) (91)
V— A (&) — (Ag cos@ + Agysing)
- Agsf(x) — (Ag cosp + Agysing)

Da durch (85) der Trager gegeben ist, kann die Bildschar mit
Hilfe eines der beiden Werte U und V ermittelt werden.

Beispiel. Wir nehmen die Verzerrung eines rechtwinkligen
Funktionsnetzes vor: x = f(«), ¥y = ¢g(p). [Z.B. Millimeterpapier:
f(&)=regx, g(f)=regf, Logarithmenpapier f(x)=1logo,
g9(p) =logp bzw. f(«) =logx, g(f) = regf.]

1) Auf Zeilen und Spalten achten!
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Parallelschar (x): ¢=0. cosp=1, sinp=0.)

\ a a.
Triger: = g =2 Vgl. (88).
M AT, M e [VEEHT gy
Bildschar: U(x) = 18 1) "4y, o sy Anf(®)—dy

 Aggrf(a)—Ay Aggf(x)—Ag

Parallelschar (y): <p=%. cosp =0, sinpg=1.

Trager: &= et , M= a1 . [Vgl. (88).]

@31 @3

Ay59(B) —Ase Ap39 (B) —Ass
—= L ZW. == R
Agzg(B) —As, bew. V() Agsg(B) —As,

Eine Besonderheit der projektiven Verzerrung ist fiir die An-
wendungen bedeutungsvoll. In der speziellen, durch Fig. 47 dar-
gestellten Abbildung wollen wir die E-Ebene um die Gerade ACB
umlegen in £. Dann fallt gewil die Gerade AS auf die Gerade 44, ,
und es werden das Original DD, und das Bild D’D] zur Deckung
gelangen. Beriicksichtigen wir ferner die Gerade ACB selbst, so
bleiben bei der Verzerrung der E-Ebene demnach drei gerade
Linien in ihrer Lage fest; die Punktanordnung auf ACB wird
nicht geéindert, die auf 44, und DD, ist dagegen verzerrt.

Allgemein 148t sich die Existenz invarianter Triger wie folgt
zeigen. Soll die Gerade g =% -« + v-y + 1 = 0 invariant bleiben,
so miissen die Koordinaten U, V der Bildgeraden gleich u, v sein:

— Apu++Apv+ A Ve o — Aynu +A22”—|‘A23
A31u+A32v—{—A33’ Agyu~Azv4Agg

[Vgl. (89).] Wir bezeichnen den Nenner Ay u -+ Agv + Azy mit 1
und erhalten fiir die beiden Unbekannten % und v drei Be-
stimmungsgleichungen :
‘ AputAgvt+-A,;=%u,
AgutAgv4 Ay =A-v,
' AgutAgv+Ags =1,
’ (4 —2)+vdy, + A5 =0, (94)
u Ay +o(dyp—2)+ Ay =0,
u Ay +vAg, +(d33—1)=0.

(92a)

Bildschar: U(f) =

U=u

(93)

oder:
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Diese drei Gleichungen sind nur dann miteinander vertriglich,
wenn die Determinante identisch verschwindet, d. h., wenn die
scharakteristische Gleichung« besteht:

| Ay — 24 Ay 4,5 i

Ap App— 4 Ay =0. (95)

A Az Agz — 4
Damit gewinnen wir eine Gleichung dritten Grades, die mindestens
eine reelle, endliche Wurzel 4, besitzt, gegebenenfalls drei reelle
Wurzeln 4,, 2,, ;. Jeder Wert 1 vermittelt eine Losung (u, v)
des Systems (94), das sich auf hochstens zwei Gleichungen redu-
ziert, da die dritte aus den beiden anderen folgt.

Es gibt daher bei jeder projektiven Verzerrung mindestens
eine invariante Gerade (als Triger), und es lassen sich Verzerrungen
angeben, bei denen drei Tréger in Ruhe bleiben.

Wir versagen es uns, die Untersuchungen wiederzugeben, die sich auf
die verschiedenen Kombinationen der Wurzeln beziehen, da sie im folgenden
nomographisch keine Auswertung erfahren. (Vgl. die Aufgaben 69 und 70.)

Die entsprechenden Uberlegungen fiihren zur Ermittlung
fester Punkte. Wenn wir den Nenner in (85) mit » bezeichnen,
so gelten fiir einen invarianten Punkt x = &, y = # die Gleichungen

|0 X+ 0yl + 013 =V 2,
Ao &+ Qoo Y + oy = VY,
U3y &+ A3y + g = ¥,

(96)
T (@) + Y g + a3 =0,
oder: i + Yy (@e— )+ Qo =0,
|- ag +y-as +(ag—») =0.
Die charakteristische Gleichung
@y~ a Q13 |
gy Qg —V Qo =0 (97)
3, 32 Qg3 — V|

hat mindestens eine reelle, endliche Wurzel »,, gegebenenfalls
drei reelle Wurzeln »,, v,, v,, die aus (96) eine bzw. drei Losungen
vermitteln.

Es 1aBt sich leicht zeigen, daB in jedem Falle ein Festpunkt
auf einem invarianten Triger liegt und umgekehrt eine invariante
Gerade durch einen Festpunkt hindurchgeht. Es gibt co? pro-
jektive Abbildungen, die ein wirkliches Dreiseit und somit drei
Punkte in Ruhe lassen.
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Wenn wir eine nomographische Tafel projektiv verzerren,
kénnen wir also drei beliebige Punkte festhalten und die Endlage
eines vierten vorschreiben. Dabei diirfen unter den ausgewihlten
Punkten nicht drei auf einer Geraden liegen. Die gleiche Aussage
188t sich auf gerade Linien beziehen. Es gibt stets eine und nur
eine Abbildung, welche die gestellten Bedingungen erfiillt.

Den projektiven Verzerrungen kommt Gruppeneigenschaft zu. In der
Theorie der infinitesimalen Transformationen werden Typen der projek-
tiven Abbildung aufgestellt, die sich auf die Anordnung der invarianten
Gebilde beziehen. Fiir die Bediirfnisse der Nomographie sind die ange-
gebenen Sétze und Eigenschaften ausreichend, eine Rechentafel in geeigneter
Weise zu verzerren.

Besondere Beispiele projektiver Verzerrungen sind in den Figuren 110
bis 112 dargestellt.

§ 22. Konstruktive Verzerrungen an Kegelschnitten.

(Darstellung iiber % als Ordinate.)

Der funktionale Zusammenhang
y@x +1) =b (98)

ist im § 13 eingehend behandelt worden. Bei aller Eleganz der
projektiven Konstruktion einer- Doppelleiter fiir (98) sind jedoch
zwei Umstinde zu beméngeln: die Konstruktion der Doppelleiter
ist fiir jedes gegebene Paar a, b besonders auszufiihren und ge-
stattet nicht ohne wei-
teres, eine vorgelegte \y /
Wertefolge (x, y) auszu- /

gleichen. Beide Nach- /
teile werden in Funk- Re A i
tionsnetzen vermieden. /

Die Gleichung (98) 0 /
7 A

stellt eine gleichseitige

pe—— O ——>

Hyperbel mit dem Mit- -
1 751 /41 ."IZ’
telpunkt z, = — P B 3 (72
Yo =0 und dem Para- /
meter b dar. (Abb. 50.) /
a

/

Es seien ¢ und b zu-
nachst unverianderlich.

Wir wiéhlen eine Abb. 50. Konstruktive Streckung der zweifach-
Hilfsgerade R R parallel unendlichen Schar y (@ + 1) = b.

Schwerdt, Nomographie. 7
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zur z-Achse im beliebigen Abstande ¢ und bestimmen auf ihr den
Punkt R,, der die gleiche Abszisse hat wie der Kurvenpunkt P,.
Auf dem Strahl OP; zeichnen wir den Punkt ¢,, der die gleiche
Ordinate hat wie P;. Die entsprechende Konstruktion werde fiir
andere Kurvenpunkte P ausgefithrt, wie die Abbildung fir P,
andeutet. Auf diese Weise wird jedem  Kurvenpunkt P ein Bild-
punkt @ zugeordnet, es liegt eine Verzerrung des Zeichenblattes
vor. Grundebene und Bildebene sind dabei iiberlagert.

Die Koordinaten von P sind 04 =x, AP =y, die von @
migen OB = ¢ und BQ =17 heilen. Aus =y und §:x=y:¢
folgen die Verzerrungsgleichungen:

E:x—cq, n=y bzw. xz=

&
2 y=un. 99
c,7 y=1 (99)

Die Hyperbel (98) geht also in die Bildgerade

np=—a-c E+b (100)
iiber?).

Da die Gleichungen (99) die Konstanten @ und & nicht ent-
halten, gilt die Konstruktion in gleicher Weise fiir alle Hyperbeln
der durch Veréinderung von @ und b entstehenden zweifach-un.
endlichen Schar. Hier tritt das Wesentliche der nomographischen
Verzerrungen klar hervor: wihrend es sich im ersten Abschnitt
zumeist um die Verzerrung eines Netzes im Hinblick auf die
Streckung einer Kurve handelt, werden hier alle Glieder einer
Kurvenschar gestreckt, die im vorliegenden Falle die Ebene sogar
doppelt iiberdeckt.

Fiir die praktische Ausfithrung der Zeichnung sei bemerkt, da8 auf
einem Millimeternetz die Koordinatenlinien vorgedruckt sind und die
Strahlen OR zeichnerisch nicht fixiert werden. Eine im 0-Punkt befestigte
Spitze gewahrt einem Lineal oder straff gespannten Faden die Fiihrung.
Die Konstruktionslinien treten auf dem Papier also nicht hervor.

Wir erkennen leicht, daB der Schnittpunkt 7' der Hyperbel mit der
Hilfsgeraden RR zugleich Bildpunkt ist; das Entsprechende gilt fir S.
Beide Punkte bleiben bei der Verzerrung fest.

Handelt es sich darum, die Gleichung einer vorgelegten Hyperbel ab-
zulesen, so ist also die Wahl eines Wertes ¢ ausreichend. Der Punkt 7' ist
immer erreichbar; falls § zeichnerisch nicht hergestellt werden kann, geniigt
die Ausfithrung der Konstruktion fiir einen von 7' moglichst weit entfernt
liegenden Kurvenpunkt.

Da die Konstruktion fiir alle Hyperbeln der Schar (98) gilt, so diirfen
wir eine vorgelegte Kurve parallel zur z-Achse verschieben. Statt dessen
kann unter Festhaltung der Kurve eine Verschiebung des Systems, d. h.

1) Fiir die Hyperbel unter der speziellen Annahme ¢ =1 zuerst an-
gegeben von Wright, F. E.: A graph. Method for Plotting Reciprocals.
J. of the Washington Acad. of Sc. Bd. 10, Nr. 7, S. 185—188. 1920.
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des O-Punktes, vorgenommen werden. Wir machen von dieser Tatsache
Gebrauch, wenn eine Darstellung mit Unterdriickung des 0-Punktes ent-
worfen ist. Die giinstigste Lage des Trigers ergibt sich aus folgender Uber-
legung: Verschieben wir O nach links, so wandert § auf dem Hyperbelzweig
nach links oben, der Anstieg der Bildgeraden wird kleiner und der Zeichen-
bereich der Bildpunkte wird seitlich in x-Richtung gedehnt; es 1i8t sich
jedenfalls erreichen, dal die Bildgerade unter (etwa) 45° ansteigt.

Fir die Ausgleichung von Beobachtungspunkten P;...P,
durch die Funktion (98) mull jeder Bildpunkt mit dem Gewicht

p 0
8—31; versehen werden (§19). Da an allen Stellen der Ebene 8%; =1

ist, erfolgt die Ausgleichung regulér. Hierin liegt ein besonderer
Vorteil der Konstruktion.

Aus M =% folgt, daB die Verzerrung auf der z-Achse nicht

die im § 18 gestellte Forderung M =+ 0 erfiillt; in der Nahe der
z-Achse wird die Konstruktion praktisch unsicher.

Beispiel In Abb. 51 istdas Gewichty g von 11trockener Luft (760 mm Hg)

abhingig von der Temperatur ¢ = — 20°... 4 100° C dargestellt.
E(1°C) =1 mm,
B (0,01 513) —1mm. 397 Liter
74 ﬁ
Es ist die Verzer- [ 2
rungskonstruktion

fir fiinf Beobach-
tungspunkte unter
der Annahme ¢=1,5
angedeutet; aus
drucktechnischen
Griinden wurde die
Ausgleichungskon-
struktion (§ 19) un-
terdriickt. Auf der
y-Achse 148t sich die
Konstante b = 1,293
sofort ablesen, der
Anstieg —a - ¢ wird
aus numerischen
Kathetenwerten ge-
funden, etwa aus
dem Verhiltnis
0,5 : 90,9 = 0,0051,
‘_%1295?,1=0,00367, Abb. 51. Abhingigkeit des
’ gr

Die gesuchte Funk- Luftgewichtes y = von der
tion lautet daher

»(1 -+ 0,00367 - £)
=1,203.

20°-70° §°+0°, . s0°  w0°C

Temperatur ¢° C.

7*
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Die Abb. 50 liBt erkennen, daB Punkte P auBerhalb des
Zeichenblattes liegen konnen, wihrend ihre Bildpunkte @ in das
Zeichenfeld fallen. Es seien zahlreiche Punkte P etwa im Be-
reiche x=1...4 gegeben und nur wenige in der Nahe der
Stelle  =10. Wir erstrecken dann die Darstellung nicht bis
x =10, sondern beschrinken uns auf einen Teilbereich, wodurch
wir die Vorteile groflerer Zeicheneinheit gewinnen; die Bild-
punkte @ der entfernt liegenden Punkte werden durch Rechnung

<§ = xTy> bestimmt.

Eine analoge Konstruktion ist in Abb. 52 fiir die Parabel
y=oazx?+bx (101)
vorgenommen. Die Hilfsgerade RR verliuft parallel fiir y-Achse
im beliebigen Abstande c¢; die Bezeichnungen und Konstruktions-
' schritte entsprechen vollig denen
v : der Abb. 50. Auch in praktischer
: Hinsicht gelten sinngemi B die auf
A S. 98 ausgefiihrten Erérterungen.
Der Konstruktion liegt die

Verzerrung

C——si

Ry Qf

7—l

Qz:ﬂ’x sz, n=er

[7] A i s & y— -
Y

4+

zugrunde. Wir erkennen leicht,
dafl ein beliebiger Punkt der
Parabel als Trager der Konstruk-
tion gewdhlt und das Koordi-
natensystem beliebig parallel ver-

. schoben werden kann. Demnach
ég;b‘ Z%eifﬁﬁlisﬁztitaiih gtlecskclﬂ;% fihrt die l.ionstruktlve Verzer-
y rung (102) jede Parabel

y = ax® + bz. (Darstellung iiber =
als Ordinate). x Y = apx? + ayx + a, (103)

G

in eine Gerade iiber, wenn ein Parabelpunkt Tréiger des Strahlen-
biischels wird.

Handelt es sich um die Ausgleichung von Wertepaaren (xy), so ist dazu
erforderlich, daB ein Punkt der Beobachtungsreihe festliegt. Fiir eine
groBe Anzahl von Naturgesetzen ist ein derartiger Punkt aber bekannt.
Es sei beispielsweise an die Wiarmekapazitit des Wassers erinnert; durch
geeignete Definition dieser GroBe-kann erreicht werden, daB sie etwa fiir



§ 22. Konstruktive Verzerrungen an Kegelschnitten. 101

t=0° den Wert 1 annimmt. Will man die thermoelektrische Kraft e
einer Kombination als quadratische Funktion (103) der Temperaturdiffe-
renz ¢ darstellen, so gehoren gewill die Werte ¢ =0, ¢ = 0 zusammen. Bei
der. Ausgleichung hat jeder Bildpunkt das Gewicht % =% zu erhalten.
Belbstverstandlich kann die Glittung hier nur eine der beiden Be-
dingungen (70) und (71) erfiillen. Schreiben wir vor, daB > 22 ein Minimum
werde, so geht die wahrscheinlichste Gerade im allgemeinen nicht durch
den Schwerpunkt der Beobachtungspunkte; die Konstruktion der Hilfs-
kurve (vgl. S. 83, Abb. 44) wird unmittelbar an den festen Punkt
angelehnt ).

Die Verwandtschaft zwischen den beiden Streckungskonstruk-
tionen fiir Hyperbel und Parabel geht aus den Verzerrungs-

7M7) ]

N
i

Abb. 53. Schema. Streckung der Abb. 54. Schema. Streckung der
Hyperbeln. Parabeln.

gleichungen (99) und (102) hervor: unter Vertauschung der Ko
ordinatenachsen erweist sich die eine Verzerrung als Umkehrung
der anderen. Die projektive Abbildung kennzeichnet die Zu-
sammengehérigkeit beider Konstruktionen deutlicher. (Schema-
tische Darstellung Fig. 53 und 54.)

Die Streckung der Hyperbeln wird mit Hilfe der folgenden
Scharen gewonnen: durch die Linien der Schar I (x) ermitteln wir
auf % die Punkte R, diese bestimmen die Schar IT mit dem Tréiger
0; als dritte Schar tritt das Parallelbiischel III (y) hinzu. Die
Bildpunkte erscheinen als Schnittpunkte von Geraden I und [11.

Wir suchen diejenige projektive Abbildung

52“1190 + a2y + g5 __:a21x+“2zy+“23 (104)
U3, % + Ay + Qg3 U3 + gy + Ag5”

1y Uhler, H. S.: Journ. Opt. Soc. Bd. 7, S. 1043—1066, Nr. 11. 1923,
Method of least squares and curve fitting.
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welche die Konstruktion Fig. 53 in die Konstruktion Fig. 54
iberfiihrt.
Wenn die Schar I (z Argument, y beliebig) der (xy)-Ebene in

die Schar I* (—g— Argument)der (én)-Ebene abgebildet werden soll,

muB L — O @+ Gga Y + Gy
& %+ Gy + g

=0, @ayp=0.

von y unabhéngig sein:

Die Zuordnung der Scharen I1 (% Argument) und II* (& be-

Y | ®a

Qg1 + Gy % + >

liebig, # Argument) besagt, dal # = Ty
33

Agy + Ag0—
31 827, X

nur von ,;[{_
X

abhénge:

Go3 =0, ag3=0.

SchlieBlich ergibt die Abbildung der Schar III (x beliebig, y
Argument) in die Schar III* (¢ Argument, 7 beliebig), da8
E= A1 2 + G2y + O3

A5 % + A3y + g3
a,=0, ag =0.

Die Abbildungsmatrix (@) hat demnach die Form

nur von y abhéngt:

0 0 a3
(1251 0 0 s ((1/32 = 1) ’
0 azp O
und die Abbildungsgleichungen lauten
. @ Gy X
F= 18 =2 = 105
g’ 7 ” (105)

sie filhren die Hyperbel y (e -+ 1) = b in die Parabel n = 4 2+ B&
iiber.

Die projektive Verwandtschaft der Streckungskonstruktionen fiir
Hyperbel und Parabel weist sofort auf eine Verallgemeinerung hin. Wir
konnen einen beliebigen Kegelschnitt vorschreiben und eine projektive
Abbildung suchen, welche die Hyperbel (98) in den gegebenen Kegelschnitt
iiberfiihrt. Indem wir die Bilder der Scharen I bis III ermitteln, finden wir
eine fiir den Kegelschnitt giiltige Glattungskonstruktion. Dieses Ergebnis
ist im wesentlichen nur von theoretischem Interesse, da in den Anwen-
dungen die Abhingigkeiten sehr selten auf einen allgemeineren Kegelschnitt
fiilhren. Es kommt uns an dieser Stelle nur darauf an, zu zeigen, daf die
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projektive Verzerrung eine Verallgemeinerung linearer Konstruktionen und
Darstellungen anbahnt und herstellt.

§ 23. Aufgaben.

Zu § 18.
Die folgenden Verzerrungen sind zu untersuchen und zeichnerisch

durchzufiihren.

65. &=a? 4 ¢, 66. &=—a?+ 9%, 67. E:—Z—xy,
n=2a®— y. N=x-y. n=y.
Zu § 21.

68. Ein Zeichenblatt ist unter Festhaltung der Punkte (0, 1), (1,0), (1,1)
projektiv so zu verzerren, dal der 0-Punkt in den Puukt £ =2, =2
gelangt.

69. Welche projektive Abbildung 148t den 0-Punkt invariant und fithrt
die Punkte (1, 1),(—1,1),(— 1, 0)in die Bilder(— 3, 0),(— 3, —2), (— %, — 3)
iitber? Welche Punkte bleiben fest? Wie verhélt sich die uneigentliche
Gerade ?

70. Konstruktion der projektiven Verzerrung, welche die Punkte (0, 1)
(1,0), (1,1) festhalt und (— 1, — 1) in den Ursprung fiihrt.

0 01
71. Die Abbildung ja] = |0 1 0| zu untersuchen. Bild der Schar
y=x. z2? 1 0 O [

Bei welchen projektiven Verzerrungen bleibt die Parallelitat der folgenden

Scharen erhalten ?
72. (z). 73. (y)- 74. « + y = const.

Zu § 22.
75. Die auf S. 98 behandelte Verzerrung & = x—g, n =1y soll auf die

Kurven a?y? 4 a?(y?— a?) =0 (Konchoide von Kiilp), 22y +a?(y —a)=0,
(Agnesische Versiera) angewendet werden. Was folgt daraus fiir die Kon-
struktion der genannten Kurven?
76. Wie gestaltet sich die auf S. 98 fiir y(z + 1) =1 behandelte Kon=

2a _bza—y+1), lche
T n P ? Welch
Kurve wird gestreckt ? Warum 148t sich das Ergebnis nomographisch nicht
auswerten ?

struktion in der Bildebene & = -

IV. Netztafeln.
§ 24. Die Ablesegenauigkeit in Netztafeln.
Wenn die Funktion -F(x, £, ) =0 in dem geometrisch ver-

zerrten Funktionsnetz
z=12(x),

y=m-y(f)
ihre Darstellung findet, ergibt sich die Gleichung der zugehérigen
Kurvenschar durch Elimination der Verdnderlichen & und g.
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Wir sammeln die Glieder, welche dann noch die Variable y ent-
halten, z = f(y), und gewinnen

z=g(x ¥) (106)

als Bild der Funktion F =0.

In der Untersuchung der Genauigkeitsverhiltnisse wollen wir
uns auf die Fille beschrinken, in denen &« und f als gegebene
GréBen und y als Ergebnis auftreten. Vgl. S. 112.

Beim Aufsuchen der Werte « und f, d. h. also der Stellen z
und y, begehen wir gewisse Einschatzungsfehler 4,2 und 4.y,

die einen Fehler A4,z nach sich ziehen. Bezeichnen wir die ersten

0 0
partiellen Ableitungen von g wie folgt: E;cg =¢, a—z =¢,, SO er-

halten wir aus der Reihenentwicklung in erster Naherung
dyz=tgdiw+g, 41y

oder  (4,2)* = g} (4,2)* £ 29,9, Ay dyy + g3 (dyy)* -

Die Eingangsfehler 4,z und 4,y liegen in der GroBenord-

e S (4,2)* = (g1 2019, + g3) o -

Bei einer groBen Anzahl von Elnzelfallen also bei oftmahger Be-
nutzung der Rechentafel, werden sich die Glieder -2 9192 in der
Durchschnittszahl der Fehlerquadrate ausgleichen; wir ver-
einigen daher die Unsicherheiten ¢, 4,2 und —+¢,4,y wie
wahrscheinliche Fehler und erhalten den mittleren Fehler

+ iz =Yg+ g3 s (107)

Zu diesem durch die Eingangsun-

Ky=my(f) sicherheit s, bedingten Fehler 4,z tritt
der Ablesefehler bei der Einschatzung

.. des Ergebnisses y. Erfahrungsgemil3
[rgpektorie  tolgt das Auge beim Interpolieren in-
nerhalb einer Kurvenschar den ortho-

\}}' gonalen Trajektorien. Wenn also an
der Stelle (xy) der zugehérige Wert y
ermittelt wird, muB} auf der durch (zy)
gehenden Trajektorie die Unsicherheits,
- beriicksichtigt werden (s. Abb. 55). An
] der Stelle zy betragt der Anstieg der

| - d
0 d,x  x=lxl) Kurventangente c_l%/c = Z: der An-

Abb. 55. Binschatzungsfehler stieg der Normale mithin tge = —I—
in Kurvenscharen. 9
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Wir koénnen die Unsicherheit s, durch zugehorige Abweichungen
Ay und A,y ausdriicken:

Ayx = sy co8@, Aoy = sy sing,
= 79_1_7)'82. =~~—;2,782.
Vi + 63 Ve + gt

Der Schitzungsfehler s, bewirkt daher die Anderung
+dyz=g, -y + gy Ay,

_ Gt :

Vi + 3

Mit Riicksicht darauf, daB eine Kurvenschar aus praktischen

Griinden nicht so dicht und nicht mit gleicher Sicherheit aus-

gefiihrt werden kann wie eine Leiter, ist der Fehler s, > s, voraus-

zusetzen. Treffen wir die Annahme s, =3s, s,=p's, so ge-
winnen wir den Fehler des Ergebnisses:

£ 4s— VU (A2,
=1+ p*- Vgi + g3s.
Aus z = f(y) folgt schlieBlich: .

8= Vg + g3 5 (108)

T p?
iA7=K7%)p—Vgi+g§'8 . (109)

Satz von Vogler, 18771).

Die Bedeutung dieses Satzes tritt durch folgende Uberlegung hervor.
Die Anwendung des GauBschen Fehlergesetzes enthélt die Voraussetzung,
daB die GroBen s nicht Grenzfehler darstellen, sondern Fehler, die in einer
grolen Anzahl von Einzelfillen, etwa.bei 1000maliger Benutzung der
Rechentafel einmal zu erwarten sind. Wir vergleichen nun die aus (107)
folgende Auswirkung der Eingangsfehler

1
ilh?’:m'hﬁ-i-gg's

mit (109). Es sei eine Rechentafel so entworfen, daB- die Ablesung auf
den Teilungen («) und (f) nur in einem von 1000 Fallen den Fehler s er-
warten 1aBt, in 999 Fillen also in vorgeschriebener Genauigkeit erfolgt;

dann bewirkt erst die }'1 + p*fache Zeichenheit, daBl auch das Ergebnis y
in entsprechender Genauigkeit auftritt.

Beispiel. Die logarithmische Tafel nach Lalanne (An-
hang I) x =1-loga, y =1-logf fir das Produkt y =« -f er-

) Vogler hat den Satz unter der Annahme p =1 fiir eine Reihe
von besonderen Netztafeln ausgesprochen.
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gibt z=g(x,y)=x+y, wenn z=1[-logy. Die Ableitungen

sind g, =1,9,=1, f(y)= Lrloge , und wir erhalten
B\
tdy=y- (z 1<1ge 1+ p%.

Zu einer Abschéatzung des Faktors p gelangen wir auf empirischem
Wege. In einer Tafel I = 100 mm ermitteln wir eine grofle An-
zahl von Produkten und bestimmen die Abweichungen (4 %)peop
vom wahren Werte des Produktes. Eine an die Tafel Anhang I
angeschlossene Versuchsreihe hat mit geringer Streuung auf

1
(4 9)beor = 300 7 gefiihrt; daraus folgt
—_— 100 043 1 0,1
fi+p 1/— 300 s
Bei s = 0,05 erhalten wir daher Vl -+ p2 ~2, pA~17. Die Ge-
raden (y) folgen in der Versuchstafel verhiltnismaBig dicht auf-

einander, so daf} die Annaherung an den Voglerschen Wert p =1
zu erwarten stand. Unter der giinstigsten Annahme p =1, s = 0,05

liefert eine log. Produktentafel das Ergebnis auf etwa (? l3 > %-

Handelt es sich um die Darstellung der Funktion y =c¢-+a®-f* im
doppelt-logarithmischen Netz z =1-logx, y =1-logf, so ergibt sich

— . Va? 2, $ 1 L »2

dy =y Yo+ 00 VLR
Demnach betrigt in einer Tafel fiir das Widerstandsmoment bei ellip-
tischem Querschnitt W= ﬁ o?f, unter der Annahme J1 -+ p* =2 der

s 2]/5

Fehler + AW=W- ~10 W.—, der prozentuale Fehler

)

Bei vorgeschriebener - Genauigkeit kann hieraus die notwendige Zeichen-
einheit ! leicht ermittelt werden.

Fiir die auf S. 29 angegebene Hyperbeltafel y = - § gelten die Daten:
z=1-«, y=1-p. DieGleichung der Kurvenschar wird z = g x, y) =2zY:
wobei z——l2 y ist. gy =y=10:8, ga=a=1-a, f(y)=1

:l:Ay=7V1+p Vo + 2.

Es wurde eine Versuchsreihe (49),,.,, an das Original der Abb. 20 ange-
schlossen, 7 ==10 mm, sie ergab den Mittelwert
10 - (A y)beob_

lm_ =0,30.
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Die Annahme s = 0,05 fiihrt auf ]/1 + p2 & 6, p A 6, einen Wert,
welcher der wenig verdichteten Kurvenfolge Rechnung tragt. Das vorige
Beispiel 186t erkennen, dal durch Einschaltung einer geniigenden Anzahl
von Kurven der Wert }1 - p*> gewiB auf 2 herabgedriickt werden kann.

Der Fehler 4y ist auf konzentrischen Kreisen um den 0-Punkt kon-
stant. Abb. 56 gibt eine Darstellung fiir eine Tafel ] = 10 mm, wobei

Schlissel

w022
7

%
~02

L 03
o%
% ] g
038
74 % T 70
D R e e
0 1 1 1 ! 2 — —— 1
0 7 2 3 4 5 3 7 14 o 9 10
Abb. 56. Absoluter und prozentualer Ablesefehler in einer Hyperbel-
tafel (y = o + ).

die Hyperbelschar, um die Ubersicht nicht zu stéren, nur in einzelnen
Gliedern 1, 5, 10, ... angedeutet ist, in ihrer Verdichtung also keineswegs
dem Werte J1 -~ p* = 2 entspricht. Der prozentuale Ablesefehler betragt
—+ (100 . i;) = E)ZO—S V1 4 p2? - V% -+ %; die Linien gleicher prozentualer

Genauigkeit sind in Abb. 56 eingezeichnet.

§ 25. Strahlentafeln.

Als Beispiel fir die als Strahlentafeln bezeichneten Rechen-
tafeln kann die in der (6y)-Ebene der Abb. 18 und 19 liegende
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Darstellung genannt werden. Tafeln dieser Art verdienen in prak-
tischer Hinsicht besondere Beachtung. Die durch einen festen
Trager gehende Strahlenschar kann in einfacher Weise realisiert
werden, ohne daf} sie in der Zeichnung selbst hervortritt. Wir be-
festigen im Trager eine Spitze, die einem Faden oder Lineal als
Fithrung dient; die Ablesung des Parameterwertes der Schar
erfolgt am Rande der Tafel auf einer besonderen Teilung. Bei
feinerer Ausfilhrung des Nomogramms 146t sich der Triger zu
einem Zapfen ausbilden, der die zentrische Bewegung eines dreh-
baren Lineals in besonderem MafBe sichert. Rein &uflerlich ge-
wahrt diese Tafelform den Vorteil, dal die Darstellung nur zwei
Linienscharen enthilt, also wesentlich an Ubersichtlichkeit ge-
winnt ; wertvoller noch ist vielleicht der Umstand, daB die Strahlen-
schar an allen Stellen der Tafel in hinreichender Verdichtung vor-
handen ist.

Wir behandeln zunichst die Multiplikationstafeln y = & - §
und legen unseren Ausfilhrungen ein rechtwinkliges, kartesisches
Koordinatensystem zugrunde. Die einfachsten Strahlentafeln
werden dann durch die Gleichung y = x -z definiert, in der z

p~——

Reguld) i/,
eguldre 7é; ozmg ) p

70 v

AL

]
1

9
88—~ FH—f-——-F
N
i
|
6 !
1 | a5
7/5 U : ’
[}
4 T
I/l
A Y =
2 |
| L
7////) = ol 071
0 ,——-ﬁﬁ/: ] Requlére
7 2 3 411 6 7 & 9 Teilung
|

5 70

—_——

0
79 44

Abb, 57. Schema. Tafel nach Chenevier (& -8 =y).
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den Anstieg einer Geraden des Biischels bedeutet. Um zu mog-
lichst allgemeinen Darstellungen zu gelangen, schreiben wir die
vorgelegte Funktion unter Einfilhrung sog. freier Parameter
yt=a"- f"; sie 1Bt sich auf verschiedenen Wegen in die Form
y = x -z iiberfilhren. Wir wihlen den Ansatz:
x=a y=2»Liy z=2A-p". (110)
Tafeln dieser Art nennen wir Che neviertafeln?) (Schema, Abb. 57).
Wenngleich die Herstellung einer Rechentafel » =1 am einfach-
sten ist, gewinnt die vorliegende Art von Nomogrammen erst
bei sachgemafBler Ausnutzung der Vorziige von Potenzleitern be-
sonderen Wert2); wir erkennen nimlich, daB es zur Erzielung
hinreichender Rechengenauigkeit notwendig ist, die Darstellung
moglichst vom 0-Punkt zu entfernen; dies erreichen wir aber ge-
rade durch geeignete Wahl von n.
Beispiel. Die Vorfithrungsdauer ¢ Minuten eines L m langen Film-

streifens ist von der Ablaufsgeschwindigkeit abhéngig, die durch die An-
zahl » der in 1 sec projizierten Einzelbilder gemessen wird:

L=t-114».
Bereiche: v= 15 . . . . . . . 45,
L=100 . . . . . . . 2500,
t= 5 . . 60.

Wenn wir fordern, daB die Umgebung des O-Punktes, = <20 mm,
y < 20 mm, fiir die Darstellung nicht verwendet werde, etwa mit Riick-
sicht auf die Anordnung eines Zapfens, so mufl bei regelméifligen Achsen-
teilungen die Teilung =1-¢{ mm mindestens in der Zeicheneinheit

=4 mm, die Teilung y = m+L mm mindestens in der Zeicheneinheit
m = 0,2 mm entworfen werden; dann erstreckt sich aber die ¢-Teilung
bis zu x = 240 mm, die Teilung (L) bis zu y = 500 mm; diese Abmes-
sungen sind in der Praxis vollig unbrauchbar. Der Exponent » mufl daher
so gewdhlt werden, daB die Teilungen (f) und (L) eine Drangung er-
fahren; bei nachfolgender VergréBerung der Zeicheneinheiten tritt dann
die Entfernung vom 0-Punkt ein. Abb. 28 zeigt, daB in erster Linie Werte n
zwischen 0 und 1 in Betracht kommen; wir wihlen n = 1 und bestimmen
den Maflistab der y-Leiter (L) so, dafl die Tafel von der quadratischen
Form méglichst wenig abweicht:

z=1)1-10 mm, y=V L2 mm.
_ 1

Mithin ergibt sich z =02} 1,14-}» = 167 Vv . Die Einzeichnung der
Parallelscharen erfolgt ohne Schwierigkeit nach der Tabelle, auch der An-
stieg z kann an eine Zahlentafel ¥» angeschlossen werden, wenn auf der
Parallelen zur y-Achse z = 46,7 mm die Werte 10 - Yv mm aufgetragen

1) Chenevier hat die Tafeln n = 1 benutzt.

2) Zahlreiche mechanische Rechenhilfsmittel sind lediglich mit Hilfe des

regelmiBigen Netzes (n = 1) entworfen; sie nutzen vielfach die nomogta-
phischen Vorteile keineswegs aus.



110 Netztafeln.

werden. Beim Entwerfen einer Tafel sind auch groflere Abmessungen
nicht storend; es kénnen daher auf der Geraden z = 467 mm die Werte

100 -Y» mm festgelegt werden. Abb. 58 gibt eine Darstellung der Tafel;
nur der praktisch gegebene Bereich ist zeichnerisch fixiert worden.

Anzok/ der Bilder pro Sek —» 50

P //////

2500
: / 20
2000 %
v g /
%
7
g / 72
7500 <
R s /
V 7
Qw00 %
3 7 1%
N v 19
AN ~ P
> F%
500
%00 e %
300 —
/
200 % Y%
mqf-/—/ .
7
e Abb. 58. Ermittlung der Vorfithrungszeit
i aus Filmlinge und Bilderzahl.
S Verkleinerung %/4¢.

Bei anderer Wahl der Verinderlichen fithrt die Zuordnung
zwischen den Gleichungen y =« -f und y = -z auf eine neue

Tafelform: w=an y=A-f" z=Adepm (111)

(Schema Abb. 59). Fiir n =1 sind diese Tafeln von Crépin?)
eingefiihrt worden; ihre Verallgemeinerung hat Fiirle?) an-

1
gebahnt, indem er den Ansatz z = Vo, y= /—73 , m=1),
Vorschlag brachte. Die Fiirlesche Tafel (Abb. 60) zeichnet sich

* 1) Ann. Ponts Chauss. 1881, 1, 8. 138, Plan VL
2) Rechenblitter, Progr. d. 9. Realschule Berlin 1902, 8. 16, Tafel 2, 11.
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proke }’
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Abb. 59. Schema. Tafel nach Crépin (x-f8=7).

Reciproke 7}
Wurgelteilun
gore g a1 42 95 7

T 002 2
/6 9037 ]
005 5
911 0
;
92 |
95
7 160
=
oos T Tt T T T T ];Vu/rze/-
B 1 y ‘eilung
0 15w Js20 30 %0 5‘06070 80 90490

—_—>
Abb. 60. Schema. Tafel nach Fiirle (-8 =7y).
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durch groBe Bereiche aus, sie wird Anwendung finden, wenn es
sich darum handelt, im Bereiche mehrerer Zehnerpotenzen sofort
die GroBenordnung des Ergebnisses sicherzustellen, etwa bei der
Thomsonschen Formel.

Um die Genauigkeitsabschitzung (§ 24, 109) in der Chenevierschen

Tafel (n =1) x =1-«, y =1y fiir den Quotienten § = % vorzunehmen,
z :% , haben wir die Ableitungen ¢, = — 4;? NS %, f(8) =1 zu be-
riicksichtigen:

+ 4= SVTF | LyaTe.
Fiir die Crépintafel (n =1), e =1 o, y = ﬂ, erhalten wir entsprechend
den Fehler des Produktes y =« - f: B

11 e
ity |, TR Ly,

Die Aufgabe y = o+ 8 kann in der Tafel auf zweifache Art gelost werden,
wenn man die Vertauschbarkeit der Faktoren beriicksichtigt. Fiir ein vor-
gelegtes Produkt sind der Ausdruck in der eckigen Klammer und die Wurzel
konstant. Die Leistung der Rechentafel kann also verbessert werden, wenn
der groBere Faktor auf der «-Teilung abgelesen wird, vorausgesetzt, daf3
die Geradenschar (y) mit wachsender Entfernung vom 0-Punkt verdichtet

wird, weil andernfalls ¥ 1+ p* wichst. Wir machen von diesem Ergebnis
Gebrauch bei der Konstruktion von Tafeln, indem wir die gréfleren Faktoren
der «-Leiter zuordnen.

Ein Vergleich zwischen den Tafeln nach Chenevier und Cr é pin fiihrt
uns auf eine allgemeine Regel. Die Geraden () und (8) bestimmen einen
Bildpunkt («, §), die dritte durch diesen Punkt gehende Gerade zeigt das
Ergebnis y an. Die Festlegung der dritten Geraden ist in allen Fillen
hinreichend gesichert, wenn nur der Bildpunkt selbst in ausreichender
Schirfe bestimmbar ist. Diese Bedingung ist in der Cr é pinschen Tafel
iiberall erfiillt, da die Linien (x) und (f) sich stets rechtwinklig schneiden,
nicht aber in der Cheneviertafel. In der Tafel nach Crépin ist es fiir die
Ablesung y vollig gleichgiiltig, ob der Strahl y eine der Scharen () oder (8)
sehr flach schneidet; dagegen machen ungiinstige Schnittverhaltnisse in
der Cheneviertafel die Ablesung unter Umstéanden illusorisch. Fiir Produkt-
bildungen ist die Crépintafel vorzuziehen. Anders liegen die Verhiltnisse
bei der Division. Wihrend selbstverstandlich beide Tafeln aich Divisionen
leisten, gewihrt die Cheneviertafel bei Bildung von Quotienten Vorteile.

Allgemein wird die Funktion F(«, 8, 7) = 0 in geometrisch verzerrten
Netzen zweckmaBig derart dargestellt, dal das Ergebnis auf der Kurven-
schar erscheint. Vgl. S. 104.

Die Verwandtschaft zwischen den Tafeln Abb. 57 und 59 tritt
durch Vertauschung der Verinderlichen nur &uBlerlich in Er-
scheinung. Beide Tafeln gehen durch projektive Verzerrung aus-
einander hervor. Wir deuten die Cheneviertafel in der Grund-
ebene E, (x,y), die Crepintafel in der Bildebene E, (£, %), und
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nehmen die Abbildung so vor, dafl zundchst die Parallelschar (y)
in das Strahlenbiischel {ibergeht.

I. Grundebene: u =0, Bildebene: U= o0,
v — ]. V:: oo,
==
4 U:V= 1 .
v
Daraus bestimmen sich einige der Parameter 4,,,... 43 in den
Abbildungsgleichungen (§ 21, 89)
U:A11U+A12U+A13 V— Agyu+ Ayyv 4 Ay
Ayu+ Agpv+ Agg” Agyu+ Agyv+ Agg
wie folgt: Az =0, A;3=0, mithin A4g + 0.
Ay =0, 4;,=0,
A=Ay + 0.
A A
Zwischenergebnis: U= Aut ¥ ) V= Aput Ao .
A u A u

I1I. Die Strahlenschar (8) soll in die zur &-Achse parallele Ge-
radenschar transformiert werden:

Grundebene: u = oo, Bildebene: U =0,
v=o00, V= 2 .
%
%
—=— - p"
” P
‘Wir erreichen diese Verzerrung, wenn
A, =0,

Ay =0, Ay=A4+0.
Damit ist die projektive Abbildung vollig bestimmt:

004 00 1‘
|4|={0 4 0|, nach Kiirzung konstanter Faktoren: |a|={01 0.
A400 100]
1 Yy 1 v
f=—, n=_. U=_—. V=10 (112)
Es 148t sich nun sofort die Bildschar der Schar (&) angeben:
ITI. Grundebene: = — ~1—n, v=20.
o

Daher Bildebene: U= —&", ¥V =0.

Schwerdt, Nomographie. 8



114 Netztafeln.

Die Schar («) bleibt in ihrer Paralleleneigenschaft invariant.
Wir untersuchen die Achsenteilungen des Netzes in E, indem wir
fiir x und y die aus (110) folgenden Teilungsfunktionen einsetzen:
Aoyt "

e A-pm.

§:(x77b, n =

Die Cheneviertafel n geht durch die projektive Verzerrung (112)
in die Crépintatel —n iiber. Bei Vertauschung der Achsen & und
7 ist unter der Annahme 1 =1 die Zuordnung auch fiir gleiche
Werte n vollzogen. Wenn wir schlieflich die Bildebene an der
&-Achse spiegeln, so stimmt die Verzerrung (112) mit der auf S. 92
behandelten tiberein, und wir erkennen, daf3 beide in Rede stehen-
den Tafelformen durch Spiegelung an einem Hohlspiegel inein-
ander tberfithrt werden konnen.

An Stelle der Werte «, S, y konnen wir Funktionen dieser
Verinderlichen zugrunde legen. Die speziellen Strahlentafeln
eignen sich daher vornehmlich zur Darstellung des Funktions-

types: () -9 h(y) — const i (113)

Die Bedeutung dieser Aussage bedarf einer kurzen Erklarung.
Wir wissen, daB jede Funktion F(«, f, y) =0 durch eine Netz-
tafel, sogar im regelmiBigen Netz («, §) dargestellt werden kann.
Es ist aber in jedem Falle die Berechnung der nach y bezifferten
Kurvenschar notwendig. Wenn es auch nicht immer die wesentliche
Aufgabe ist, so ist doch haufig zu fordern, daf} die Darstellung mit
moglichst geringer Rechenarbeit geleistet werde. Im vorliegenden
Falle ist lediglich die Berechnung der Achsenteilungen und die
Bezifferung der Strahlenschar vorzunehmen. Wenn daher eine
gegebene Funktion #' = 0 nach Art der Grundform (113) in Fak-
toren zerlegt werden kann, ist die Darstellung in einer Strahlen-
tafel am Platze, die Berechnung wird auf wenige Schritte reduziert.

Zu allgemeineren Funktionsbildern gelangen wir, wenn wir
statt der Parallelscharen ein Kurvennetz einfithren. Wir denken
fir die Funktion F =0 irgendeine geometrisch verzerrte Netz-
tafel entworfen und nehmen eine projektive Abbildung dieser Dar-
stellung derart vor, dafl eine der beiden Parallelscharen in das
Strahlenbiischel tibergeht. Wir beschrinken uns auf die Unter-
suchung der Schar (x). Die Geraden » =0, (u) werden in die
Strahlen U =00, V =o0, (U: V) iberfiihrt durch jede Ver-

zerrung A A A
(Ay={4 4 4 ) .
0o 4 0

(114)
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Fiigen wir die weitere Forderung hinzu, daB die Schar () in ihrer
Paralleleneigenschaft invariant bleibe, so ist die Abbildung (114)
an die Bedingung gekniipft:

Grundebene: u =0, (v). Bildebene: U =0, (V);
sie wird erfiillt durch 4,,=A4,;,=0.
Jede geometrisch verzerrte Netztafel geht durch die Abbildung

4 0 0
A)=1]14 4 A) (115}
04 0
in eine Strahlentafel {iber.
Wenn wir iiberhaupt davon absehen, daf die Tafel auBer der
Strahlenschar eine Geraden- oder gar Parallelschar enthalte, so

fithrt jede Verzerrung « =« <£>, ¥y =9y(&, 5) eine im rechtwink-

&
ligen Koordinatennetz (x, y) gelegene Netztafel in eine Strahlen-
tafel iiber. Wir nehmen den Ansatz jedoch unmittelbar vor. Durch
die Kurvenscharen g (x, y; &) =0 und h(z, y; f) =0 werden in
der Darstellungsebene die Bildpunkte (x, ) festgelegt, die ihrer-
seits den durch 0 gehenden Strahl z = z(y) bestimmen. Die dar-
gestellte Funktion F(«, §, y) =0 ergibt sich durch Elimination
von z, ¥ und z aus dem System:

g(x,y; x)=0. y::xz‘
h(x,ys B)=0. z==z(y).
Aus g =0 und A =0 folgen x = ¢ (x, f), ¥y = v (x, f), und wir
erhalten die Grundform
| (a1,
2= L2 B,
p(a, p)

In den Anwendungen ist stets die Funktion F = 0 vorgelegt, und es
handelt sich darum, ein zugehoriges System (116) zu finden. Dazu ist es
nicht notig, aus % = ¢ (x, ) und y = w(x, ) durch Elimination von «
bzw. f die Kurvengleichungen % == 0 bzw. g = 0 selbst herzustellen. Um
namlich die Schar («) zu konstruieren, halten wir jeweils einen Wert o,
fest; dann geben z = ¢ (x, ) und y = (%, f) eine Parameterdarstel-
lung der Kurve «,. Als wesentliche Erleichterung kommt hinzu, daB bei
geeigneter Wahl von glatten Parameterwerten f zugleich einzelne Punkte
der Kurven (f) gewonnen werden. Wenn auch die Gleichungen g = 0 und
h = 0 nicht immer in geschlossener Form darstellbar sind, so kann die
Berechnung des Kurvennetzes (x), (§) doch jedenfalls erfolgen.

Beispiel. Die Schar der Wurfparabeln
22
a-cos’p

(116)

(117}

y=uzx-tgp — (118)

8*
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werde der Verzerrung
1 1
= — g 2
e=§  y=—_ 8=t (119}

unterworfen. Die Linien (z) bleiben invariant, die Geraden (y) bilden sich
in die konzentrischen Kreise mit dem Mittelpunkt (0, £ @) und dem Radius

Moo
I

T A

D
N

{

Abb. 61. Verzerrung der Wurfparabeln.

o(y) =1Ya® —4ay ab. Die Schar (p) geht in zwei Strahlenbiischel
iiber; aus (118) und (119) folgt namlich:
(n—E&-tgg)-(n+&5-tgp —a)=0.
1 II
Erste Bildschar: n= &-tge, Trager: (0,0).
Zweite Bildschar: n=—=~&-tgp + a, Trager: (0, a).
Dieser Umstand entspricht vollig der Tatsache, daB ein Bereich der

(xy)-Ebene von der Schar (¢) doppelt iiberdeckt ist. Wir trennen beide
Belegungen der Bildebene mit Hilfe der Funktionaldeterminante

_ @y 2

o0& a

Die Gerade 5 = 1 a, die Bildgerade der Hiillparabel der Parabeln (118),
scheidet in der Bildebene Gebiete eindeutiger Darstellung. Will man den
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Einblick in den physikalischen Zusammenhang betonen, so wird man zweck-
maBig die Teile oberhalb der Geraden M = 0 unterdriicken (Abb. 61). Bei
der Herstellung einer Rechentafel fiir die Funktion (118) machen wir da-
gegen zwischen Gebieten M > 0 und M << 0 keinen Unterschied und be-
nutzen lediglich die Geradenschar durch den 0-Punkt (Abb. 62; a = 1).
Der Vorzug der angegebenen Darstellung vor anderen méglichen Verzer-
rungen besteht darin, dafl die Bilder (y) und (@) auBerordentlich leicht

90° 80° 70 60° 50°
C T T 17 —
—-0—_; Sl M 40°
97— ‘ “ “ '
e Py
$ 20
§
§ e
'20,25 i
= L 120°
Q 3
< 3
92—
l E 170°
1 00

79°

20°

90°80° 70° 60° 50° 40° 20°

Abb. 62. Strahlentafel. Verzerrung der Wurfparabeln.

konstruierbar sind. ,Auf die Abbildung der auBerhalb der Hiillparabel
gelegenen Punkte (z, y), die in mathematischer Hinsicht zu bemerkenswerten
Ergebnissen fiihrt!), soll hier nicht weiter eingegangen werden.

§ 26. Doppel-Strahlentafeln.

Es ist naheliegend, eine Verallgemeinerung der Strahlentafel
dahingehend vorzunehmen, daB zwei Verinderliche durch Strah-
lenbiischel, die dritte durch eine Kurvenschar dargestellt werden.
Dabei kann die Richtung der Strahlen in beliebiger Abhingig-
keit vom Argument stehen; die beiden Strahlenscharen haben

1) Phys. Z. Bd. 18, S. 45. 1917.
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dann als Koordinatenlinien zu gelten. (Vgl. § 51.) Besonders ein-
fache Tafelformen erhalten wir durch projektive Verzerrung einer
rechtwinkligen Netztafel unter der Bedingung, daB die beiden
Parallelscharen in je ein Strahlenbiischel iibergehen. Als Vorteil
ergibt sich dabei, dall auch alle anderen Geraden der Darstellung
als solche erhalten bleiben, im besonderen eine geradlinige Tafel
wieder in eine Tafel mit Geradenscharen iibergeht.

Die zur z-Achse parallelen Geraden mégen sich in ein Biischel
durch den 0-Punkt abbilden: Ay, = 443 =0, die Schar der zur
y-Achse Parallelen transformiere sich in ein Biischel mit dem
Trager £ =1, 7 =0. Diese Bedingung (u), v=0; U= —1, (V)
wird durch 4, =0, 4;; = — A, erfiillt. Aus dem adjungierten
System |a | erhalten wir nach Kiirzung der konstanten Faktoren
die Verzerrungsgleichungen

| _ -y
Y (120)
b _(a—d)u —acv+c 60
n_cx—[—y—}—d’ B bu T

sie fithren jede im rechtwinkligen Netz (x, i) gelegene Netztafel
in eine Doppel-Strahlentafel mit den Tragern (0,0) und (1, 0)
itber. Es gibt co* Abbildungen der verlangten Art; daher wird
die Anpassung an vorgeschriebene Bereiche besonders schmieg-
sam durchfiithrbar sein.

Schema:

01 a —b be 0
(@) = < 0 0 b}, (A)={ (a—d) —ac c
¢ 1 d b 0 0

Wir geben zunéchst die Bildscharen der Koordinatenlinien x —= x (&)

und y = y(f) an.
I. Die Glieder der Schar (z) sind in der Grundebene durch

U= — 2 (@)’ v = 0 gekennzeichnet.

Bildebene: U— —1; V= *— D=2

b T (121)
Trager: E=1;, 5n=0.
II. Die Geraden (y) werden durch v =0,v= — 1 be-
stimmt. y(p)
Bildebene v b U V=00
P o— = ——— 0 U=o00, V=00,
Voa+yp) (122)

Trager: E=0, n=0.
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Indem wir fiir die Grenzen der Bereiche (&) und (/) bestimmte
Bildstrahlen vorschreiben, erhalten wir vier Gleichungen [(121)
und (122)], die zur Ermittlung der vier Parameter o, ...d fiihren.

Beispiel. Wir bilden die in Fig. 59 dargestellte Multipli-

1 1
kationstafel x = & - 10 mm, y = 5 10 mm, z = —ab. Die Ge-
/ 4

raden () sind durch y (f) = % gekennzeichnet. Wir fordern, daf3
die Bildstrahlen den Bereich — —I(/z = % ...2 erfiillen, wenn f
zwischen 0,1 und 1 variiert. Demnach ergibt sich aus (122):
U b
— . _— = M _— = 2 — b — 0.
ﬁ 1’ vV 2 s a + 1 2 5 a + 2
u 1 b 1
f=01; ——=— — a—2b+10=0.

V2’ at+10 2’

a=2; b=6.

Die Bilder der Geraden («) mogen innerhalb des vorgeschriebenen

Bereiches V= —2...— } liegen, wenn & sich von 1 bis 10

andert. [Vgl. (121).]

x=1; V=-2: i%?ﬂ:Ma, d+ c¢—14= 0.
1 —2—d)+10

1
a=10; V=5 —o T s d410c— 5= 0.

2 —6

c=—1; d=15.
Die gesuchte Abbildung lautet demnach:

PP PSR R
—a4y+15° —zty+15
—6 —6 0
4)=1] —13 2 —1
6 0o 0
Es 1aBt sich nunmehr die verzerrte Tafel konstruieren. Die
Schar durch den O-Punkt hat den Anstieg 2/36’i 1 Auf Milli-

meterpapier konnen die einzelnen Richtungslinien unschwer ein-

stets durch

6
gezeichnet werden, da die rationalen Werte b
26 +1
einen erreichbaren Gitterpunkt Darstellung finden. Auch durch
projektive Konstruktion kann die Schar (f) ermittelt werden,
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und zwar aus einer Leiter reg § mit dem Anstieg 3. (Abb. 63,
Hilfsgerade % .) Die Glieder der Schar (x) durch den Punkt (1, 0)
. U L .
haben den Anstieg ~7 * B3 x Fir die Konstruktion
gelten die entsprechenden Uberlegungen. (Hilfsgerade reg «, A, .)

1 Hilfegerode i,
req o

o (70)
Hif3gerade 7.5
req /3
Anstieg3

Abb. 63. Konstruktionsschema der Doppelstrahlentafel Abb. 64.

Abb. 64. Doppelstrahlentafel « - f=y. (Beispiel: « = 4, # = 0,25, y = 1.
Verkleinerung /5.
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Die Schar (y) schlieBlich hat den Tréger § = 12—5, n=qEs sie kann
mit Hilfe des Wertes U = -—L;E;U dargestellt werden, wobei
2: —y ist: U= —(1—y). InAbb. 64 ist die Tafel y = & -

entworfen; als Ablesebeispiel ist o« =4, £=0,25, y=1 ein-
gezeichnet.

An dieser Stelle 143t sich ein wertvolles nomographisches Ver-
fahren einfithren. Die Strahlen f=0,1, 0,2, ...1 bestimmen
auf dem Strahl & = 10 die Werte y =1, 2,...10; ebenso werden
auf f = 0,1 durch die Strahlen & =1, 2, ... 10 die Werte y = 0,1,
0,2,...1 festgelegt. Da wir den Triager der Geraden (y) kennen,
ist es moglich, die Schar (y) aus den genannten Punkten her-
zuleiten. Wir nennen dieses Verfahren, das weiter unten wiederholt
Anwendung findet, kurz Projektion in sich; es zeigt deut-
lich, mit welchem Nutzen der Zusammenhang der Nomographie
mit der projektiven (synthetischen) Geometrie zu Tafelkonstruk-
tionen herangezogen werden kann, wenn auch Methode und Auf-
fassung unter nomographischen Gesichtspunkten stehen miissen.

Es hat sich zwar gezeigt, dafl die Herstellung einer Doppelstrahlentafel
aus einer gegebenen oder gedachten Netztafel rechnerisch oder konstruktiv
sehr einfach vor sich geht. Dennoch ist die Frage berechtigt, ob die Her-
stellung gegeniiber der Benutzung eines vorgedruckten Millimeternetzes
lohnend sei. Die Ablesung in jeder Netztafel ist, besonders bei gréBeren
Abmessungen der Darstellung und mehrstelligen Argumenten, hiufig mit
Schwierigkeiten verkniipft, da die Festhaltung der gegebenen Werte inner-
halb des Tafelfeldes unbequem ist. Demgegeniiber weist das Feld einer
Strahlentafel groBere Ubersichtlichkeit auf, und mechanische Hilfsmittel
gewdhrleisten in einfacher Weise die Festhaltung der Argumente. Dazu
kommt als weiterer Vorteil, daB in einer Strahlentafel F(«, 8,7 ) = 0 ohne
Storung eine weitere Funktion G(«, g, 6) = 0 Darstellung finden kann;
bei einmaliger Einstellung der Fiden oder Zeiger x und g werden zugleich
die Werte von zwei verschiedenen Funktionen abgelesen. Das Feld der
Tafel ist dann immer erst mit zwei Scharen iiberdeckt.

In Abb. 65 ist die Umwandlung einer Additionstafel x = x(x), y = y(8),
x+y==2, z==2(y) in eine Doppelstrahlentafel durchgefiithrt. Schreiben
wir die Bereiche o« =10...90, §=10...90 derart vor, daB die zu-
gehorigen Strahlen zwischen 0,4 und 2 ansteigen, so bietet sich die Abbildung

01 —110
(a) = (O 0 — 40) dar. Wir konnen in dieselbe Darstellung noch die
1 1 —220

Abbildung der Schar = — y = 2,(d) verlegen. Der Abb. 65 liegt die ein-
fache Annahme z =&, y=§, 2=y, 2y =3 zugrunde. (Ablesebeispiel:
o =90, = 60.)

Die vorliegende Tafel ist auf Millimeterpapier ohne numerische Rech-
nung allein durch perspektivische Konstruktion aus regelméaBigen Teilungen
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entworfen; als erzeugende Leitern fiir die Scharen (x), (f), (4) haben
Parallele zur &-Achse gedient; die Schar (y) wird durch Projektion in
sich hergestellt. Der mit der Perspektive vertraute Leser wird unschwer
erkennen, daf bei Umkehrung der Figur die beiden Drehzapfen als
Fluchtpunkte erscheinen und die Darstellung sich als perspektivisches
Bild einer Additionstafel vom Typus der Lalanneschen erweist.

N

el 90\ \ 700\ \ 770

\

\
\
\
\
70 770 /700 /90 /&0 70
l / :
24 -4 30 20 W 0F B 20 X0 § 2
\ \ \ 1 / / 730 ~ ﬁ
@ NV VN 6"
\ |
s0 5 \ \ \/ / / ‘/o/ P 50

%0 \ [N fay 40
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273\ \\ \\ \\ \\ 1/ 7[/7‘)\ // &y A
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Abb. 65. Doppelstrahlentafel & + f =y, &« — f = 4.

Gehen wir zu logarithmischen Funktionen iiber, x =logx, usw., so
liefert die Tafel zugleich das Produkt y und den Quotienten & der gegebenen
Werte « und f.

Sowohl die Tafel Abb. 64 als auch die Darstellung Abb. 65 kénnen
durch einfache Verzifferung anderen Bereichen angepallt werden.

§ 27. Mechanische Einrichtungen. Zeigerinstrumente.

Die Bedeutung der Strahlentafeln liegt nicht allein in der
leichten Realisierbarkeit der Strahlenschar mit Hilfe eines Zapfen-
lineals und in der zeichnerischen Ubersichtlichkeit. Es ist moglich,
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die Stellung des Lineals unmittelbar durch ein MeBinstrument
zu bewirken. Wenn die Zeigerstellung eines Instrumentes durch
die Verinderliche & bestimmt wird und der Zeiger iiber einem
Kurvennetz () spielt, kénnen wir jede Funktion F (a, £, 7) =0
selbst ablesen. Als Beispiele lieBen sich Barometer, Manometer,
Volt- und Amperemeter nennen, bei denen die Ablesungen auf
einem Netz erfolgen kénnen und damit sofort reduzierte oder ab-
geleitete Werte ergeben. Schliefilich ist es naheliegend, eine
Doppel-Strahlentafel durch zwei MeBinstrumente zu betatigen.
Die Zeiger werden in diesem Falle messerartig ausgebildet und
spielen in verschiedenen Ho6henlagen iiber einem Spiegel, der die
eingeritzte und eingefarbte Kurvenschar tragt. Auf diese Weise
werden parallaktische Ablesefehler vermieden.

Einrichtungen dieser Art kénnen im allgemeinen nicht auf
projektive Beziehungen zuriickgefithrt werden, wir miissen viel-
mehr den Ansatz der Tafel unmittelbar vornehmen.

Die Drehpunkte der Zeiger I und I1 seien bzw. (0, 0) und (1, 0),
die Zeigerstellung I werde durch « festgelegt:

y=ua"f(x), (123)
die Stellung des Zeigers (II) durch f§:
y=@—1) 9. (124)

Die Funktionen f und ¢ sind durch den Mechanismus bestimmt. In
vielen Fallen ist der Ausschlagwinkel der gemessenen Grofle
direkt proportional, f(x) = tg(«); Instrumente dieser Art beruhen
zumeist darauf, daB unmittelbar die elastische Forménderung
einer Feder gemessen wird. Ein anderes Funktionsbild ist von
der Tangentenbussole her bekannt: die Stromstirke ist der
tg-Funktion des Ausschlagwinkels proportional, f(«) = &. Endlich
sei an die Hitzdrahtinstrumente erinnert, bei denen f(x) als em-
pirische Funktion durch Eichung gewonnen wird.
Handelt es sich um die Darstellung der Funktion

F((X, ﬂ: 7) =0 ’ (125)

s0 kénnen aus (123) bis (125) die Veranderlichen f und & eliminjert
werden, und es ergibt sich die Gleichung der Schar (y) im recht-

winkligen Netz (x, ¥): G(x, y; ) =0 (126)

Beispiel. Ein Volt- und ein Amperemeter seien derart kombiniert,
daB die Zeigerstellungen e und ¢ sofort den Widerstand des Leiters angeben,
der dem Spannungsmesser parallel liegt. Wir sehen die Strahlen (e) und (¢)
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als Koordinatenlinien an; in dieses Netz kénnen die Kurven (w) unmittelbar
eingetragen werden (Abb. 66). Die Gleichung der Schar (w) lautet:

6 Y 12 y
w-. (; &mtgm — 1) =— arctg; — 2. (127

[Schar (e): y = - tg(30° -} 5¢°), Schar (i): y = — (x — 1) . tg(30° + 10-4°).]

e Volt

Abb. 66. Doppelzeiger-Instrument. w Ohm = T Amp

Giinstige Schnittverhiltnisse lassen sich in Doppel-Strahlen-
tafeln stets sichern, bleiben aber naturgemifl auf einen gewissen
Bereich beschrankt. Eine in praktischer Hinsicht bedeutungs-
volle Verbesserung gewinnen wir, wenn wir statt der Strahlen

krummlinige Zeiger verwenden. Es ist bekannt, dafl die Tangente
(7]

der logarithmischen Spirale r =m.e¢* mit dem Leitstrahl in
allen Lagen einen konstanten Winkel bildet. Wir konnen daher
bei einem Doppelzeiger-Instrument den einen Zeiger geradlinig,
den anderen in Form einer logarithmischen Spirale wihlen. Wer-
den beide Zeiger koaxial angeordnet, so ist der Schnittwinkel in
der ganzen (erreichbaren) Ebene eine Konstante. SchlieBlich
kénnen wir beide Zeiger als logarithmische Spiralen, aber ent-
gegengesetzten Sinnes, ausbilden. Mechanisch ist die Anordnung
koaxialer Zeiger an den Uhrzeigern verwirklicht.
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Der Winkel der Tangente mit dem Leitstrahl wird durch
¥

s p
M . 4=a. Wihlen wir im fol-

tgd = % gegeben: tgd =
m - e®

genden stets @ = 1, so schneiden sich gegenldufige Spiralen unter
90°; damit ist der Schnittwinkel in der ganzen Darstellung zu
einem Optimum gestaltet. — Die linksgewendete Spirale r, = m - e¥
werde aus der Ruhelage um den Winkel 4 - f(«) im positiven Sinne
gedreht, die rechtsgewendete Spi-
rale 7, =m - e¢~¥ im gleichen Sinne
um den Winkel u-g(f). (Abb. 67.)
Fiir den Schnittpunkt », = r, der
Zeiger in diesen Endlagen gilt

prgB)—A-f(x)=2-y. (128)
Der Schnittpunkt P selbst hat im
Polarkoordinatensystem (r, ¢) die
Koordinaten:

remeet (29 {bb. 67. Sehema. Doppelre
. 67. Schema. Doppelzeiger-
@ =21 f(x)+ vy, Instrument mit krummlinigen
=32 (&) 4+ p-g(B)]. (130) Zeigern.

Aus (129) folgt ferner: y = ln-;’—l. Demnach erhalten wir
r
R =@ —In—
f&)=¢—In—, (131)

p-g(f) = +In_. (132)

Wir fiigen die gegebene Funktion F(«, f,7)=0 hinzu und
konnen durch Elimination von & und f aus (131), (132) und F =0
die Gleichung der Kurvenschar (y) im Polarsystem angeben:

G(r,p;7)=0. (133)

Beispiel x4 p=ry.
Unter der Voraussetzung, dafl die Ausschlige der Zeiger den Werten
und S proportional sind, f(x) =, g(f) = f, erhalten wir

zx:%(qy—ln%), (134)
ﬁ=];(¢+ln%>, (135)

cirmrere (e BBl o
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Wenn 1 == u gewihlt ist, was durch Justierung der Instrumente erreicht

werden kann, ergibt sich daher ein Strahlenbiischel, ¢ = L. v, andern-
falls eine Schar logarithmischer Spiralen 2
w+ A
m w-2*

Py e > (A + w-

Auch hier sei ausdriicklich bemerkt, daf es fiir die Losung der Aufgabe
« + f =y praktisch ohne Bedeutung ist, wenn die Zeiger die Kurven (y)
unter spitzen Winkeln schneiden.

Beispiel: xef=y.

2 I
Aus (134)und (135) folgt: ;»:ﬁ<¢2# (mi)) r—m.e VTR

Beispiel. ﬁz;/.
p
L
Wir erhalten = . E——
p + 1117”
oty ®
d. h. r=m-e"""7" ., (133 a)
Nach Logarithmierung ergibt sich < w— ey o>
0 . - . . re |{— @
Vﬂo - 7/45 e Ty Ay
i r 1 r
j e,
720 loge m
p—A-y
700 / o c@°
pwt iy ?
80 o <11807 ) ST
/ ~ \z-loge m
b, r
= 132°-log— .
/ 13 g
# : Die Berechnung zu-
/ sammengehoriger Werte
20 - r, @ zur Konstruktion der
/ : Kurven (133a) nehmen
wir in einem einfach-loga-
# f ’ g » & rithmischen Hilfsnetz vor:
20 m
77T £=100- log-;% mm,

Abb.” 68. Verzerrung der Spiralen (y).
Vgl. Abb. 69. 7 =@l mm.
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Die Bildkurve einer Kurve (133a) erscheint dort als Gerade

! M+M>
1= (g 1325 0)

In Abb. 68 sind einige Bildkurven (y) dargestellt. Beziffern wir

— iy
die 5-Achse nach Werten = Wy - @°, so kénnen wir an der einen
Geraden y =0 die Wertepaare r, ¢ auch fiir andere Zahlen y
durch kurze Nebenrechnung oder projektive Konstruktion er-

Nulistrehl
des Zeigers 2 \\ 04
Ausschlagminke! \
B =200° \

Zejger 1 (oc)

Zerger2
0,5 wger2(p)

Nullstrah!
des Zejgers 7
{ ﬁysscﬁ/aymm/rf/
oc=100°

05 07 08031 15 |

0
Zejcheneinkeit

Fester| Nullstrah!

Abb. 69. Doppelzeiger-Instrument. Typus y = i,.
Beispiel: o = 100, # = 200, y = 0,5.  ©

mitteln. Aus der Bildebene Abb. 68 werden die Kurven (1) in
die Grundebene der Abb. 69 iibertragen. Unter der Annahme
u =1 ist die Schar (y) schematisch dargestellt. Die Zeiger tragen
punktiert ihre Nullstrahlen, die Ruhelage (fester Nullstrahl) ist
besonders kenntlich gemacht. Die eingezeichnete Zeigerstellung
entspricht der Losung y = 0,5. Um das Verstindnis beider Ab-
bildungen zu erleichtern, bemerken wir, daB bei der Verzerrung
der Grundebene Abb. 69 in die Bildebene Abb. 68 die konzentri-
schen Kreise (r) in die Linien (), die Fahrstrahlen (¢) in die Ko-
ordinatenlinien (%) iibergehen. Wahrend selbstverstindlich fiir
die Nomographie im engeren Sinne die verzerrte Ebene
als brauchbare Losung anzusehen ist, weist das mechanische
Problem auf die Darstellung der Abb. 69. Es laBt sich leicht er-
kennen, dall sich die Darstellung vorgelegten Bereichen sehr
schmiegsam anpaf3t.
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Fiir das letzte Beispiel werde eine Anwendung kurz angedeutet. Die
relative Geschwindigkeit v eines aus einer diinnen Réhre austretenden Gases
héingt von der Dichte 6 und der Druckdifferenz (p, — p,) ab; nach bekannter
Formel gilt in erster Naherung k-v% = (p, — p,): 6. Hierin bedeutet &
eine Apparatkonstante!). Die Druckdifferenz (p; — p,) = & wird durch
ein Manometer, die Dichte bei konstanter Zusammensetzung des Gases
mittelbar durch eine Barometerablesung § bestimmt. Bei koaxialer An-
ordnung der Spiralzeiger kénnen wir also ein Doppelzeiger-Instrument her-
stellen, das iiber einer Kurvenschar (v) sofort die Geschwindigkeit angibt2.)
Typus: y = o: . Die Konstante k¥ mul durch Eichung ermittelt werden,
da sie infolge der Strahlkontraktion von der Diise abhéngt.

Die angefiithrten Beispiele zeigen, in welcher Weise die Kurven-
schar analytisch in geschlossener Form dargestellt werden kann.
Die Ergebniskurven lassen sich rechnerisch festlegen. Damit er-
schlieBen die Doppelzeiger-Instrumente der Nomographie ein
weites Feld, und besonders der Feinmechanik eréffnet sich hier
ein bisher zwar wenig beachtetes, aber aussichtsreiches Gebiet.
Die Angabe weiterer Einzelheiten wiirde den Rahmen dieses
Buches iiberschreiten; der Gegenstand soll in einer besonderen
Arbeit behandelt werden.

§ 28. Die quadratisehe Gleichung.

Der Aufbau allgemeiner geradliniger Tafeln soll am Beispiel
der Funkti
er Funxhion 2tazty=0 (137)

vorbereitend erértert werden. Gehen wir von der Vorstellung der
Rechenfliche (137) aus, so bieten sich entsprechend den drei
Koordinatentafeln (z,y), (¥,z) und (2,2) drei Darstellungsmég-
lichkeiten. Die einfachste bezieht sich auf die (x,y)-Ebene. Da
die Funktion (137) in bezug auf  und y linear ist, erhalten wir
eine Geradenschar nach dem Parameter z. Sowohl zur Kon-
struktion als auch zur Auswertung der Tafel ist die Kenntnis der
Hiillkurve niitzlich:
= 22 +xz y= 0 )
oF (138)

Tz=22+x =0.

Durch Elimination von z ergibt sich die Enveloppe
Y= i_ x2, (139)

1) Vgl. z. B. Chwolson Bd. 1, 8. 510.

?2) Barbillion, L. et M. Dugit: Comptes Rendus Bd. 171, S. 389—392.
1920. Nach Angabe der Autoren sind Apparate konstruiert worden, die
auf derselben Grundlage das Gasgemisch in Explosionsmotoren kontrollieren.
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Die Konstruktion der Schar (137) ist in einfacher Weise mit Hilfe

1
des Anstiegs —z oder der Achsenabschnitte - = —2z bzw.

1
— == 22 durchfiihrbar.

Durch die Parabel (139) werden in der (z,%)-Ebene zwei Gebiete von-
einander geschieden. Das Innere der Parabel, (y > 1 22), enthalt die Bild-
punkte der quadratischen Gleichungen mit zwei konjugiert komplexen
Wurzeln; die Bilder der Gleichungen mit zwei reellen, zusammenfallenden
Wurzeln liegen auf der Hiillkurve; jeder Punkt im Aufleren der Parabel,
(y << 1%, stellt eine quadratische Gleichung mit zwei reellen, verschie-
denen Wurzeln dar. Dementsprechend gehen durch jeden Punkt dieses
Gebietes zwei gerade Linien, z, und z,; das Gebiet ist als doppelt belegt
anzusehen?).

Die Rechentafel leistet mithin die Bestimmung der Wurzeln z,
und 2z, einer quadratischen Gleichung mit den gegebenen Koeffi-
zienten x und y. Fir die Praxis wire es erforderlich, vorgeschrie-
bene Bereiche der Koeffizienten zu beriicksichtigen. Die Gleichung
laute 22 + &z + f = 0. Wihlen wir das regelmifBige Netz z = &,

y=24-f, so ergibt sich als Hiillparabel y = éxz. Die Geraden

der Schar (z;) sind im letzten Falle durch den Anstieg —1-z oder

durch die Achsenabschnitte -—l = —2z bzw. — ~1~ = —1-22
u

bestimmt. v

Wenn auch mathematisch nur drei Geradenscharen die Dar-
stellung ergeben, treten in praktischer Hinsicht wegen der doppel-
ten Belegung der Schar (z) vier Scharen in Erscheinung. Es hat
sich zwar gezeigt, dafl auch Nomogramme dieser Art in iiber-
sichtliche Form gebracht werden kénnen, wie die auflerordentlich
sorgfaltigen Veroffentlichungen von Fiirle?) bekunden. Dennoch
erscheint auch in diesem Falle eine Mechanisierung der Rechen-
tafel aussichtsreich. Durch die Hiillkurve und ein weiteres
Element ist die Gerade (z) praktisch in durchaus hinreichender
Sicherheit festgelegt. Wir koénnen die Parabel (139) erhaben aus-
bilden und die Tangente durch einen abwickelbaren Faden ver-
wirklichen. Eine derart entworfene Tafel enthilt lediglich das
Netz (« f), die Bezifferung z wird nach Art der Abb. 64 und 65

1) Der Leser wird ohne Schwierigkeit die beiden Belegungen anschau-
lich trennen, wenn er die Tafel als Projektion der zugehoérigen Rechen-
fliche ansieht. Jede Gerade gehort beiden Belegungen an, die in der Hiill-
kurve zusammenhingen. Durchlaufen wir eine Gerade unter Beibehaltung
eines einmal gewihlten Sinnes, so liegen die Punkte vor der Beriihrung in
der einen, die Punkte nach der Beriihrung in der anderen Belegung.

2) Rechenblatter. Berlin: Mayer & Miiller.

Schwerdt, Nomographie. 9
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vor. Die Abbildung 148t sich dann durch

Wi e 0 1 0 —ayi
@=( 0 1 0), A=|—-e 31 }/i@-1))a4)
ayl a*+1 1 0 0 3yY2

bewerkstelligen. (Vgl. § 21.) Es werden zunachst die Bilder der
drei Geradenscharen angegeben:

I. Schar (x).
1 1 2 —
Grundebene: 4 =——=——_ Bildebene:U=———(1+a}i- &),
- S arar)
— (a2 — .
v=0, V:_2a (@ 71)]/17 zx,
a]/l
Trager: oo Triger: 5——»L ——Jv
ger: ¥y ) get: Tt TTerr
II. Schar (y).
Grundebene: u=0, Bildebene: U=—2a,
1 1 14 (a2—1)-2-8
1}:————:———’ V: 5
y Ap i
Trager: x—o0. Trager: 5::—210—&—, n=0.

ITI. Schar (2).

Grundebene: u = 1 Bildebene: U = _2_(1;0’_1}“__2

—z_’ VZ.Z 3
1 zz-l-(a2—1)~2aV}T-z+1
. V=22’ V= 122
Trager: 4y=_7122 Trager: £24n2=y.
(Gleitkurve) (Gleitkurve)

Wenn wir den Mafistab 1 durch die vorgelegten Bereiche be-
stimmt haben, enthélt die Darstellung immer noch einen freien
Parameter; wir kénnen daher unter co! Verzerrungen durch eine
Nebenbedingung eine bestimmte Abbildung auswahlen.

Die geometrisch einfachste Annahme treffen wir offenbar
durch die Festsetzung, daBl die Schar (y) in ibrer Parallelen-
eigenschaft invariant bleibe: a = 0. Wir erhalten dann die spe-
zielle Darstellung:

Schar (x): Trager: £=0, n=1. U:—.—_;2—, V=-—1.
| 1+ 18
Schar (y): Triager: &—> oo, U=0, — - a7,
_ Ap
Schar (z): Anstieg einer Geraden: —g—— EW—z '
‘ g TV T

9*

b
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Mit Hilfe dieses Wertes 13t sich die Lage des Beriithrungspunktes
auf der Gleitkurve angeben. Der Anstieg des Berithrungsradius

V. 1—122
betrigt tgg = 4 - = — -
g tgr =ty =
¢ — joosg, n— 1+ ising,
_ Viz A
144227 12220

Beziehen wir die Koordinaten auf ein pardlleles System mit dem
Anfangspunkt (0, 1) und umgekehrten Achsenrichtungen,

51:_5: 771:1—"7’
so erhalten wir: _

£ — ]/ft-z o 1

S I 771—1—{—,1-z2'

Diese Werte sind aber mit den auf S. 70 angegebenen Koordinaten

der stereographischen Kreisteilung identisch, wenn wir ]/I: a
setzen.

In praktischer Hinsicht 148t dieses Ergebnis sofort eine wert-
volle Anwendung zu. Die Geradenschar (z) wird in einfacher
Weise durch einen rechtwinkligen, um (0, }) drehbaren Hebel
verwirklicht, dessen Drehradius gleich § ist. (Abb. 71.) Die Ab-
lesung des Wertes z erfolgt mittels des Radius auf der stereo-
graphischen Kreisteilung ¢ = 4 oder auf einer ihr konzentrischen.
Es kann sich empfehlen, zwei koaxiale Winkelzeiger zu ver-
wenden.

Abb. 71 ist fiir 2 = 1 entworfen, kann also unmittelbar als Verzerrung
der Abb. 70 gelten; die eingezeichnete Zeigerstellung entspricht den Daten
a=08, f=—0,2 und ergibt z, = —1, z, = +0,2. Es bestehen keine
Schwierigkeiten, durch andere Wahl von ¢ neue Tafelformen herzustellen,
denen allen der Kreis als Gleitkurve gemeinsam ist. Bestimmend fiir a
kann entweder eine Vorschrift iiber einen der Trager fir (x) bzw. () sein
oder die Anordnung der Strahlen (x) bzw. (#) innerhalb eines gegebenen
Bereiches. Der Triger des Biischels (x) kann nur auf der Gleitkurve selbst
liegenl).

Die Tafeln fiir die quadratische Gleichung fithren bei Um-
kehrung der Aufgabe zu bemerkenswerten Ergebnissen. Sehen
wir z, und z, als gegeben an, so liefern die Koeffizienten-
gesetze: 2z,-2,=Ff; 2, +2,+a=0. Wir gewinnen also ver-
- 1) Dies 148t sich aus den Gleichungen fiir £ und 7 ablesen, kann aber
auch anschaulich sofort der Tatsache entnommen werden, dafl jede Gerade
(x) mit der Parabel (Abb. 71) einen eigentlichen und ihren uneigentlichen
Punkt gemeinsam hat.
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einigte Summen- und Produktentafeln, wobei durch geeignete Ver-
zifferung sofort auch die Differenz ablesbar wird. Es lassen sich
durch Unterdriickung der Schar (x) reine Produkttafeln, bei Unter-
driickung der Schar (f) reine Summentafeln herstellen, die je nur

zwei Geradenscharen enthalten. (Vgl. § 36.)

.

+4 *3 7z o -7 4 -3 -¥

} S
N

> 777 .
g v P
m
70 < L/
2 e —— f\/\d y5 5¢ 3’>\)\\ — 2
J— 2 2z -3
b 2 7% pos/j; Z;eyaf/u 15)} : o

15— <75

1, ! s

e A ;Z - o
X a5 a5.

, / Pt )
[ [ ] ] Faf~L |\
SEEESERRNA
2 / // 43 \ \\ \\\\\
<7777 TN
’ 4 1z -7 93 g6 qg¥ gz O 4z g% g6 48 7 12 1%

Abb. 71. Projektive Verzerrung der Abb. 70. Doppelzeiger-
Instrument 2> + &z 4+ f = 0. Verkleinerung /.

<~—
—
N
1

w

78

76

Als Beispiele fiir vereinigte Summen- und Produkttafeln
seien die Erwarmungsverhiltnisse elektrischer Leiter genannt, die
vom Querschnitt (z,-2z,), und der Oberfliche; (f(z; + z,)), ab-
hangen. Interessant diirfte ferner die Darstellung der Kriim-
mungen von Flichen sein. Aus gegebenen Hauptkriimmungsradien
r, und 7, liefert eine Tafel der quadratlichen Gleichung sowohl die

GauBsche Krimmung G = 1 als auch die mittlere Kriim-

Ty 7y
mung (Sophie Germain) M = 1 (i + -1—) .
2 \ry Ty
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§ 29. Geradlinige Netztafeln.

Die soeben behandelte quadratische Gleichung gehort einer
allgemeineren Funktionsform an, die in geometrisch verzerrten
Netzen durch Geradenscharen dargestellt wird. Es ist leicht zu
erkennen, da jede Funktion

19@) - 6,(2) + h(y) - Hy(@) + Ky(2) =0 (142)
im geometrisch verzerrten Netz & =g (z), # = h(y) eine gerad-
linige Bildschar hat. Setzen wir G : K, =u(?), H,: K, =v(2),
so lautet die Gleichung der Schar (2):
Eu@)+n-v(E)+1=0. (143)
Die Gleitkurve ergibt sich durch Elimination von z aus den beiden
Gleichungen

F,y;2)=¢-u+n-v+1=0,
OF / / (144)
(,Tz:f.u +n-v"'=0.
Wenn die Elimination nicht in geschlossener Form durchgefiihrt
werden kann, gehen wir zur Parameterdarstellung iiber:

_vl uV

- = ) (145)

u.v' —u v Tuv —u .

(Vgl. S.69.) Bei der Konstruktion erweist sich oft die Schar

n=—s§ (146)
als niitzlich.

In vielen Fallen ist es ohne Schwierigkeit moglich, die vor-
gelegte Funktion F = 0 in die Form (142) zu bringen. Die quadra-
tische Gleichung ist unmittelbar in der Gestalt (142) gegeben;
das Gleiche gilt fiir die kubischen Funktionen 23 +zz 4y =0,
B4 x224yz24+1=0, 224 2224+y=0 usw. Gleichungen
dieser Art sind von Lalanne behandelt worden; in neuerer Zeit
hat Fiirle gebrauchsfertige Darstellungen entworfen. Es ist je-
doch ersichtlich, daB nicht jede beliebige Funktion durch (142)
dargestellt werden kann. Der theoretischen Nomographie er-
wachst die Aufgabe, zunichst zu untersuchen, welche Funk-
tionen in die Form (142) iiberfithrt werden kénnen, und dann im
einzelnen Falle die Normalform auch wirklich herzustellen.

Den praktischen Bediirfnissen entsprechend ist man unter
Verzicht auf eine allgemeine Losung der Aufgabe davon aus-
gegangen, eine Anzahl von Funktionen g, %, 4 und v derart aus-
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zuwihlen, da3 sowohl die Netze als auch die Scharen (z) moglichst
einfach konstruierbar seien. Wenn auch in theoretischer Hin-
sicht dieses (synthetische) Verfahren wenig befriedigt, so hat es
der Praxis doch insofern niitzliche Dienste geleistet, als fiir eine
groBe Anzahl von Funktionstypen F geeignete Darstellungen vor-
bereitet werden, auf die nach Bedarf zuriickgegriffen werden
kann. Wir werden dieses Verfahren der Typenbildung an spateren
Stellen skizzieren.

Zur Entwicklung der allgemeinen Losung fiir geometrisch ver-
zerrte Netze denken wir im regelmiafligen Netz (x,y) die
Kurvenschar (z) entworfen. Die Verzerrung & = & (z), 5 =17 (y)

fithrt gemafl § 18, 66 den Anstieg dy einer Kurve z iiber in den
Anstieg dx

a1
dy _ dy dy
T de
dx
Soll bei der Verzerrung jede Kurve z in eine Gerade gestreckt
werden, so muB zz von z und von ¥ unabhingig, d. h. nur eine
Funktion von z sein: g—g = —R(2). Da % eine Funktion von y

allein, %'(y), und Tx eine Funktion von x allein ist, &(x), besteht

mithin die Gleichung

dy 1
=== —&@).——:- R(?). (147)
dn=—E@ o RE)
oF 0
Setzen wir @ = ——( F. F) (147) ein, so erhalten wir die
dz 0x " Oy
Bedingungsgleichung
(0F 8F> P 1 |
=& 2) | (148)
<8 z Oy () - 17( ) B )‘ ‘
Die Funktion F(x, Y, 2) = O 1st in geometrisch verzerrten Netzen
durch Geradenscharen darstellbar, wenn g—f : é»g in das Produkt

von drei Funktionen zerlegbar ist, deren jede nur von einer
der Veranderlichen abhéangt.

Ein besonderer Fall liegt vor, wenn R(z) konstant ist; es er-
gibt sich dann namlich eine Darstellung mit drei Parallelscharen,



136 Netztafeln.

die durch projektive Verzerrung in eine Tafel mit drei Strahlen-
biischeln umgeformt werden kann. Nach Logarithmierung von
(148) erhalt man

oF &If‘) , ,
In (b}— : OTZ_/' =mIné&@x)—Iny'(y) + InR(2). (149)
Ist R (2) = const, so ergibt sich
(T
Moy Yy o (150)
\‘ Cxdy T

als notwendige und hinreichende Bedingung. (Differentialgleichung
von de Saint - Robert, 18711%).

Die Aufgabe, ein entsprechendes Kriterium fiir den allgemeineren An-
satz (148) zu entwickeln, hat Massau?) gelést. Wenn auch die Integration
der von Massau aufgestellten Differentialgleichungen durchgefiihrt ist,
gestaltet sich die Anwendung des Verfahrens in praxi doch schwierig. Es
diirfte im allgemeinen ausreichen, durch Differentiation die Gleichung (148)
herzustellen, da sich zumeist dann schon ein planméfiger Weg darbietet,
die Verzerrungsgleichungen anzusetzen und die vorgelegte Funktion F' = 0
auch wirklich in die Grundform (142) iiberzufiihren.

Beispiel. Aus der gegebenen Funktion F=aq-27-2"¢ —c"=0
finden wir die Ableitungen:

@:a-xz"l-z“”fl, ézza-acz-z“‘b-lnz;
O
OF 6F _1 1 =z
dz'dy ~ =z b Inz’

Da diese Gleichung die Gestalt (148) hat, konnen wir sofort ein Funktions-
netz angeben, z. B. 1
5'(17):76, d.h &=z,

7”(y)=", d h z=0b.y.
Eez+7n-lnz+ (Inea — z2Inc) =0.

Beispiel. F=aty4 yz2 42t =0.
OF OF 2zy O |

2. B. #z) =2z, d h E=q.

1
7
7”’(y) ik d.h. 7 i
1) Mem. della R. Accad. di Torino (2) Bd. 25, S. 53. — Die Gleichung
entspricht der GauBschen Bedingung eines isometrischen Netzes auf einer
Fliche. Der Zusammenhang der vorliegenden Aufgabe mit den Eigen-
schaften einer zugehorigen Fliche kann hier nicht erértert werden.
%) Ann. de I’Assoc. des Ing. sortis des écoles spéc. de Gand. Bd. 3.
Gent. 1884.
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Unter dem Gesichtspunkt der Entwicklungen (148) bis (150)
wollen wir die Multiplikationstafeln z-y —2 =0 zusammen-

oF 2 oF 2 OF 0F y
fassen: Aus Pt Al und ?9?_%_? fdgtg;- @:;
Die Gleichung 1

, y
Ex) 5 R(z) == 151
) 7'(Yy) ®=7 (151)
148t sich durch den Ansatz &'(x) = a® erfiillen, wenn

a1

1) =", B

zﬂ+1

= W . R(Z) .
. 1 ,
Setzen wir R (z) = i 50 folgt: #'(y) = e
J Anstieg
n & @) =an 7;'(1/):1171;; E:fx"dz‘f n:ﬁ% —R:;;% Tafelform
—2 E’("c)——l— 7(y)=1 E—~—L-—‘z —R=—2 —
- xz 7 ./ - x = J -
—1 :% :% ~Inz | =Iny =1 | Lalanne
—;‘ —‘—1:‘ Zi, =2y } :—3_ | :7,1— Fiirle
Vx y* | Vy ! Vz
\ (.
1 i 1 | Crépin,
0 =1 =g T J BT I‘ = — 3 | Grundform
B 1 1, 11 1
+1 _x‘ _y_3 m?x _.~§y—2 === —
usw

Wahrend wir im ersten Abschnitt bei elementarer Auffassung
die Lalannesche Tafel als Umformung einer typischen Additions-
tafel gewinnen, zeigt die vorstehende Ubersicht klar, wie sich die
(transzendente) Lalannesche Tafel der Crépinschen Gruppe
von (algebraischen) Multiplikationstafeln zwanglos einordnet. Wir
erwihnen diesen Umstand ausdriicklich, da in der iiblichen Dar-
stellungsweise die logarithmische Umformung zwar durch ihren
Erfolg gerechtfertigt erscheint, immerhin aber eine willkiirliche
Operation bedeutet.
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Eine allgemeine geradlinige Netztafel fiir die Funktion
F(x, B, y) =0 enthalt drei Geradenscharen, deren jede eine be-
sondere Gleitkurve besitzt. Wir kénnen in Doppel-Strahlentafeln
die Triager der Strahlenbiischel als Ausartungen von Gleitkurven
ansehen; in geometrisch verzerrten Netzen werden die Aus-
artungen uneigentlich.

Zur Diskussion der allgemeinen Tafeln orientieren wir die
Ebene durch ein rechtwinkliges Bezugssystem (zy), das in der
Darstellung selbst nicht hervortritt. Die Gleichungen der Scharen
(), (6) und (y) lauten dann entsprechend (143):

z-u (o) +y-vy(x) +1=0, I
x-up(B) +y - va(f) +1=0, (152)
xug(y) + 4 va(y) + 1 =0.I
Auf Grund des Schliissels fiir Netztafeln wird die Wertegruppe
(«, B, y) durch den Schnittpunkt der drei Kurven (Geraden) (x),
(B) und (7) dargestellt. Die drei Geraden (152) gehen durch einen
Punkt, wenn die Determinante des Systems verschwindet:
|uy (%) () 1 ‘
(us(B) va(B) 1| =0. (153)
\us(y) vs(y) 1]
Lehnen wir die Entwicklung an die Form (142) an, so lautet die
entsprechende Bedingung:

‘91(0‘) by (%) ]5_1(0‘)
92(B)  ha(B) Ko #i=0. (154)
95(7)  hs(y) ks(y)

Dieselbe Aufgabe, die sich an die Normalform (142) angeschlossen
hat, ist nun fiir die Bedingung (154) [bzw. (153)] zu lésen: es
handelt sich darum zu entscheiden, ob.eine vorgelegte Funktion
F(x, B,y) =0 in die besondere Form (154) iiberfiihrt werden
kann (reduzibel ist), und gegebenenfalls die-Normalform her-
zustellen.

Die Losung der Aufgabe ist auf zwei verschiedenen Wegen geleistet
worden. Unter Benutzung der Differentialinvarianten der projektiven
Transformation

0_((9211, dv %v Cu By dv %v ﬁ_u)e_M

T \0x? 0y dx* %_{_ dz0y 0z ~dxdy Oz ’
_(@.Ou_@ ¢9v+ v du , Ou .@).e-"" ( __c")(u,v))
T\@y? dx  Jy? Oz dzdy dy ~Odxdy oy N (=, y))”
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hat Gronwalll) die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die
Darstellbarkeit entwickelt. Die Ergebnisse erscheinen zwar in einfacher
Form: Bezeichnet B.: 0z 0z I oL 1 0L lautet

orm: Bezeichnet man z. B.: e , “ax—{—L ay,so aute
die Bedingung dafiir, daB eine Schar [die Schar (x)], ein Strahlenbiischel
sei: D= L-C + N; dennoch stoBt, wie kaum anders zu erwarten steht,
die Anwendung im einzelnen Falle auf erhebliche Schwierigkeiten, so daf
zur Zeit eine praktische Lésung auf diesem Wege noch nicht in Frage kommt.

Einige notwendige und hinreichende Funktionalgleichungen sind von
Duporcq?) aufgestellt worden. Bei aller Feinheit der SchluBweise 1aft
auch dieses Verfahren in der Praxis keine fliissige Anwendung zu; wir
beschranken uns daher darauf, nur den Gedankengang zu skizzieren.

Wir bestimmen in F(x, 8,7) = 0 drei beliebige ‘Losungstripel a, b, c,
a’,b/y¢’ und a”’,b”,c”.

Die vier Funktionen F(«, g, 7), F(x, b, ¢), F(x,b’,¢’) und F(x, b”, ¢”’)
sollen auf Grund der Bedingung (154) simtlich von der Form sein
A-gy(x) + B-hy(x) + C-ky(x), sie sind also durch eine homogene,
lineare Gleichung miteinander verbunden. Ersetzen wir & nacheinander
durch die Werte a, ¢’ und a”’, so erhalten wir vier homogene, lineare Glei-
chungen, die nur dann miteinander vertriglich sind, wenn

|F(«, B,7) Flx, b,c) Flx, b,¢") Fla, b7, ")

(%) F(a, B,y) F(a, b,c) Fla, b,c") Fla, b, ¢"”)

F', f,7) F(a', b,c) F(a, b,¢") Fla, b, ")

F(a”, /3, 7) F(a”, b, 0) F(a”, b,, Cl) F(a”, b//, c//)
Zwei entsprechende Identititen (§) und (y) ergeben sich, wenn wir die
vier Funktionen von £, nimlich F(x, 8, y), F(a, 8, ¢), F(a’, 8, ¢'), F(a”’, $, ¢’")
und die &hnlich gebildeten Funktionen von y betrachten. Die Zeilen der
zugehorigen Determinanten sind nach der aus (x) ersichtlichen. Weise zu
bilden.

Die drei Bedingungen (x), (8) und (y) sind notwendig und hinreichend
dafiir, daB F(x, f,y) sich in der Form (154) darstellen lasse, also durch
eine geradlinige Netztafel abgebildet werden kann.

Weniger einfach ist die Herstellung der Form (154) selbst. Die Ent-
wicklung der Determinante («) nach den Elementen der ersten Zeile ergibt.
daBl F(x,b,c), F(x,b,¢) und F(x,b”,c¢”’) den gesuchten Funktionen
g1(«), hy(x) und k,(x) proportional sind. Das Entsprechende gilt fiir die
Funktionen g,(f), ... und g5(y), ... Es handelt sich also darum, konstante
Faktoren 4, ¢ und » so zu bestimmen, daB

|A-F(x,b,¢) X -Flx,¥,¢) V'-F(x, b",¢")]
F(% f, 7)=| u-Fla, B 0) w-F(ds f,0) w'-F(a,f, ) (155)
V'F(a’ br 7) V. F(a/: b/’ 7) v F(a’”r b”! 7)
Die Aufgabe, Funktionen g¢,(«) ... k3(y) zu finden, ist auf die ein-
fachere zuriickgefiihrt, konstante Faktoren 4, ... +” zu bestimmen.
Die Gleichung (155) kann selbstverstiandlich keine eindeutige Loésung
vermitteln. Jedes Tripel (a, b, ¢) ist durch Auswahl zweier Werte bestimmt,
es bestehen also oo® Moglichkeiten, den Ansatz der Determinante (155)

vorzunehmen. Denken wir ferner die Faktoren 1, # und » mit irgend einer
Zahl ¢, die Faktoren 1’, x’ und »" mit irgendeiner Zahl ¢ multipliziert, so

1) J. de math. pures et appl. Bd. 8 (6), S. 59. 1912.
2) Comptes Rendus 1898.

=0.
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ist die Identitdt (155) mit jeder Wahl von ¢ und ¢’ doch immer noch ver-
einbar; denn wie die Entwicklung der Determinante nach den Elementen
der dritten Spalte erkennen lifit, brauchen die Faktoren 1", u’’ und »"
nur durch ¢ - ¢ dividiert zu werden, um die Identitit wieder herzustellen.
Es bieten sich demnach oo? weitere Losungsmoglichkeiten dar.

Der Ansatz (155) umschlieBt also o2® Liésungen. KEs stimmt dieses Er-
gebnis vo6llig mit unseren Erorterungen der projektiven Verzerrungen iiber-
ein. Die oc® projektiven Abbildungen einer speziellen Lésung sind wieder
geradlinige Netztafeln, geniigen also den Bedingungen der vorliegenden
Aufgabe.

Im Zusammenhang mit der Diskussion der Gleichung (154)
soll ein formaler Ausdruck der projektiven Verzerrung angegeben
werden.. Wir denken die Darstellung (154) entworfen und nehmen

11 12 13
IA ] = A21 Azz A23 (156)
A:n A3z Ass |

vor. Die Gerade z-g+y-h+ k=0 geht dann iiber in die
Bildgerade
E(Ay1g+Aph+ Az k) + 5 (Aag +Asght Apsk) + (Agy g+ Agp b + Ags k) = 0.
Bezeichnen wir die Determinante (154) mit |F(x fy)], so lautet
nach dem Multiplikationssatz der Determinanten die Determinante
der verzerrten Tafel:

[F(x By =IF(xBy)|-|4]. (157)
Aus einer Darstellung (154) werden samtliche oo® verschiedenen

projektiven Bilder abgeleitet durch Multiplikation mit einer be-
liebigen nicht verschwindenden Determinante. (Vgl. § 35, 199.)

§ 30. Beispiele fiir die Typenbildung.

Lassen wir in der Determinante (154) bzw. (153) des § 29
eine der Funktionen verschwinden, so enthalt die zugehorige
Tafel eine Parallelschar oder ein Strahlenbiischel; beide Fille
gehen durch projektive Abbildung ineinander itber. Wahlen wir
etwa g,(x) =0, so ergibt sich bei der Entwicklung der Deter-

minante By () _ 92 by — g3+ hy

k(&)  gpoks—gs-ky’
Wenn wir ausdriicklich vorschreiben, dafi g, und g¢; nicht ver-
schwinden, so erhalten wir b by

by () _ ?9; B [F
(@) ke ky
gz gs
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und damit die Grundform:

L FB) + ) |
Gz (ﬂ) -|" Gg (7)7 ’

Fy(o) = (158)

deren zugehoriger Ansatz lautet:
(z.B) g,=0, b= ‘Fl(oe), k= 1,
go=1, hy= Fy(f), ky= G5 (B)s (159)
gs=1, hy=—Fy(y), ky=—G3(y).
Die Tafel enthilt die zur z-Achse parallele Schar (x) und zwei
allgemeine Geradenscharen (§) und ().

sy
-30 -4 -50 -60 -70 -80 90
N\ \ y .
-20
70
-0
80
- 90
- 00
30 770
# 720%
50, 730
0, ¢ 7%0
70, 750
760
770
A A A A A L A A AN A A AL il
wOR0 " 700 70 770 B0 M0 200 270 220 240 260
B(v) 270

Abb. 72. & + B =y. (Tafel auf goniometrischer Grundlage).

Beispiel. Wenn « = 4y, so besteht die Identitat
o cosff — cosy
—tg— = s ’
2 sinf — siny
die unmittelbar die Form (158) hat. Es bietet sich daher ohne weiteres der
Ansatz dar:

9 =0, h1:4tg%, ky =1,
g =1, hy == cosf, k, = sing,
gs =1, hy = cosy, ks = siny.
Demnach lauten die Bestimmungsgleichungen der zugehérigen Scharen:
b
y= Ctgg ’
x4+ ycosf 4 sinf =0, _ 1 _
{x—l—ycosy + giny =0, oder  y= cosp” tgh-
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Die Scharen (f) und (y) fallen also zusammen; ihre gemeinsame Hiill-
kurve ist die gleichseitige Hyperbel a2 — 4% = 1.

Die Tafel stellt im wesentlichen keinen neuen Typus dar; sie gehort
vielmehr der projektiven Gruppe der Tafeln fiir die quadratische Gleichung
an (§ 28). Ihr Vorzug in praktischer Hinsicht besteht aber darin, da$ ihre
Herstellung an Hand der Tabellen fiir cos x und tg« auBlerordentlich leicht
vor sich geht. Noch ein anderer Umstand verdient hervorgehoben zu wer-
den. Durchlaufen wir die Schar (8) bzw. (y) von —90° iiber 0°, ..., 90°,
..., 180° bis 270° so gelangen wir in die Ausgangslage —90° zuriick.
Auf Grund der Periode der goniometrischen Funktionen 148t sich hieraus
bei Verzifferungen Nutzen ziehen. Nur beildufig sei darauf hingewiesen,
daB jede Gerade () die z-Achse auf der Strecke —1 bis +1 schneidet,
also jedenfalls erreichbar ist. Tafeln auf trigonometrischer Grundlage er-
scheinen in praktischer Hinsicht durchaus beachtenswert. In Abb. 72 ist
ein Ausschnitt = —1...+1, y=0...1,7 unter Anwendung der
urspriinglichen Bezifferung «°, §° und y° wiedergegeben. Die Gleitkurve
liegt aullerhalb des Darstellungsbereiches.

Beispiel. Die Grundform (158) erscheint in zahlreichen For-
meln der Statik, die sich auf Schwerpunktslagen und Tragheits-
momente beziehen. So gilt fiir die Lage des Schwerpunktes eines

halbkreisférmigen Ringstiik-
kes in bekannter Bezeich-

’_,ﬁ/? 3 4
o 7 Z /. nungsweise:
J//%// 3 R3 — o3
v %0 AT T e e
s4—t1_ L —F .
W 45 Es mogen die Bereiche
5/
30 r=0... 4

71 R=5...10
25 P vorgeschrieben sein.
¢ ’ Aus (159) lassen sich die
Gleichungen der drei Scharen
ablesen:
571 40 Schar (R) bzw. (r):
3 — 3 ). R3 . R2 —
Abb. 73. Schema. gzi%ﬂ Tty A B4 p- B2=0,
. 3z B —r Schar (g):
Schwerpunkt eines halbkreisférmigen 3

Ringstiickes. . M i .
g A7y + 70" 0.
Wir erreichen eine giinstige Darstellung der vorgelegten Bereiche,
wenn wir 4 = —0,01, u= —0,1 wahlen. Abb. 73 zeigt den zu-
gehorigen Entwurf der Tafel. — Da r und R auf Grund der prakti-
schen Aufgabe dieselbe Bedeutung haben, gewihrt die Darstellung
der Werte » und R durch eine Schar eine besondere Okonomie.

Der spezielle Ansatz
91=0, hy=0, k=k=Fk=1
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liefert die Grundform

_ Fy(f) Fa()

(160)

Beispiel. Bei Anordnung von S Elementen gegebener Spannung e

und konstanten inneren Widerstandes w in — Serien zu je y Elementen

Y 8.
betragt im SchlieBungswiderstand R die Stromstéirke « = —f—ﬁ~l—2 . Es
bietet sich gemifB (160) der Ansatz dar: B-f+w-y
0 o 1
F(“} /3,* 7)= ﬁ 0 -1 :_0.
—wph? ef 1

Die soeben angedeuteten Darstellungsmoglichkeiten besonderer Funk-
tionstypen durch geradlinige Netztafeln erweisen sich im allgemeinen nicht
schmiegsam genug; erst die in § 29, 157 entwickelte Umformung gewihr-
leistet die Anpassung an vorgeschriebene Bereiche der Veranderlichen. Wir
wollen diesen Gegenstand hier jedoch nicht weiter erértern, da sich fiir
dieselben Funktionstypen elegantere Darstellungen in Fluchtlinientafeln
ergeben (§ 36, § 37). Die dort entwickelten Verzerrungen kénnen unmittel-
bar auf die hier gewdhlten Ansatzformen iibertragen werden, wie in § 43
allgemein gezeigt wird.

§ 31. Dreieckskoordinaten.

Eine besondere Verzerrung des regelmafBigen Netzes leiten
wir unmittelbar im Anschluf} an ein gleichseitiges Dreieck ABE
ab (s. Abb. 74). Wir wihlen zunichst im Innern des Dreiecks
einen Punkt P und untersuchen a
seine Abstande PA =z, PB=y
und PC =z von den drei Seiten.

Bewegt sich P parallel zu einer
Seite, etwa parallel zu BE nach A
P, ,sodndert sich der Abstand PA
nicht. Aus der Kongruenz der c 5
Dreiecke PP, D und PP, D, er- %
gibt sich sofort, daf der Ab- §
stand PB um denselben Betrag
abnimmt, um den PC wichst. & Z Z L
Bei Bewegung des Punktes P Abb. 74, B s Punkt

> . . . . 74. Bewegung eines Punktes
parallel zu einer Seite ist dle im gleichseitigen Dreieck.
Summe der Abstinde konstant.
Da wir nun jeden Punkt der gesamten Ebene durch zwei Parallel-
verschiebungen der angegebenen Art erreichen kénnen, gilt dem-

nach allgemein -+ y + 2z = const. (161)

Q
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Es ist leicht ersichtlich, in welchem Sinne die Abstinde zu messen
sind, wenn P auBerhalb des Dreiecks liegt. Zur Bestimmung der
in (161) enthaltenen Konstanten bewegen wir P in eine Ecke des
Dreieckes, etwa nach ¥; dort verschwinden y und z, und x wird
gleich der Hohe ¢ des Dreiecks:

atytz—c|. (162)

Das zugehdrige, in Abb. 75 dargestellte Netz beruht auf Dreiecks-

koordinaten und wird oft van 't Hoffsches, Maxwellsches oder

auch Newtonsches
Dreieck genannt.

In nomographi-

72 20 scher Hinsicht er-

weist sich das Drei-

ecksnetz als Verzer-

rung eines regel-

/\/\M méafigen Netzes
a 50 (xf), das die Par-

-20
g

700

allelschar
at+pf=c—y
7 @ enthilt. (Additions-
20 20 typus der Lalan-
0 neschen Tafel).

Wenn man vielfach

-20 das  Dreiecksnetz

o M0 _%0 &0 S0 o o -z 7 regelmifigen

<~ Darstellung in der

~ Grundebene. vor-

Abb. 75. Dreiecksnetz (¥ + £ + y = 100). zieht, so liegt der

Grund darin, daB

die drei in der Funktion (162) symmetrisch auftretenden Ver-

anderlichen im Dreiecksnetz auch eine symmetrische Darstel-
lung erfahren.

Beispiele. Dem sog. Newtonschen Farbendreieck lLiegt im wesent-.
lichen der folgende Zusammenhang zugrunde. Jede Farbe ¥ kann durch
Mischung der Grundfarben

Maxwell | Lord Rayleigh
R (rot) 0,630 u 0,643 u
G (griin) | 0,528 0,525 u
B (blau) | 0,457 u 0,467 u
hergestellt werden, wenn die Anteile z, ¥ und 2 eingehen.
F=aR+yG+zB.
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Die drei Zahlen 2, ¥ und z charakterisieren also eine vorgelegte Farbe F';
da offenbar nur ihre Verhéiltniswerte von Bedeutung sind, kénnen wir x,
y und z in Prozenten angeben:

z 4y +2z=100.

Wir gelangen auf diese Weise zu einer Darstellung der Farben im Dreiecks-
netz. Erscheinen Farben in Abhiéngigkeit von einer physikalischen GroBe,
so erfiillen ihre Bildpunkte eine Kurve. In dieser Weise hat Lord Rayleigh
die Farben diinner Blittchen abhingig von der Dicke eines Blittchens
dargestellt. Die Technik hat das Farbendreieck benutzt, um die Beschaffen-
heit der Lichtquellen in Vergleich zu setzen. So ergeben sich bei elektrischen
Glithlampen Kurven der Farbanderung abhéingig von der Fadentemperatur
oder vom spezifischen Wattverbrauch?).

Ausgedehnte Anwendung hat das Dreiecksnetz zur Darstellung der
Gleichgewichtszustdnde ternirer Systeme gefunden. Als unabhingige Ver-
anderliche dient der Druck oder die Temperatur. Es wiren in diesem Zu-
sammenhange auch die Finsterwalderschen Darstellungen des Elasti-
zitdtsmoduls von Kristallen zu nennen2). Nicht ohne Interesse ist eine in
den dreiBiger Jahren des vorigen Jahrhunderts erfolgte, stark naturphilo-
sophisch gefirbte Veroffentlichung von J. W. Schmidt: Erkenntnis der
Seele aus der Gestalt und Beschaffenheit des Korpers (!). Die Seite UD
des Dreiecks ordnet der Korperbedeckung die Zahlen 1 bis 100 zu, die
Seite AE stellt die Kopfform und Gangweise zusammen, die Grundseite BE
schlieBlich gibt die Denkfihigkeit an. Im Felde des Dreiecks sind die Tiere
an den zugehorigen Stellen abgebildet. Wir haben es uns nicht versagen
konnen, diese Kuriositdt hier zu erwéhnen: ein Nomogramm aus dunkler
Quelle.

Es moge eine elementargeometrische Anwendung des Drei-
ecksnetzes gegeben werden. Da in einem Dreieck 4 BC die Winkel-
summe & -+ f + y =180° ist, kén-
nen wir ein gegebenes Dreieck und
alle ihm ahnlichen durch einen
Bildpunkt P im Netz UBE dar-
stellen (Abb. 76). Samtliche gleich-
schenkligen Dreiecke werden dann
in Punkte der drei Mittellote %D,
BE,LCF abgebildet, als Bild der
gleichseitigen Dreiecke erscheint
der Schwerpunkt. Die rechtwink-
ligen Dreiecke werden durch die

Strefcken @@’ CF ’ 3D daI:gestellt; Abb. 76. Darstellung der Dreiecks-
so ist beispielsweise  Bildpunkt formen. Bilder der Elementarwege.

1) Vgl. hierzu die Darstellungen in den folgenden Schriften: Bloch:
ETZ. 1913, S. 1306. (Darstellung: Abszissen Bliu—, Ordinaten ﬁ) —
griin griin

Jane: ETZ. 1913, S. 1454. (Dreieck.) — Auerbach: Physik in graph.
Darst. S.190. — Pilgrim: Progr. d. Realsch. Cannstatt 1901. — Rood:
Sill. Journ. Bd. 44, S. 264. 1892.

%) Miinch. Berichte 1888, S.257. — Vgl. Auerbach, S. 30,

Schwerdt, Nomographie. 10
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von gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecken. Ausartungen der
Dreiecke zu Strecken liegen auf dem Umfang von 2ABE.

Soweit handelt es sich zunschst nur um eine Darstellung.
Wir gewinnen aber nomographisch interessante Ergebnisse, wenn
wir die Wanderung der Bildpunkte P (Abb. 76) mit den Ver-
anderungen des Dreiecks ABC in Beziehung setzen (s. Abb. 77);
P ist der Bildpunkt des Dreiecks ABC. Wir halten die Ecken
B und C fest und bewegen die freie Ecke 4. Wandert 4 auf
der Geraden 1, so bleibt § konstant, und der Bildpunkt P wandert
auf der Bildgeraden I*, parallel zu %€. Entsprechend durch-
lduft P die Gerade 2% parallel zu AP, wenn A4 auf dem festgehal-
tenen Schenkel 2 des Winkels y wandert. Wird das gegebene

8 [
Abb. 718. Verzerrung eines Dreiecks-
Abb. 77 Blementarwege netzes. (Vgl. Abb. 75.)
: (Rechentafel &« + £ + y = 100.)

Dreieck ABC schlieBlich derart verindert, daB A4 den Umkreis,
3, durchlauft, so bleibt & konstant; der Bildpunkt P bewegt sich
daher auf einer Geraden o = const, (3*), parallel zu BE¢. Da auf
Grund der Festsetzung, die Ecken B und C seien unveranderlich,
das Dreieck ABC durch die Lage von A bestimmt ist, so kénnen
wir auch P als Bildpunkt des Punktes 4 ansehen. Die Zuordnung
der in Abb. 77 und 76 dargestellten Ebenen ergibt dann eine be-
merkenswerte Verzerrung. Solange 4 in der oberen Halbebene I
wandert, bleibt Pim Innern des Dreiecks YBE: die gesamte Halb-
ebene I wird durch das Innere des Dreiecks abgebildet. Die Ver-
zerrung der anderen Halbebene I1 ist an anderer Stelle ausfiihrlich
diskutiert wordenl), sie hingt davon ab, auf welchem Wege 4
in I1 hineinwandert.

1) Roseler und Schwerdt: Bewegungsgeometrie. Berlin: Weid-
mann 1924. S. 128 und 41.



§ 32. Netztafeln fiir mehr als drei Verinderliche. 147

Bei der Verzerrung werden demnach alle Geraden 1
durch B, alle Strahlen 2 durch C wund schlielich alle
Kreise 3 durch Bund C in gerade Linien abgebildet. Es kann
Abb. 75 als Verzerrung des Netzes Abb. 78 gelten.

Aus dem Additionstyp der Dreiecksnetze gewinnen wir Mul-
tiplikationstafeln durch %bergang zu logarithmischen Teilungs-
funktionen: x =log &, y =logf, z=1logy, ¢ =logC:

a- By =0l (163)

Es bedarf keines Hinweises, dafl die Funktionen z = f(&), y = g(f)
z2="h(y) den Typus

£(&) + g(B) + k() = const. | (164)

darstellen. Vorgedruckte Dreiecksnetze sind im Handel er-
schienen; innerhalb eines ausgedehnten Netzes kann stets das
zur Konstanten gehdrige Dreieck abgegrenzt werden.

§ 32. Netztafeln fiir mehr als drei Verinderliche.

Die bisherigen Entwicklungen sind im wesentlichen unter
der Voraussetzung entstanden, daB sich die Aufgabe der Dar-
stellung auf Funktionen zwischen drei Verénderlichen bezieht.
Wenn in fritheren Beispielen vier Variable auftreten, so handelt
es sich um die Uberlagerung zweier Funktionsbilder mit je drei
Verinderlichen. — Eine Verallgemeinerung des Schliissels von
Netztafeln auf » Variable ist ohne weiteres nicht moglich. Nehmen
wir die Vorstellung einer Rechenfliche zu Hilfe, so fiihrt zwar
jede Funktion zwischen vier Verinderlichen auf eine Schar von
Rechenflachen, die Projektion auf eine (oder mehrere) Tafeln
erscheint aber praktisch undurchfithrbar; ob die Verwendung
stereoskopischer Bilder nutzbringend ist, miiite erst die Praxis
erweisen.

Funktionen zwischen » Veridnderlichen kénnen nur durch Re-
duktion auf Tafeln mit je drei GroBen dargestellt werden. Es
ist dazu notig, daB die vorgelegte Funktion gewissen Bedingungen
geniigt: wenn sich

F(a,B,y,0)=0 (165)
durch die simultanen Funktionen
f((x’ ﬂ; t) =0
und Yoo —o ) (166)

10*
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ersetzen 1aBt, (die zusammen bei Elimination von ¢ also F =0
ergeben), so konnen wir in derselben Ebene (ry) eine Netztafel
f(x,8,t) =0 und eine andere g(y,0,t) =0 derart entwerfen,
daB beiden Tafeln die Hilfsschar (f) gemeinsam ist. (Schema
Abb. 79a.) Da jede Funktion zwischen drei Veridnderlichen stets
in einem rechtwinkligen Netz darstellbar ist, so kann die Be-
dingung der Aufgabe leicht erfiillt werden, wenn wir f—0 im

—_— —_—
o 7

Abb. 79a und b. Typus einer Netztafel fiir vier Verdnderliche mit
Rechenlinien (f).

Netz @, = 2;(&), y; =t und g =0 im Netz 2, = Zy(y), Yyp=1t
entwerfen (Abb. 79b; die Koordinaten x, und y, einerseits und
x, und y, anderseits werden auf dasselbe System bezogen). Als
Vorteil ergibt sich in diesem Falle, daB & und y durch dieselbe
Parallelschar abgebildet werden, wobei die Bezifferung die ein-
zelnen Verinderlichen kenntlich macht. An Stelle der Parallel-
schar (¢) 1Bt sich, etwa mittels projektiver Abbildung, leicht eine
Strahlenschar einfiihren.

Die Kurven (f) heiBen Rechenlinien, das Nomogramm
selbst wird als mehrteilige Tafel bezeichnet [Werkmeister?)].

1) Von Lacmann ist der Name ,»Maandertafel‘‘ vorgeschlagen worden.
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Es bedarf keines besonderen Hinweises, wie sich durch Benutzung
mehrerer Hilfsgroflen ¢, ¢/, ¢, ... Netztafeln aneinanderreihen
lassen und damit die Moglichkeit gegeben wird, Funktionen
zwischen 5, 6, ... Verdnderlichen darzustellen. In jedem Falle
ist die Losbarkeit der Aufgabe jedoch an die Bedingung ge-
kniipft, dafl sich die gegebene Funktion F(«x,f,7,0,¢,...)=0
durch ein simultanes System

f(Oé,ﬂ,t):-O, f(‘x’ﬂ’t) =0,

g(?’,ayt’):c’, g(y>6’t’):0;

hett) —0 % Rz —o, (167)
k@, t,t")=0

ersetzen lasse; die funktionalen Beziehungen, welche diesen Fall
herbeifiihren, sind allgemein noch nicht bekannt.

Wir beschrinken uns auf Funktionen mit vier Verdnderlichen.
Entwerfen wir die Tafeln f=0 und ¢ =0 unter den nomo-
graphischen Gesichtspunkten, die fiir Netztafeln oben entwickelt
worden sind, so gelingt es nicht immer, die Schar (¢) in beiden
Teiltafeln identisch zu wihlen. Wenn die Darstellung von f =0
und g =0 beispielsweise in geometrisch verzerrten Netzen be-
sonders einfach erfolgen oder durch geradlinige Tafeln gegeben
werden kann, wird man gewill auf den Vorteil verzichten, den die
Identitét der Scharen (f) in beiden Teilnomogrammen bewirkt.
Durch die Kurven (¢,) der Tafel f =0 und die gleichbezifferten
Linien (t,) der Tafel g = 0 wird eine Kurve [¢] bestimmt, welche
die Schnittpunkte der Kurven gleichen Parameterwertes ¢ enthalt.
(Schema Abb. 80.) Ein Wertepaar (& ) definiert eine Linie ¢,
die bis zur Kurve [f] verfolgt wird; beim Durchlaufen der zu-
gehorigen Linie ¢, gewinnen wir dann alle Wertepaare (y ), die
auf Grund von F =0 durch (xf) bestimmt sind. Die Punkte
der Leiter [¢] stellen also Wertepaare dar, und zwar 1alt
sich [t] als Doppelleiter (& ) (y 0) ansehen. Wir bezeichnen
ein Element dieser Art als Paarleiter?).

Die in Abb. 80 schematisch dargestellte Tafelform ist insofern
ausgezeichnet, als die Scharen (&) und (y) einerseits und (f)
und (Jd) anderseits zusammenfallen. Dadurch, daB die vier
Réander einer Darstellung zur Beschriftung ausgenutzt werden,
ist die Moglichkeit gegeben, die Bezifferungen der Scharen iiber-
sichtlich zu trennen. Es ist jedoch eine Forderung zu stellen:

1) (Lallemand). d’Ocagne bezeichnet jede Teiltafel als échelle binaire,
die Punkte der Leiter (¢) als points condensés. In Abb. 79 1iBt sich jede
Kurve, welche die Schar (f) schneidet, als Paarleiter [¢] ansehen.
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durch die fiir & gewihlte Schrittfolge ist der Aufbau der Schar
x; =, («) bestimmt; soll eine handliche Benutzung der Tafel
erreicht werden, so miissen die vorhandenen Geraden (&) sich der
Schrittfolge der Veranderlichen y moglichst einfiigen. Das Ent-
sprechende gilt fiir die Scharen (8) und (9).

Besonders einfache Typen ergeben sich, wenn in Abb. 80
die Scharen der Rechenlinien (#;) und (,) zusammenfallen, d. h.
wenn die Paarleiter [¢] nicht auftritt. Die Tafel f(x, £, t) = 0 sei
im Netz x, =a,(«), %, =y,(8) entworfen, die Gleichung der
Schar (t) laute ¢t = ¢ (z,y); die Darstellung von g(y,d,t) = 0 im

\

VN Y

ﬂT \ ) \ Y

7

N

Y

N Td‘

——).
v

Abb. 80. Typus einer Netztafel fiir vier Verinderliche mit Paarleiter [£].

Netz x, = 2,(y), ¥y =ys(6) werde durch die Schar = y(z,¥)
bewirkt. Beide Scharen sind identisch, wenn ¢ =1, d. h., wenn
die vorgelegte Funktion F(«, £, y, 6) = 0 in die Form

L2y (&), 91(8)] = Pl (), va(8)]] (168)

gebracht werden kann. Dies ist auBerordentlich oft der Fall.
So koénnen laufende Produkte stets in iiberlagerten Netztafeln
mit einer Schar von Rechenlinien dargestellt werden:

&% B p°. % = e (= const),
e 1

(x“.ﬂb ==
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Der Ansatz ist in mannigfacher Weise moglich und kann auf Teil-

tafeln nach Crépin, Chenevier oder Lalanne zuriickgefiihrt

werden. Als weitere Funktionsbilder kénnten a;(x) -+ v, (f)

=2(7) +42(9), (2. B. a2 =y +0), ()., (yy®
(7)) + 41(9)

= const, tg(x -+ f) = ——-"—2""— u. a. genannt werden.
’ 1—2(y) - 1(0)
Beispiel. Unter Verwendung eines Objektives der Brennweite fcm
werde ein Diapositiv (Kante d cm) auf einem b cm vom Apparat entfernten
Schirm abgebildet. Die genannten Daten stehen mit der BildgroBe scm

in der Beziehung:

€ %:;~L (169)
Als Hilfsveranderliche bietet sich die lineare Vergroferung ¢ = % dar, und
wir erhalten an Stelle der vorgelegten Funktion (169) das System

s b
§=—= — f=—=——1. 170
d b f ( )
!
Brlawertel e
50 7]
/
W 0 75
[ izl 22/ S
7
€0 30 ,, 75 0 ’ ff 5 o
#ﬂz B g 8 £ 27
7
760:
/ 6
%0
#
0 L7
730 /
720 L~ 5
rd
g"ﬂo / E / e
<
S . a;
% S0 U = ,§ /
N & - S L
§ 7| E / #
/ -
v 4 L S
S - Al Fl
.S 60 2 ”2 /3
N so ‘ iad
L1 L—
%0 — |z
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/| P *"
20 = —7
/ - %7372 77 K 8 4 6

- - 70
Liapositivgrile crme

Abb. 81. Strahlentafel fir vier Verdnderliche (Diapositiv, Bildgrobe,
Brennweite, Bildweite). Verkleinerung #/,.



Gz

152 Netztafeln.

Die praktisch gegebenen Bereiche:
§=100... 1000 cm, b=500...5000 cm,

d= 6... l4cm, f= 3... 60cm
lassen sich leicht in Teiltafeln nach Chenevier durch den Ansatz
xI:%JOOO mm.[ wzz%-500 mm,
.7/1=2't 3y o A/z:f't s
21 =y * S » 2= s5hy5 b ’

Schar: y=z-z Schar: y=2.2z — %

darstellen. Die erste Teiltafel enthalt demnach ein Strahlenbiischel (s)
mit dem O-Punkt als Triger, die zweite Teiltafel die Strahlenschar (b) mit
dem Triger (0, —4). Beriicksichtigt man, daB auf Grund der vorgeschrie-
benen Bereiche das Tafelfeld verhiltnisméBig weit vom 0-Punkt entfernt
liegt, so darf man unter Vernachlissigung des Abschnittes — 3 in aus-
reichender Naherung auch fiir die zweite Schar den O-Punkt als Tréger
wihlen. Dadurch wird der wesentliche Vorteil gewonnen, daB die Funktion
nun in einer Strahlentafel dargestellt werden kann, deren Feld nur zwei
Linienscharen enthélt (s. Abb. 81). Durch die Wahl der Zeicheneinheiten
haben wir erreicht, dafl die beiden Scharen (s) und () sich nicht iiberdecken.
Als Ablesebeispiel ist eingezeichnet: d = 8,5cm, s =5,5m, f= 18cm,
b=12m.

Zu einer praktisch bedeutsamen Tafelform gelangen wir, wenn
wir die Schar der Rechenlinien (¢) in mathematischer Hinsicht
einer Einschrinkung unterwerfen: wir wollen diejenigen Tafeln
untersuchen, bei denen die einzelnen Glieder der Schar (f) unter-
einander identisch sind. (Vgl. z. B. Abb. 79b und 81.) Wir sind
in diesem Falle in der Lage, die Schar der Rechenlinien durch
eine bewegbare Schabloné oder mittels eines durchsichtigen
Blattes zu realisieren. Zugleich wollen wir den Schliissel abindern.

Die starre Rechenlinie werde
auf ein Koordinatensystem (&, #)
bezogen, das mit ihr fest verbun-
den ist, also an ihren Bewegungen
teilnimmt (Abb. 82, gestrichelt);
wir denken die Gleichung der

@ Kurvein Parameterform gegeben:

G, 7

&

a

7{: E=E@W), n=n@. A7)
>§ Das Koordinatensystem (xy) trage
zwei iiberlagerte Teiltafeln, I fiir
die Variablen « und f (Koordi-
natenbezeichnung «,%,), und II
z, fir die Verianderlichen y und ¢

Abb. 82. Schema. Uberlagerte Netz- (Koordinatenbezeichnung wz?{z)-
tafeln mit beweglicher Rechenlinie. Die Systeme (xzy) und (£#) seien

&y
'1'7

X7

Lz



§ 32. Netztafeln fir mehr als drei Veridnderliche. 153

dquivalent und parallel gestellt, und wir wollen als Bewegungen
der Rechenlinie nur Parallelverschiebungen zulassen. Wir bringen
nun den Anfangspunkt des beweglichen Systems (&,7) mit dem
Punkt P der Tafel I zur Deckung, der das Wertepaar («, ) dar-
stellt: dann sollen die Punkte @ der Rechenlinie in der Tafel II
zugehorige Wertepaare (y, 0) bestimmen. So ist z. B. in Abb. 84
der durch eine Pfeilspitze gekennzeichnete Anfangspunkt des be-
weglichen Systems in den Punkt o = 2, § = 4 der Tafel I verlegt,
an der Rechenlinie ist in Tafel IT der Punkt y = 3, 6 = 2 hervor-
gehobeni, Wir entnehmen der Abb. 82 ohne weiteres die Bezie-
hungen x, = 2; + &, ¥, =1, + % und erhalten damit das simul-
tane System

(2, 8) — m(2f) = €0, ,
12, 8) ~ 14 (05, ) = 1) e

Die dargestellte Funktion F(x,f,y,d) =0 ergibt sich durch
Elimination von ¢ aus (172). Es zeigt sich nun, daf bei Anwendung
des typenbildenden Verfahrens sich eine aullerordentlich grofe
Mannigfaltigkeit von Funktionsbildern darbietet, indem wir ein-
mal besondere Annahmen iiber die Teiltafeln I und IT treffen, zum
anderen spezielle Rechenlinien auswahlen konnen.

Legen wir der Darstellung geometrisch verzerrte Netze zu-
grunde, so erhalten wir aus (172) im besonderen:

25(y) — 2y (a) = £(0),
y2(0) — 1 (B) = 1 (0); (173)

falls beide Netze identisch sind, d. h. z, =u=x,, ¥y, =y,, ergibt
sich der Typus

@(y) — w(x) = E(1),

y(0) — y(f) = (). (174)

Die letzte, immerhin sehr spezielle Auswahl 1afit mit Riicksicht
auf die Funktionen &(¢) und # (¢) doch noch eine Fiille von Tafel-
typen zu. Die praktische Bedeutung der Untersuchungen, die
sich an das System (174) anschliefen lassen, beruht auf einer nun
allgemeineren Verwendbarkeit vorgedruckter Funktionsnetze.
Wir wissen, daB die Dispersionspapiere vorzugsweise fiir pro-
jektive Funktionen, die doppelt logarithmischen Netze fiir Potenz-
funktionen geeignet sind; bei Einfilhrung einer beweglichen
Rechenlinie erschlieen wir den Funktionsnetzen neue Typen und
erweitern damit ihren Anwendungsbereich wesentlich.
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Als Beispiel behandeln wir das doppelt logarithmische Papier: z; = logx,
y, =logf, x,=1logy, y, =1logd, und entwickeln die Typen, die durch

Abb. 83. Mehmkes Additionskurve. Verkleinerung %/

die Mehmkesche Additionskurvel) vermittelt werden. Abb. 83 gibt ein
Bild dieser Kurve, deren Parameterdarstellung

1
t=logt, y=Ilog (1 -+ 7) (175)

lautet. Es bieten sich 8 Méglich-
keiten dar, die Kurve derart in
ein doppelt-logarithmisches Netz
einzufiigen, daB die Achsenrich-
tungen den Koordinatenlinien ()
und (y) parallel laufen. Fiir die
in Abb. 84 gewidhlte Lage, die
aus Abb. 83 durch Drehung um
90° im Sinne des Uhrzeigers her-
vorgeht, gilt:

E=log (1 —{—%) ,n=—logt, (176)

und wir erhalten:

VgL 6 1
PR ﬂ—t"l
d b F& By (177)
8
Abb. 84. Doppelt - logarithmisches Netz =22 1=o0. [
mit Additionskurve. o p
Ly _ 8 Anwendungen dieser Form sind
Typus: o —g=1. in" den Aufgaben 96 und 97 an-

1) Civilingenieur Bd. 35, S. 620. 1889. — Die fundamentale Bedeutung
dieser Kurve hat Mehmke in seinem Leitfaden z. graph. Rechnen, Leipzig
1917, ausfithrlich dargelegt. Mit Hilfe dieser Kurve hat Verf. die Ermitt-
lung empirischer Gleichungen in der Z. f Vermessungsw. Bd. 49, S. 593
bis 633. 1920 durchgefiihrt.
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gedeutet. Das Beispiel der Abbildung stellt die Wertegruppe « =2,
pf=4, y=38, d=2 dar: 3 —3—1=0.

Zu allgemeineren Typen?) gelangen wir, wenn wir

1 1 1 1
52%““4“+33% "=;”bﬂ7> (178)
setzen; wir erhalten dann das System
B =erie 3=+
o b-t i1 t (179)
O (o S}
. . t - a s t ﬂ b

und damit die Grundform:
},>m / a)n B
4 (; v
Durch den Ansatz

E=logf(), = logg (¢ (180
ergibt sich gf(), n 29 (t) )

P
Lt 7 =90,

—r(). o))

Es konnen im doppelt logarithmischen Netz daher alle Funktionen

(o) elf)-o

dargestellt werden. Damit sind auch Summen in den Darstellungs-
bereich logarithmischer Papiere einbezogen.

Es bedarf keiner besonderen Erorterung, daBl wir in jedem
Nomogramm mit beweglicher Rechenlinie sowohl den Punkt P
schon als Zwischenergebnis einer vorhergehenden Operation, als
auch eine der Teilungen, etwa 0, als Paarleiter ansehen und durch
Anfiigen weiterer Teiltafeln die Darstellung von Funktionen mit
mehr als vier Veranderlichen vornehmen kénnen; aber auch hier
muf} sich die Nomographie zur Zeit darauf beschrinken, durch
Typenbildung eine Anzahl von Funktionsbildern fiir die Praxis
vorzubereiten.

(181)

1) Bewegliche Additionskurven sind von Kretschmer vorgeschlagen
und auf anderem Wege abgeleitet worden. Kretschmer hat damit den
Gesichtspunkt in den Vordergrund gestellt, den Entwurf einer Rechentafel
auf logarithmischem Papier zu leisten; er fiigt also der Benutzung von
Grundleitern die konsequente Anwendung von (logarithmischen) Grund-
netzen hinzu; Tafeln dieser Art werden von ihm als Schiebkurvennomo-
gramme bezeichnet. Das Verfahren ist wesentlich typenbildend.
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Beim Entwurf von Tafeln im Anschlufl an den Ansatz (173)
mul} es aus praktischen Griinden vermieden werden, Netze ver-
schiedenen Aufbaues zu iiberlagern; es ist notwendig die Teil-
tafeln getrennt anzuordnen. Der dadurch bedingten, konstanten
Koordinatenverschiebung entsprechend mufl der in Abb. 84
durch einen Pfeil angedeutete Zeiger dann versetzt werden.

Wir sehen davon ab, die Diskussion unseres allgemeinen Ansatzes (172)
in extenso durchzufiihren, und iiberlassen es dem Leser, in verschiedenen
Netzen geeignete Rechenlinien auszuwiéhlen und die zugehorigen Funktions-
formen aufzustellen. Auch die Einfiihrung einer verschiebbaren und dreh-
baren Rechenlinie soll nicht behandelt werden; es lassen sich auf diese
Weise zwar neue Typen ableiten, jedoch gewinnen wir keine wesentlich
neuen Gesichtspunkte nomographischer Art. Es sei bemerkt, dafBi die
Benutzung von Rechenlinien unter Umsténden die Darstellung von Funk-
tionen zwischen drei Veranderlichen erleichtert. Wéhlen wir eine der
Verinderlichen, etwa J, aus und ersetzen sie durch eine Konstante, so wird
damit die Ablesung der dritten Variablen y in eine bestimmte Stelle der
Tafel verlegt; wir konnen auch statt 6 eine Funktion einer der vorher-
gehenden Verdnderlichen, etwa von «, einfithren; die Beriicksichtigung
eines Wertes « kann in diesem Falle zwar nur durch zweifachen Eingang
in das Tafelfeld erfolgen, es bietet sich aber dafiir die Méglichkeit dar,
in Grundnetzen auch verwickelte Funktionsbilder mit einfachsten Hilfs-
mitteln zu gewinnen?).

§ 33. Aufgaben.
Zu § 24.

77. In eine Crépinsche Tafel =« .-10mm, y = —I—Omm sind die

Linien gleichen Ablesefehlers einzuzeichnen. Welcher Fehler ist bei Pro-
dukten der GréBenordnung « =5, §=0,2 zu erwarten?
78. Genauigkeitsuntersuchung der Tafel z=o«.lmm, y=F-Imm

fir die Funktion y = J«? + §2.

Zu § 25.

79. Welche Kurven bilden sich bei der auf S. 116 angegebenen Verzer-
rung in die konzentrische Kreisschar &2+ % =2 ab? Die Hiillkurve
der Schar ist in der Grundebene zu untersuchen.

80. Die Schar der Wurfparabeln (S.115) ist durch die Verzerrung

E=ux, 5= % darzustellen.

81. Der die Tageslinge bestimmende Stundenwinkel 2¢ hangt mit
der geographischen Breite ¢ = —90°... +90° und der Deklination der
Sonne 6 = —234°... +234° zusammen: — cosd = tgd.tge. Darstel-
lung im Netz x = tgd, y = —cosd. Bezifferung der z-Teilung nach dem
Datum (vgl. Abb. 16), der y-Teilung nach Stunden. Wie zeigt die Tafel
unlésbare Aufgaben an?

1) Bewegliche Rechenlinien wurden schon frither mehrfach in Vor-
schlag gebracht, zumeist in Darstellungen mit eigentlichen Niveaulinien.
Vgl. Anmerkung auf S. 31 sowie die Angaben auf S. 41.
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Zu § 26.

82. Die auf 8. 121 behandelte Tafel ist durch Einfithrung logarithmischer
Funktionen in eine Multiplikationstafel zu verwandeln. Anderung der
Bereiche.

Zu § 28.

83. Die Funktion 2%+ &z -+ f =0 soll im AnschluB an die Abb. 71
unter der Annahme @ =1 (vgl S.131) dargestellt werden.

84. Durch projektive Abbildung soll die Abb. 70 derart umgewandelt
werden, daf sich als Hiillkurve die Hyperbel £2 — 52=1 ergibt.

85. Dieselbe Aufgabe ist an die Tafel Abb. 71 anzuschlieBen.

1 0 0
30.
86. Die Tafel Abb. 73 ist der projektiven Verzerrung (a) = [0 1 1
zu unterwerfen. Zeicheneinheit der Bildebene 200 mm. 01 3

87. Es soll die fiir eine Elementenschaltung auf S.143 angegebene
Funktion im reguliren Netz (8, y) dargestellt werden. Wie bilden sich
1. die Parallelschaltung, 2. die Reihenschaltung, 3. die Maximalschaltung ab ?

88. Die Funktion ist gemafl § 29, 148 zu reduzieren.

89, Bei orthogonaler (axonometrischer) PrOJektlon e 1€, =m:n: 1

héingen die Achsenwinkel ¢ und y von m und n wie folgt ab:
_]__.'rnZ)2 mt — (1 — n?)?
Welche Grundform 148t sich aus der Determinante § 29, 154 ableiten? In-
wiefern sind beide Funktionen in einer Tafel darstellbar? Wie kommt die
Nebenbedingung m? 4+ % >1 in der Darstellung zum Ausdruck?

90. Zur Orientierung einer schiefen Parallelprojektion werden die simul-

9 nt
coslp =

tanen Funktionen tgo = m.cosg, sinf = Tltzsimp gebraucht. Es
+ m
ist eine geradlinige Netztafel x, 8, m zu entwerfen und die Schar (¢) ein-
zuzeichnen.
91. In einer Netztafel sind die drei Flichen-Kriimmungsmafe derart
darzustellen, da8 die Umrechnung mit einer Ablesung erfolgen kann.

1 141 1)
G_RA1 — (GauB). M=— ) (R +R2 (Sophie Germain).
1 1 1 )
C=— 5 ( +R2 (Casorati).

Wie bilden sich abwickelbare Tlachen ab?

92. Welche Funktion wird durch die drei Scharen y =z-—— ]/1
22 4 y2 = B2 und y =y dargestellt? Ist die Ablesung des Ergebmsses y
als giinstig zu bezeichnen ?

Zu 31.
93. Die Zustandsgleichung der Gase pv = R T in einer logarithmischen
Dreieckstafel darzustellen.

Zu 32.
94. Zeichnung der Kurve g ==logt¢, t) = log (1 + -——)
95. Entwurf einer Tafel &% 4 2 = y + 82

6% . .
96. Darstellung aller Hyperbeln ZE — -5 =1 im doppelt-logarith-
mischen Netz. & p
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2 2
97. Im doppelt-logarithmischen Netz die Ellipsen éi + % =1 dar-

zustellen.
98. Wie lauten die 8 Typen, die sich an die Mehmkesche Additions-

kurve anschlieflen ?
99. Fiir ein einfach logarithmisches Netz ist der Typus

(L) = aya() ~ 2 8)
zu entwickeln. *
100. In einem geometrisch verzerrten Netz ist die Rechenlinie & =1,

n = %, (gleichseitige Hyperbel), zu verwenden. Typus?
101. Die Zustandsgleichung pLVé: =1 soll mittels einer beweglichen

D1V
Schar von Rechenlinien im doppelt logarithmischen Netz so entworfen
werden, dafl der Exponent n aus zwei beobachteten Zustidnden 1 und 2

gefunden werden kann.
102. Die kubische Gleichung o«® + fa? 4 yx + 3 =0 soll im Netz
2

z; = —%, Y=y — /9? (Schar der Parabeln y = —a2 + y) und =z, = «,

Yo == ——Z— (Schar der gleichseitigen Hyperbeln xz.y = —3§) unter Ver-
wendung der Rechenlinie & =1¢, # =1#* dargestellt werden.

103. Darstellung des Sinussatzes sk Silé =200
sinx  sinf  siny
104. Im doppelt-logarithmischen Netz ist die Funktion " = " 4 y»
darzustellen; es ist der Ansatz (181) mit é = &« zu benutzen.

V. Fluchtlinientafeln.
§ 34. Typen geradliniger Tafeln.

Allen Untersuchungen, die sich auf Fluchtlinientafeln be-
ziehen, legen wir ein rechtwinkliges kartesisches Koordinaten-
system zugrunde; es wird dann eine Leiter («), die wir durch den
Index 1 kennzeichnen, durch die Angabe der beiden Funktionen
2, = 27(&), y;.= ¥, (x) bestimmt; (s. § 16). Entsprechend stellen
wir Leitern fiir 5 und y durch die Funktionen z, = 2,(f), ¥, = 2 ()
und z; = 23(y), ¥5=1ys(y) dar. Demnach ist ein Punkt z,y, als
Bild einer Zahl «, ein Punkt x,y, als Bild einer Zahl § und 25y,
als Bildpunkt von y anzusehen. Der in § 8 eingefiihrte Schliissel
der Fluchtlinientafeln fordert, daB die drei Bildpunkte von
Zahlen «, f und p, die durch die Beziehung F(x, 3, y) = 0 ver-
bunden sind, auf einer Geraden liegen; es miissen also die Koordi-
naten z;...y, einer linearen Gleichung ux vy +1=0 ge-
niigen: u-x,+v-y, +1=0,

wemyt vy, +1=0,
U3 +v-y;4+1=0.
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Diese drei Gleichungen fiir # und v sind nur dann miteinander
vertraglich, wenn die Determinante des Systems verschwindet:

z oy 1
Zy Y, 1/=0.1) (182)
z3 Yy 1

Die Entwicklung nach den Elementen der ersten bzw. der zweiten
Spalte ergibt die handlichen Formen

Xy (Yo —Ys) T XY — Y1) + 231 — ¥2) =0 (183)

Y1 (g — @3) + Yo (23 — xl)ff‘ Ys (@ —25) =0 |. (184)

Hierin bedeuten die Koordinaten z; und y; Funktionen von «,
2, und y, sowie x; und y; Funktionen von £ bzw. von y. Die
Analogie zu dem Ansatz § 29, 153 wird uns weiter unten eingehend
zu beschiftigen haben.

Wir wihlen zur Auswertung des Ansatzes (182) zunichst den
typenbildenden Weg, der im Gegensatz zu den Erorterungen des
§ 30 insofern durch eine besondere Anschaulichkeit ausgezeichnet
ist, als jede spezielle Annahme einer der Funktionen z, ...y,
sich unmittelbar in Gestalt oder Lage einer der Leitern («). .. (y)
ausdriickt.

Bei Tafeln mit geradlinigen Leitern lassen sich vier Grund-
formen unterscheiden, die sich spiter (S.174) unter mathema-
tischen Gesichtspunkten auf zwei reduzieren werden:

I. drei Leitern sind parallel,

II. zwei Leitern sind parallel,

III. drei Leitern gehen durch einen Punkt,

IV. aligemeine Lage der drei Trager.

Da die Stellung der Tafel in bezug auf das Koordinatensystem
ohne Bedeutung ist, diirfen wir ohne Einschrinkung der Allgemein

1) Die Gleichung (182) ist die aus der analytischen Geometrie bekannte
Bedingung dafiir, da3 drei Punkte auf einer Geraden liegen. Mit Riicksicht
auf die grundlegende Bedeutung von (182) geben wir kurz eine andere
Ableitung. Durch zwei Punkte 2,7, und =2,y, wird die Gerade

Y — Y = %—ﬂl (x — ;) bestimmt. Soll z3y; auf dieser Geraden

P Yo —

1
liegen, so milB also die Gleichung y3 — 4, = %, (23 — ;) bestehen,

2 1
die sich nach Zusammenfassung gleichlautender Glieder in die Form
21 (Yy — Ys) + X5 (Y5 — Y1) + 23 (yy — o) = O iiberfithren 1aBt. Hieraus
folgt unmittelbar (184).
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giiltigkeit einen Tréger mit einer der Achsen zusammenfallen
lassen. Wir verlegen im folgenden die Leiter () in die y-Achse:
2, =0.

I. Auf Grund der Annahme x; = 0 erhalten wir Tafeln mit
drei parallelen Triagern durch den Ansatz z, =a, .(= const),
Zy = a4 (== const), (a, + a;); aus (184) folgt demnach unmittelbar:

Y1(@a — @3) + Ys+ A3 — Y+ 2y = 0; (185)
wir gewinnen die Grundform
(@) + F2(B) + fsn =0, (186)
. l
wenn wir =0, ?/1—’(;2“_‘"00;']‘1(0‘),
l
Ty=ag-m, Yp=—"[(f), (187)
as
l
T3 = Qz-Mm, y3=”‘a_'f3(7)
2

setzen. Die Verdnderung der Zeicheneinheiten m und ! wirkt sich
lediglich in speziellen affinen Verzerrungen aus; sehen wir diese
Tafeln nicht als verschieden an und beriicksichtigen wir, dafl nur
das Verhiltnis a,:a; in die Formel (185) eingeht, so vermittelt
der Ansatz (187) oo' verschiedene Darstellungen der vor-
gelegten Funktion (186) auf parallelen Trigern. Es handelt sich
darum, aus dieser Mannigfaltigkeit eine unter nomographischen
Gesichtspunkten giinstige Tafelform zu ermitteln. Wir miissen

!

N\

a b c

Abb. 85. a) Falsch (schlechte Ausnutzung der Teilungslingen). b) Falsch
(ungiinstige Schnittverhiltnisse). ¢) Richtig.
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erstens vermeiden, dal} eine der Leitern in unhandlicher Zeichen-
einheit entworfen werden miiBte, und zweitens beachten, daf die
gegebenen Bereiche in hinreichender Genauigkeit zur Geltung
kommen. Um unseren Tafeln auch rein duBerlich eine gefillige
Form zu geben, wollen wir fordern, da8 die Teilungsliingen, falls
nicht besondere Griinde entgegenstehen, nach Moglichkeit gleiche
GréBe haben; wir erreichen giinstige Schnittverhaltnisse, wenn
die Leiteranordnung der Gestalt gleichschenkliger Trapeze nahe-
kommt (Abb. 85). Derjenigen Verdnderlichen, die zumeist als
Ergebnis auftritt, ordnen wir den mittleren Tréger zu.

Beispiel. Die Zeicheneinheit E (regx) hingt mit der Teilungslinge 4
und dem Bereich B =|a, — o | zusammen: B-E =A4. (S.4). Als Be-

reiche schreiben wir vor B=1...10...100 ... 1000, 4 = 50 ... 400.
Die logarithmische Form logk 4 log B — log 4 = 0 weist auf den Ansatz

=0, h= logE,

ay — Qg

Ly =g+ M, yzzt-ll«-logB,
3

Xy =ag-m, y3=+%-log4.

Da der Bereich log B etwa dreimal so grof ist wie der Bereich log4,
erzielen wir durch die Wahl a, = }, a3 = — 1 annihernd gleiche Teilungs-
langen. Da a; — a3 = § ist, ergibt sich also der Ansatz (I = 100 mm):
=34l.logk, A
" 1o§E, oo
yo=—1-logB, 400
= 100 -log B,
y3=+3-1-logd, 700 |-
= 300 - IOgA . S0K-—t — e
(Abb. 86.) Dieser Ansatz ist §r £
¥

270 oy

5

zundchst noch unbrauchbarl);
unter Festhaltung der Tei- my+
lung A verschieben wir die Tei-
lung B nach oben. Betrigt die
Verschiebung (300 -+ 510) mm,
so liegen die praktisch ge-
gebenen ,,Anfangs“-Punkte 50 {211
und 1000 auf einer Horizon-

570,

JO0rnur. = 300/
N

.
i
|
1
i
|
I
i
I
1
i
]
H
1
|
I
‘ N
S
h

oy
300 rrure

1) Es sei ausdriicklich be- 2

Y700

17000

merkt, daBl die Abb. 86 ledig- J

lich als Skizze entworfen zu

werden braucht; es ist hier nur 00
aus methodischen Griinden eine

weitergehende  Beschriftung Abb. 86. Schema. Anordnung der
vorgenommen worden. Teilungslingen.

Schwerdt, Nomographie. 11

yol
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talen; da die Teilungslinge von B die von A tiibertrifft, nehmen wir die
Verschiebung nur um 800 mm vor. Dadurch wird der Punkt £ =1 um
den Betrag Z nach oben verlegt: Z:800 =3:4, Z = 600. Auf der hori-
zontalen Bezugslinie (600 mm fiber der gedachten z-Achse) liegen also
die Punkte 4 =100, £ =1, B=100. — Ein anderes, einfacheres Ver-
fahren, die Teilungen anzuordnen, besteht darin, dafl man durch numerische
Nebenrechnung ein Wertetripel «, £,y (ein Beispiel) ermittelt und die
drei zugehorigen Bildpunkte auf eine giinstig liegende Ablesegerade ver-
legt. Bei Berechnung einer Bezugslinie ist es jedoch leichter, die Gestal-
tung der Tafel vorher zu iiberschauen, und es 1aBt sich durch eine
knappe Zeichenvorschrift die praktische Ausfilhrung eines Nomogramms
einem Zeichner iibertragen, wihrend die Beschreibung einer (zumeist
schrigliegenden) zum Beispiel gehorenden Ablesegeraden nicht immer in ein-
fachster Form gegeben werden kann. Die Tafel ist im Anhang II dar-
gestellt. (Vgl. S. 38.)

Handelt es sich allgemein um die Funktion
F(x,,p)=a% -y —d=0, (188)
so 1aBt sich nach Logarithmierung

a-loga 4+ b-logf + c-logy —logd =0

der Ansatz:
2, =0, yl:l'd;iaslog“_az—aglogd’
b
Ty = ay - m, y2=l-a—log/3, (189)
3
¢
Xy == Qg M, y3=—l-a—210g7

wihlen. Bei der Ermittlung der Zeicheneinheiten kann auch
hier die Forderung erfiillt werden, dafl die Teilungsldngen der
Leitern (f) und (y) anndhernd iibereinstimmen. Wenn sich der
Bereich § von f; ... 8, erstreckt, der Bereich y von y; ... y,,
8o ergibt sich

Yo

¢-log =

A
%l leghe

P

Fir a, und a4 sind Naherungswerte zu wahlen, damit [ - ai und
3
l-ai moglichst handliche Einheiten ergeben; die Vorzeichen
2
werden so bestimmt, daB die Ergebnisleiter («) zwischen den
anderen Leitern liegt.
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Tafeln mit reduzierten Zeicheneinheiten. Setzen wir @y = —c,
a3 = +b, so erscheinen die Leitern () und (y) in derselben Zeichen-
einheit [ und entwickeln sich in derselben Richtung. Fiir (x) ergibt sich
dann die Zeicheneinheit — 1. rj—c ; das auf S.17 erwihnte Verfahren

gestattet nun, auch die Leiter (x) auf dieselbe Zeicheneinheit -1 zu redu-
zieren (Abb. 87), indem wir sie von einem Projektionszentrum P aus auf
einen parallelen Triager 4 projizieren. Die Abszissen ¢ und p des neuen
Triagers 4 und des Zentrums P geniigen der Bedingung

(<1 5i) ro=p:0 -0

14 Y e o
“l 1% |t 1| 1K
(2) 1) 13)|. (4)
Z/mi/::
/,// e -

(8)

2 X
277 7R
3
7
v
Abb. 87. Tafel mit reduzierten Zeicheneinheiten. (Entwurf im einfachen
Funktionsnetz).

die Auflésung ergibt p =a-n, ¢ = (a + b + ¢) + n; hierin kann die Ein-
heit n unabhingig von m gewihlt werden. Die Funktion (188) ist also
stets durch Leitern derselben Zeicheneinheit  mm darstellbar. Wir machen
von diesem KErgebnis eine Anwendung, indem wir die Fluchtlinientafel
auf vorgedrucktem einfach -logarithmischen Papier mit logarithmischer
Ordinate entwerfen. Die Triger 2, 3 und 4 sind dann sofort mit den
logarithmischen Teilungen gleicher Zeicheneinheit versehen, wobei als
Besonderheit hinzukommt, da8 die genannten drei Leitern auf der hori-
zontalen Bezugslinie, etwa der z-Achse, mit Zehnerpotenzen ansetzen.
Dadurch wird fiir das Zentrum P eine bestimmte Ordinate r festgelegt.
Wir ermitteln P auf folgendem Wege: Wir setzen fiir # und y je die kleinste
Zehnerpotenz B und C, die dem Bereich # und y moglichst naheliegt, in
die Funktion (188) ein und berechnen den zugehérigen Wert o = A.
(Methode des Beispieles.) Auf Grund des Schliissels mu8 der Bildpunkt
auf der unterdriickten Teilung 7 im O-Punkt liegen. Wir suchen auf

11*
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der ausgefiihrten Leiter 4 den Bildpunkt @ der Ergebniszahl 4 und
finden somit P auf der Geraden 0. Dieses Verfahren eignet sich in den
Fallen, in denen die Konstante d mehrere (diskrete) Werte in beschriankter
Anzahl annimmt, etwa wenn sie eine Materialkonstante bedeutet und die
Darstellung sich nur auf einige Materialien bezieht. Eine GréBe dieser Art
nennen wir Begleitwert. Da die Abszisse ¢ der Leiter 4 nur von a,
b und ¢ abhingt, kénnen mehrere Werte d auf dem bleibenden Leiter-
system 2, 3 und 4 durch Einfiihrung neuer Punkte P Darstellung finden;
die auf der Geraden x = p liegenden Punkte P werden unmittelbar nach
der Stoffbezeichnung o. dgl. beziffert. Der Triger I, dessen Teilung
unberiicksichtigt bleibt, heilt Zapfenlinie. Wir kénnen den Schliissel
fiir Tafeln dieser Art dahin formulieren: Die beiden Bildpunkte & und »
legen eine Ablesegerade fest, die den Zapfenpunkt Z auf I bestimmt;
die Gerade ZP liefert auf 4 den Bildpunkt des Ergebnisses «. Es bedarf
keiner ausfithrlichen Darstellung, daB sich das vorliegende Verfahren auf
alle anderen Funktionspapiere sinngema8 iibertragen liBt. (Siehe Auf-
gabe 106.)

Fiir den Typus der doppelt-logarithmischen Papiere hat Kretschmer?)
die vereinfachte Konstruktion von Leitertafeln in anderer Weise entwickelt,
indem er die Ergebnisleiter 4 in die horizontale Achse verlegt. Er er-
reicht die Reduktion der Zeicheneinheit —1. b—%a auf die Grundeinheit
+1 durch Einfithrung einer schrigen Zapfenlinie g unter dem Winkel ¢

4 7

all 2z 1
(2) 7)

'lb%c{

A

(8)

[24
g (%)
Abb. 88. Tafel mit reduzierten Zeicheneinheiten. (Entwurf im doppelten
Funktionsnetz. Verfahren von Kretschmer).

(Abb. 88). Der Kretschmersche Schliissel lautet wie folgt: Die Bild-
punkte 8 und y bestimmen den Zapfenpunkt Z; die durch Z gehende Hori-
zontale wird bis g verfolgt, Zapfenpunkt Z’, die Vertikale durch Z’ liefert
auf der (horizontalen) Leiter 4 das Ergebnis «. Man erkennt leicht,

dafl der Anstieg der Geraden g durch tge = — bestimmt ist. Der

L
b+e
1) Werft Reederei Hafen Bd. 4, S. 35. 1923. Kretschmer geht dort

von der Normalform o®- g% = (—2—) aus.
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Punkt @, in dem die schrige Zapfenlinie ansetzt, wird nach der Methode
des Beispiels ermittelt. Es mégen B und C dieselbe Bedeutung haben wie
oben; dann ist ¢ auf der ausgefithrten Teilung 4 der Bildpunkt der zu
B und C gehérigen Zahl & = A.

Die beiden angefiihrten Verfahren geben zwar die Méglichkeit, mit
geringstem Aufwand an Zeichenarbeit rasch eine Leitertafel zu entwerfen;
bei ihrer Anwendung diirfen jedoch einige Schwichen nicht unbeachtet
bleiben. Die Bereiche werden auf den festen Grundleitern (! = 100 mm)
nicht immer in befriedigender Teilungslinge dargestellt, ungiinstige Schnitt-
verhiltnisse miissen bisweilen hingenommen werden?), schlieBlich bringt
die Operation, die nach Ermittlung des Zapfenpunktes Z vorzunehmen ist,
bei der Benutzung einer Tafel gewisse Unbequemlichkeiten (vgl. d. SchluB-
wort). Da logarithmische Leitern in allen vorkommenden Zeichenein-
heiten im Handel bezogen werden konnen, wird man fiir Gebrauchs-
nomogramme Tafeln mit giinstig berechneten Zeicheneinheiten vorziehen;
die Form mit reduzierten Zeicheneinheiten eignet sich fiir Hilfstafeln.

II. Die Tafeln mit zwei parallelen Tragern kénnen wir im
Koordinatensystem stets durch den Ansatz orientieren:

v =0, ¥y(x);
Ty =0, Ys(f); (190)
x3(?/)’ ?/3(7), Ys=10¢"23.

Die Gleichung (182) geht dann in die besondere Form iiber:

Yr°(@—23) + Yy 23 —a-c-z3=0,

yl.(ﬂ_l)ﬂyrac):o.

)

Wir erhalten demnach die Grundform:

| 4@ Is() + fa(B) =0, s

wenn wir
Y (&) =1-fi(x),

yz(ﬁ)za-c+l-m-f2(ﬁ), (192)
. &
z3(y) = mm

setzen. Bei der Anordnung der Tréiger ist darauf zu achten, daB
die GroBe, die zumeist als Ergebnis auftritt, der ,,mittleren‘
Leiter zugeordnet wird.

1) Z. B. Bereiche: #=1...3, y=3...10. Beachte die Anordnung
der Teilungslingen auf Leiter 2 und 3. Die auf S. 67 entwickelte Ver-
zifferung einer der beiden Leitern gestaltet die Anordnung giinstiger.
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B

Beispiel y= g
Wir wahlen die allgemeine Form oa"-y* — f* =0 (vgl §25) und
lie Einheiten I =100, m =1, a =100, ¢=1.
2 =0, y, = 100 - ™,
2y = 100, y, = 100 — 100 - g,

.
3= 11 7 =Ys.
7— _
4 G505
] [,/
49
] o9
08— 7 B
0,9
497
g6— 7
g5 5
2 L7

>
&

Abb. 89. Schema. y = ' Entwurf abhéingig von 7.
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Die Leitern (x) und (f) sind kongruent und reine Potenzleitern (bei n =1
also beide regulir); die Leiter (y) kann stets durch Projektion in sich ge-
funden werden. Es ist hier die Moglichkeit gegeben, die besonderen Vorziige
der Potenzleitern, die wir in § 12 erértert haben, auszuwerten: wir kénnen
die Leitertafel iiber einen groBen Bereich & und § erstrecken und dabei
doch je einen Teilbereich besonders hervortreten lassen. Die Leiter (y)

1\ ! / 1
1oy ! / ]
0} \‘Fl&-u ) ! ¢ T L 1 1 1 Z? % 5l=4
| - \ 1 /
| \ | // 1
ooy ! / I
| \\ | / 1
| \ | /
1 \ i /
| \ | //
| ' ! RPN
\ 7 %
0:‘13 1 @:j ] ) ! IS R S | I’y [ .Y OQTZFZ
/
| AN : / VA
P\ AN ' /2 o |
5 Ve
gl \9[7\ ) I \@5| L 7|' 7’/[./ | L1 ?-// 710 510io°77,=7
~ AN . “" sp 00
L 9p7 ~~.97 S A T 20 A A i s
I =<2 S~ VS =7 ! a2
! D |
0 ///*\\\5\ 07 gpr 10
- ~—
oo R A Pt o, 1 N ~-T f Von=-1
oo 0 5_-"" 2 /7 1 NS TS~.gr o ‘
~
oo ] | el 1 \/ L NT Lo | 72=-7
i / ' N N |I
Ve / ! \ AN
/ / ! AN \\ !
| \ 10
<o //n ] % 7’;}5/1 [ 71 ! ! I | \{’5 ] L \‘Il n=-2
/ / ! AN I
/ I \ -
o I \ !
/ 1 \ |
/ ! \ ]
/ | \ |
/ | \ |
/ ) \\ :
/ 7 5
o % 7"; [ ) 1 | 1 ) ] | \?’ Io n=-4
/ I ‘\ |
1 / I v

Abb. 90. Zu Abb. 89. Aufbau der Leiter (y), abhingig von =.

enthilt stets simtliche Zahlen y = 0. . . 0co; fiir n << 0 werden alle Zahlen
« und § > 1 auf der Teilungslinge y == 0. .. 100, fiir n > 0 alle Zahlen
o und B < 1 auf derselben Teilungslinge dargestellt. Abb. 89 gibt einige
Tafelformen fiir verschiedene Exponenten schematisch wieder. Der Aufbau
der kongruenten Leitern (&) und (#) kann aus Abb. 29 entnommen werden;
fiir (y) zeigt Abb. 99 die Anordnung der Bildpunkte.

Beispiel. In eine vorhandene Leitertafel vom Typus der
in Abb. 24 dargestellten soll eine Leiter () derart eingefiigt wer-
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den, daBl y = &9 ist. Der Abstand a der Triger («) und (y) sowie
die Zeicheneinheiten E(loga) =1, E(logy) == 4l liegen fest. —
Aus y = o® folgt d-logax —logy =0, es bietet sich demnach
der Ansatz dar:

2, =0, y,=1-loga,
Ty =a, Yyo=ac—1l-m-logy, (193)
U __ac
2T 14 md’ y3ﬂ1—|—m5'
Die Daten der Aufgabe erfordern m = — %; mit Riicksicht dar-

auf, daBl die logarithmische Leiter sich nach ganzen Vielfachen
N der Zeicheneinheit repro-
y; duziert, wiahlen wir

o 7 l
1 ac=k‘-§,(k=il,2,3...).
Es werde in Abb. 91 der

05 °§ Ansatz a-c = L durch-
4 7 gefiihrt: 2
’ Yy l + / log
= — — Vs
5 P20 2
L
B=a s “Tag

1 9% Die Verschiebung der Leiter

l

Abb.91. y = &°. Bei Benutzung der Leiter &; (2) um den Betrag -}-—
(bzw. 8,) ergibt die Tafel 10%y (bzw. 10~27). 2
bewirkt, daB die vorhan-

denen Leiterpunkte 1,...10, ...100 nun den Werten
y =01...1...10 zugeordnet sind; (Verzifferung). Es ist
méglich, die Leiter (d) rechnerisch oder aus drei bekannten
%; 0=2, y =o00; d =00, y=0 projektiv
zu entwerfen. Der Bereich der Darstellung kann dadurch er-
weitert werden, dafB3 mehrere Leitern (0) mit k= —1, 41,4 3...
entworfen werden; da x, von k unabhingig ist, ergibt sich dabei
fir die Konstruktion eine wesentliche Erleichterung. Die Be-
deutung der Bildpunkte (y) bei Verwendung der einzelnen Lei-
tern (6) kann in mannigfacher Weise gekennzeichnet werden.
In Abb. 91 sind bei Benutzung der Leiter J, die Werte y mit
10-2 bei d, mit 10+2 zu multiplizieren.

Punkten 6 =0, y=
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Wesentlich fiir die vorliegende Form von Produkttafeln ist
der Umstand, daB einer der Faktoren und das Produkt in regel-
miBiger Teilung oder reiner Potenzleiter erscheinen. Diese Eigen-
schaft wird sich spater bei Uberlagerung von Tafeln verschiedener
Grundform als besonders wertvoll erweisen.

III. Die Orientierung der Tafeln mit drei durch einen Punkt
gehenden Tragern nehmen wir derart vor, dall wir den Schnitt-
punkt in den O-Punkt und die Leiter (1) in die z-Achse ver-

legen:
@, (), =0,

%y (), Y2 =Ca Ty, (194)
z3(7), Y3 = C3 * T3. (o + ¢3.)
Die besondere Form der Gleichung (182)
Cay (X — ;) + €325 (0 — @) =0
ergibt nach Division durch z,x,x,
GG + a3 _ Lo =0
Ty Ty 2

und damit die Grundform

1 1 1 .
ORI (19%)
wenn wir x, = (¢, — ¢3) - [1(%), @y =c3-f3(f), xz3=—cyf3()

setzen.

Es mag zuerst scheinen, als ob die Form (195) von der frither abge-
leiteten (186) sachlich nicht verschieden sei, da ja die Funktion (195) auch
auf parallelen Tragern gemifl (186) dargestellt werden kann und auch
die Analogie des Ansatzes klar hervortritt. Wahrend aber eine Tafel mit

parallelen Leitern die reziproken Funktionen 1 tragen muB, enthilt die Dar-

stellung (195) die Funktionen f selbst. Unmittelbar ist dieser Vorzug
1

augenscheinlich, wenn es sich etwa um die Funktion " -+ - = — handelt;

b
sie kann allein mit reguléren Teilungen dargestellt werden. (Vgl. hierzu
S. 35.)

Bei der Herstellung regelméfiger Leitern ist es zumeist vor-
teilhaft, statt der Koordinaten z, oder g, unmittelbar auch die
Teilungsstrecken z, vom 0-Punkt aus zu benutzen. Aus elementar-

geometrischer Beziehung folgt sofort z=}a2 + 42 =712 2.
Eine vielfach verwendete Tafelform benutzt den symmetrischen
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Ansatz ¢; = —¢,. Die Leitern (f) und (y) werden in diesem Falle
in gleichen Zeicheneinheiten entworfen.

Beispiel __a-b 1

T a4 b’ ‘

Bereiche @ =10...100, b=1...150. S

Die Form 1 -+ -2— 1 =0 weist auf W
den Ansatz P .

73 =0, zp=(2) =1:(cg —¢5) -, 5 )

W

Yo = Ca %2, zg=1-Y14+c3-¢c3-0,

Yy = C3 %3 zg=1-Y14c2-cy-p.

L O VU

| ]
90 700

-b
Abb. 92, p= ai—ﬁ' Verkleinerung /5.

Wir wihlen ¢, = 1 und nehmen eine Teilung des Bereiches b in die Teilbereiche
B=1...10 und b =10 ... 150 vor. Fir den zweiten Bereich schreiben
wir cz—c3 ]/1—|—62-c3, fir den ersten ¢, — ¢y = V14 c3-cy
vor; dann kénnen beide Teilbereiche b in einfacher Verzifferung iiberlagert

werden. Im ersten Falle ergibt sich c, = BL]/? , im anderen ¢, =}2 — 1.
+
Die Zeicheneinheiten von a¢ und b sind fiir den Bereich b =10 ... 100

1y, Vgl. hierzu die Zahlentafel von Wanach, B.: Versffentl. d. preuB
geod. Inst. N. F. Bd. 46, 1910, Potsdam (Lelpz1g 1910).
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untereinander gleich, im iibrigen jedoch frei wihlbar; die Zeicheneinheit
fir p auf den beiden Leitern (3) wird zweckma8ig nach der Methode des
Beispiels ermittelt (Abb. 92).

IV. Tafeln der allgemeinen Form wollen wir an spaterer Stelle
aus der Grundform II. ableiten. Wir beschrinken uns darauf,
den Ansatz _

T = 0 v (0‘) ’

(), Ya= %,
x3(y), Y3 =Ca%3+ bs
anzugeben, der die Gleichung (182) in die folgende iiberfiihrt,
Y- %3
(ca—c5) a5+ 1y — by’

Ty =

mithin eine Grundform

_ h(®) )
R) = () + 4 1,0) + B

vermittelt. Fiir by =0 geht sie in die behandelte Tafel III, fiir
¢, = ¢4 in die Tafelform IT iber?).

§ 35. Projektive Verzerrungen von Fluchtlinientafeln.

Die Besonderheit der projektiven Abbildung, alle Geraden
der Grundebene wieder in gerade Linien der Bildebene iiberzu-
fithren, sichert die Erhaltung des Schliissels von Fluchtlinien-
tafeln, und es erweist sich daher als vorteilhaft, sie planmaBig
zur Untersuchung von Leitertafeln heranzuziehen. Unterwerfen
wir eine der geradlinigen Tafeln (§ 34) einer projektiven Ver-
zerrung, so bleiben die Trager der Leitern geradlinig, wir erhalten
also stets wieder eine Tafel der Formen I bis IV.

Unter diesem Gesichtspunkt tritt die Verwandtschaft zwischen
den Tafeln I und IIT klar hervor. Der in I uneigentliche Schnitt-
punkt der drei Trager (x =0, y—>oo), wird durch projektive
Verzerrung der Ebene in einen eigentlichen Punkt abgebildet:
es ergibt sich aus I die Tafelform ITI. Wir denken die Tafel mit
drei parallelen Tragern in der Grundebene (x, %), ihr projektives
Bild in der Ebene (&, n), und nehmen die Verzerrung derart vor,
daBl der Trager (I) 2, =0, y; =y («), d. h. u —>o0, v, =0,
in die &-Achse iibergeht: & = & (%), 7, =0,d. h. U; =0, V, >0,
und dafl der uneigentliche Punkt x =0, y—>oo sich in den

1) Die Form IV 148t sich elementar mit Hilfe des Transversalensatzes
von Menelaus behandeln. Tafeln dieser Art werden daher bisweilen
Menelaustafeln genannt.
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0-Punkt & =0, n =0 abbildet. Alle Verzerrungen, welche diesen
Bedingungen geniigen, haben die Form:
a0 ags

(@)={an O 0o }. 9 (196)
@3 (32 Ggg

Demnach gestaltet sich die Zuordnung der Tafeln in Grund- und Bild-
ebene wie folgt:

Grundebene: Bildebene:
Leiter (1): Trager: z, =0, Trager: #, = 0,
Teilung: 4, = y,(x). Teilung: & — —— %8
g: Y = Y1 (x) g: S1 g3~ Y1 (&) & g
Gy + @
Leiter (2)u.(3): Triager: z=a, Trager: n = —2 "~ . g,
(2)u.(3): Trag g L
. . ap a4 a,
Teilung: . Teilung: & = u .
8 & (@510 + agy) + azy
oy - @
oder = — 2" 7
7 (@510 + @g3) + azy

Der Ansatz ist in dieser Gestalt erheblich allgemeiner, als er auf S. 169 an-
gegeben werden kann. Da die Form (196) fiinf wesentliche Parameter ent-
halt, weist die Darstellung eine hohe Schmiegsamkeit auf. Ergebnis: Die
Tafelform mit drei durch einen Punkt gehenden Trigern stellt die Funk-

1 1 1
tionen -——— + -~ — 4+ ——— =0 durch projektive Leitern dar. Der auf
& TR T RO pros

S. 169 gefundene Ansatz beruht auf der besonderen Wahl a5 =0,

a; 0 a
33 =0: (@)=|ay; 0 0 | und fithrt auf regulire Teilungen.
0 az O

Wir erkennen sofort, daB die Tafelform IV aus der Tafel 11
mit zwei parallelen Tragern hervorgeht, dadurch, daB etwa mit
Invarianz des O-Punktes der uneigentliche Schnittpunkt der
beiden Trager sich in einen eigentlichen Punkt abbildet. Dieses
Ergebnis ist insofern von nomographischer Bedeutung, als es die
Grundform der durch IV dargestellten Funktionen erkennen
laBt. Der auf S.171 gewonnene Ansatz gestattet nicht ohne
weiteres, die Produktform der Funktion F(x,f, y) =0 abzu-
leiten, wenigstens konnen dahin zielende Umformungen kaum als
planmiBig bezeichnet werden. — Die Tafel IT liege in der Grund-
ebene (ry), die wir derart verzerren, dafi (unter Erhaltung des
0-Punktes) die Trager (1) und (3) invariant bleiben; z =0 soll

1) Vgl hierzu § 21.
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also £ =0, % = ¢ den Wert % == ¢ bewirken. Ks a3t sich leicht

ableiten, daB3 jede Verzerrung dieser Art die Form

1 0 0 as3; 0 —ay
@=( 01 0 |, M) ={ 0 ay —as, (197)
A3y Q39 (33 0 0 1

hat. Wir beziehen uns auf den in § 34 (192) gegebenen Ansatz
und fithren die Abbildung durch:

Funktion: f,(&) f5(7) + fa() = 0.

Grundebene: Bildebene:
Leiter (1).
Trager: z; =0, Trager: & =0,
Teilung: y;, = f, (&). Teilung: #, = h®)

Ugp° 1 (%) + gy
Leiter (2).

Trager: z,=a,
1 (s + g, 000
" 31
(uzz—;, vy==0]. Trager:Uzz——§-37~, Vo= —ay,,

daher Gleichung U, &+ Vyn+1=0:

Gyt aye ¥ 1
Ne= — "~ St —.
Azs° Q@ A3e

a

Teilung: y, = ac + fy(8). Teilung: &, = Ao fo(B) + [@g0a € + gy 0+ agg)

Leiter (3).
Triger: ¥y, = ¢ ;. Triger: 53 = ¢+ &.

Teilung: x; = Teilung: &; = a

a
1+ f3(n)° Ay fa(y) F Az ac+az a+ag)
Bei der Herstellung einer Tafel geht man zweckméaBig vom Bildtrager
(2) aus, dem man zunichst eine giinstige Lage gibt. Wir wihlen als ein-
faches Beispiel ¢=1 wund ¢=1 und konstruieren die Verzerrung:

1 00
(a):( 0 1 0).
-1 1 3
. __2-h(x)
51:0’ = 2.]c1(0‘)_|_1'
2
AR N ACES
2

s = &33 fszw-
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In Abb. 93 ist das Beispiel f=oay, (=0, fo=—F8 fs=17) be-
handelt. Es ist an fritheren Stellen ausfiihrlich dargelegt worden, in welcher
Weise die projektiven Leitern aus reguliren Teilungen des Netzes (&, 7)
gewonnen werden; nach Kon-
struktion einer Leiter finden
wir die anderen durch Projek-
tion in sich. Die Eigentiimlich-
keit projektiver Teilungen, auch
v negative Argumente darzustel-
len, kann in projektiven Tafeln
ausgenutzt werden; das Bei-
spiel 3=1,5-2 ist an zwei
Stellen der Tafel eingezeichnet.

Die geradlinigen Leiter-
tafeln lassen mithin zwei
Typen hervortreten, die
Multiplikationsform, wenn

(Zihert) d die Tréager drei verschie-

A dene Schnittpunkte haben,

% die Additionsform, wenn
42 diese drei Punkte zusam-

Abb. 93. Allgemeine geradlinige Leiter- menfallené dabei ].iann je-
tafel (Menelaustafel). desmal ein Schnittpunkt

Beispiel: § = &« - y. Verkleinerung %/4,. uneigentlich werden.

Eine in der Grundebene durch den Ansatz

z oy 1
Ty Yy 1/=0 (198)
3 Yy 1

gegebene Fluchtlinientafel geht bei projektiver Abbildung all-
gemein in die Tafel
A%y + QpplYy + Gyg Aoy &y - Aoy + Gy 1
£ o 1 U1 @y + Qo8 + g3 gy + AgoYy + g5

1
£ o, 1| = A%y + QY + iz BTy + Goa¥p + oy 1l=0
£ 7, 1 U1 Tp + AgpYp + Ay’ Uy Tp + AgoYs + g5
3 Q%3+ Qpp¥s + Gy Ao T5 4 Agp¥Y3 + gy
U1 @3+ AgpYs + Az’ gy X3 4 Age¥Ys + gy
iber. In dieser Determinante lassen sich leicht die Nenner be-
seitigen, und wir erhalten auf Grund des Multiplikationssatzes der
Determinanten:

& m 1 oy 1 ]“11 Gz O3
S 2 li=|m 9y 1 Uy Gpp Gy | . (199)

& m3 1 %3 Ys 1| |ay  ag aas[
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(Vgl. hierzu § 29, 157.) Diese Beziehung gilt allgemein, welche An-
nahmen wir auch iiber die Funktionen z; ... y; treffen mogen:
durch Multiplikation mit einer beliebigen, nicht verschwindenden
Determinante konnen aus einer speziellen Leitertafel oo® projek-
tive Bilder gewonnen werden.

Es soll in diesem Zusammenhang eine praktische Frage erortert werden.
Man hat vielfach die Befiirchtung geduflert, Lichtpausen von Fluchtlinien-
tafeln kénnten durch die beim Wissern der Kopien und beim Trocknen ent-
stehenden Verzerrungen des Papiers unzuverlassig werden. Bei sorgfaltiger
Behandlung der Abziige lassen sich Verbeulungen des Papiers stets ver-
meiden. Selbst wenn die Veréinderungen des Schichttragers in erster Néhe-
rung durch projektive Verzerrungen dargestellt werden miifiten, wire die
Zuverliassigkeit einer Pause gesichert. Versuche haben aber gezeigt, daB
die Schwindungen innerhalb der Schwelle s durch ganze lineare Funk-
tionen ausdruckbar, also affiner Natur sind. Es ist bekannt, in welcher
Weise eine Pause nach der Trocknung gedehnt werden kann. Die Versuche,
die sich auf verschiedene Papiersorten erstreckt haben, -wurden mit un-
gedehnten und gedehnten Streifen und Quadraten vorgenommen; sie haben
im wesentlichen zu folgenden Ergebnissen gefiihrt: 1. Die durchschnitt-
liche Schwindung eines ungedehnten Streifens betrigt 0,8 %, 2. Die Schwin-
dung steht in keiner merklichen Abhingigkeit von der Streifenbreite.
3. Streifen, deren Léngsrichtung senkrecht zur Rollenachse liegt, sind bei
geringer Breite zuverlassiger als Streifen parallel zur Rollenachse. 4. In
Richtung parallel zur Achse der Papierrolle laBt sich das Papier durch
Dehnen auf die Originalmasse strecken, wahrend in Richtung senkrecht
zur Achse beim Dehnungsversuch ein abermaliger Schwund von etwa 0,29,
eintritt. Innerhalb hinreichender Genauigkeitsgrenzen ist in Lichtpausen
der lineare Verlauf der Verzerrungen und damit die Giiltigkeit des Schliissels
von Fluchtlinientafeln gesichert; ob es sich dabei um einfachste oder um
itberlagerte Tafeln handelt, ist daher ohne EinfluB.

§ 36. Tafeln mit zwei geradlinigen Trigern.

Auch bei Herstellung von allgemeineren Fluchtlinientafeln mit
krummlinigen Trigern erweist sich das typenbildende Verfahren
als vorteilhaft. Wir wollen zunschst Tafelformen mit zwei geraden
Leitern und einer krummlinigen Teilung suchen. Durch projektive
Verzerrung ist es stets moglich, die beiden geraden Trager in eine
besondere Lage iiberzufiihren, ohne daB dabei eine Anderung des
dargestellten Funktionstypes eintritt.

Fiir parallele Trager bietet sich der einfache Ansatz dar: z; =0,
x, = 1; die Schliisselgleichung (§ 34, 182) geht dann in die be-
sondere  Form {iiber: 4

Ys— Y + 23 (¥ — y2) =0,

Y

?/2_*3

T3
yl_‘ 1’
1 ——
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wir erhalten die Grundform:

Fy(B)+ Fs(y)
F(x) =210 8V 200
| 1 (o) &0 (200)
wenn wir
2, =0 =T (x),
xy =1, Jz—l < Fy( /3), l
1 Ys
1—-2=1-G,(y), B _1.F, (201)
2 3(17) 2, y F(; |
d.h. BT la0) BT I06,() J

setzen. Die Gleichung des Trégers (y) erscheint in Parameter-
darstellung, sie lafit sich durch Elimination von y aus x; und %,
gegebenenfalls in geschlossener Form herstellen. (Vgl. 8. 70.)

Es sei nur beildufig bemerkt, daB die Grundform (200) auch in anderer
Gestalt gegeben werden kann, z. B. g(x)-G(y) +h(BH()+ K(y) = = 0,
(§ 29, 142), hy(2) + by (B) - hs(y) + Hs(y) u. dgl

Gehen wir von der besonderen Lage aus, in der die beiden ge-
raden Trager mit den Achsen zusammenfallen, x; =0, y, =0,
so ergibt sich aus der Schliisselgleichung:

1 1
Y
Y Ys ’
wir erhalten dieselbe Grundform (200), wenn wir
1
ne " |
By = — Y2=0 202
z -Fy ()’ z ’ | (202)
. 1 _&0) J
P Fy(y)’ PTF()

wihlen.
Dieselbe besondere Lage 148t sich leicht auf die Grundform
Fl( F2(ﬂ) F3(7)
zuriickfiithren. F2 (B) + Galy)

Beide Ansitze (201) und (202) sind im allgemeinen nicht
schmiegsam genug, die vorgelegten Bereiche der Verianderlichen
befriedigend darzustellen. Wir denken eine Tafel gemaB (201)
entworfen und nehmen projektive Verzerrungen dieser Grund-
tafel vor, wobei wir ohne Einschrinkung der Allgemeingiiltigkeit
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die Invarianz des Trigers («), x; =0, fordern diirfen. Abbil-
dungen dieser Art sind durch @,, = a,;; =0 ausgezeichnet. Es
werde zunichst die Form der Tafel mit zwei parallelen Leitern
beibehalten; die Invarianz der Parallelitat beider Trager ist nur
mit affinen Verzerrungen: as = a4, = 0, @33 = 1, vereinbar. Wir
erhalten demnach den Ansatz der Bildtafel:

0, Fi(a), 1 a; 0 0
I, 1-Fy(p), 1 ©| @y Oz Qg
1, —1-Fyy), 1—1-G5(»)| |0 0o 1
0, Ags - Fy (&) + aas, 1
=@y, Gl Fy(f) + (ag + as), 1 ,
Qs — Qoa L Fy(y) — aggl- G5 () + (@ + ag3), 1 —1-G5()

mithin:

£ =0, 7= g F' (&) 4 g3,

§y=ayy, No==Aga L+ Fy(B) + (ag + @z3), (203)

£, — u = — Asp L F3(y) — aasl - G3(y) + (91 +as5) )
1—-1-G5(y) 1 —1-G5(y)

Dies ist der allgemeinste Ansatz fiir die Darstellung der Funktion
(200) durch eine Fluchtlinientafel mit zwei parallelen Trégern («)
und (f). Sehen wir von den metrischen Ausmaflen der Tafel ab
(z. B. a;y =1, a5 =1), so 1Bt die Tafelform oc® verschiedene
Darstellungen der Funktion (200) zu, und zwar folgendermaflen:
die Funktionen F,(o) und Fy(f) kénnen in beliebigen Zeichen-
einheiten und mit beliebigen Anfangspunkten auf den parallelen
Tragern entworfen werden. :

Erst der allgemeine Ansatz (203) liefert praktisch brauchbare Darstel-
lungen. Wihrend bei einfachen geradlinigen Leitertafeln eine giinstige
Anordnung der Teilungen nach der Methode des Beispiels erreicht werden
kann, versagt dieses Hilfsmittel hier, weil jede Lageinderung einer geraden
Teilung eine Gestaltsdnderung des krummlinigen Tragers nach sich zieht.

Die allgemeine projektive Verzerrung ergibt:

0, F(x), 1 | layy, O O
1, L-Fy(f), 1 T @a Gy g3
1, —1-Fy(y), vl—l°G3(7’) Q3 Qzp Qg3
0, Apa By (&) + s, Qs+ Fy (o) + agy
— %> Qgal« Fa (B) + (@91 +g5), 5o+ 1+ Fy () + (@51 + ag5) ,
yys — Ggol - F3(p) — gl - Fy(y)
— ol -Gy (y) + (g +@g3), — A3l - G3(y) + (a5 + ag;)

Schwerdt, Nomographie. 12
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mithin den Ansatz:

& =0,
211
& ol - Fo(f) + (a3, + a35)”
£, = 11 ,
— Agol - Fy(y) — agsl - G5 (y) + (a5 + ass)
_anFy (o) + agy (204)

n o Ty () + gy
fly= azz‘lin(ﬂ)‘l' (a9 +a2l,
g1 Fy (B) + (a3, + a33)
Ny = — lgy+ L Fygly) — @93+ 1- G3(y) + (@ + ag3) 1)
— Qo+ U+ Fy(y) — Qg5+ 1+ G3(y) + (a5 + ag)
Der Ansatz (204) enthilt sia mtliche Darstellungen der Funktion
(200); sehen wir wiederum von den AusmafBen der Tafel ab, so

ergeben sich oot verschiedene Losungsmoglichkeiten. Die be-
sondere Form (202) geht aus (201) hervor durch die Abbildung

—1 0 0
@=(—-1 0 1]}
01 0

Es ist leicht zu erkennen, daB die soeben behandelten Tafeln simtliche
in § 34 angegebenen Typen mit umfassen. Die Additionsform ergibt sich,
wenn Gy==1, die Multiplikationsform, wenn F;—=0 ist. Insofern kann
(204) auch als aligemeinster Ansatz fiir § 34 gelten.

Anwendung auf die quadratische Gleichung.

Die algebraische Gleichung y™ + & - y* + f =0, (m > n), zeigt
unmittelbar die Gestalt (200), wenn wir F,(x) = — &, Fy(f) =p,
Fy(y) =™, Gy(y) = y" setzen. Auf Grund des Ansatzes (203)
folgern wir sofort, daB jede Gleichung der gegebenen Form mit
Hilfe (paralleler) regulirer Teilungen (x) und () dargestellt wer-
den kann, wobei die Zeicheneinheiten und Anfangspunkte will-
kiirlich wahlbar sind, den vorgeschriebenen Bereichen der Koeffi-
zienten also jeweils angepafBt werden konnen. Fiir den Fall der
quadratischen Gleichung m =2, n =1 ergibt sich als Trager (y)
stets ein Kegelschnitt. — Wir geben die Konstruktion einer Tafel
unter Vorschrift der Bereiche x = — 10...+ 10, f=0...— 100
an. Als Zeicheneinheit werde 1 cm zugrunde gelegt, Die Leitern

1) Vgl. als Beispiel Aufgabe 62, § 17.
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(x) und (p) treten in brauchbarer Anordnung und Ausdehnung
auf, wenn wir in (203) @y, =1, a5 =0, Il =1, a5, =10, ay; =20

setzen: 2, =0, Y= — «,
zy = 20, Yo =104+ 48,
o100 50—y

3 — 5_ y! Ys = 5— y .
Gleichung des Tragers (y): 2 — 4xy + 40x — 400 = 0. (S. Abb. 94).
Die Tafel liefert innerhalb des zugiinglichen Zeichenfeldes zu-

—-70 —1—+70 7
1 k—m
6 T 20
-5-t++5 - -
—-30
x|z | o T-IJU
o0 50
—=60
—-70
55 ~ =
L 80
—90
+70 =10 ’——700

Abb. 94. 2+ &y -+ B =0. Darstellung mit hyperbolischem - Triiger
Beispiel: & = —6, f = —40. I liefert y; = —4, II liefert y, = -+10.

nichst nur die negative Wurzel. Wihlen wir einen zweiten Ent-

wurf (@ = —1, I = — 1),

2, = 0, Y= +«,
xy = 20, Yo =10+ L,
100 50—

Xog = 5 Yg — ’
"5y BT a4y
so lassen sich beide Tafeln leicht iiberlagern, und wir kénnen,

allerdings mit einer anderen Einstellung der Ablesegeraden, so-
fort auch die positive Wurzel finden. (Es entspricht dies der

12%
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Tatsache, dafl der Zeichenwechsel von & den Zeichenwechsel der
Wurzeln y bedingt.) In Abb. 94 ergibt die links angeordnete
o-Teilung (I) die negative Wurzel, die rechts angeschriebene Be-
zifferung (II) die positive Wurzel. Beispiel: 2 — 6y — 40 =0,
n=-—4, yo=-+10.

Nehmen wir eine projektive Abbildung der Darstellung vor,
so geht der Trager (y) stets wieder in einen Kegelschnitt iiber;
es muBl daher moglich sein, Tafeln mit parabolischem oder ellip-
tischem y-Trager anzugeben.

Wir beziehen uns auf den Ansatz (202)

1
x]_:O, ylz'—zy
1
Ty BT (205)
1 1
x3:l‘y2’ y3:;'

Als Trager (y) ergibt sich die Parabel y2 == 1 - . (Vgl. Aufg. 63, §17.)
Unter der Annahme ! = 0,5 zeigt Abb. 95 einen Entwurf dieser
Tafel. Beispiel: y2 41,6y —4,5=0; p, =+ 1,5, y,= —3.

7

T
*5 10,0

+5

+2—:
7
/]
+7—1

Abb. 95. >+ ay + f=0. Verzerrung der Abb. 94. Darstellung mit
parabolischem yp-Triger. Beispiel: & = 1,5, # = —4,5.

-7
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Wir wissen, da die reine reziproke Teilung im allgemeinen
wenig schmiegsam ist. Die Darstellung 148t sich daher verbessern,
wenn durch projektive Abbildung projektive Teilungsfunktionen
eingefiihrt werden. Es werde eine Tafel nach Art der Abb. 95
(I=1) unter Erlaltung des O-Punktes abgebildet: a,, =0,
3=0, ay =0, ay;=0:

Owmpl lan 0 O 0 ag¥y, As2Y; + A3z
2, 01 .1 0 @29 O |=]|ayz,, 0 , a5+ ag . (206)
Z3ysl| |ag as, dgs @1y %3, AgoY3, 3 T3 + BgpYs 1 Agg
Die Parabel (y) geht also in den Kegelschnitt
£, = 11%3 i 1
3= = ) ’
AT + A3aYs + Az Waz)® + Agey + g (207)
Ny = G993 Gy

A3y T3 + Aoy + Qg3 Az p? + Agp ) + gy

iiber (vgl. Aufg. 62, § 17), dessen Gleichung in geschlossener Form
@ al
“31§2+“32£577+“33%’72‘““u§=0 (208)
Qg 1z

lautet. Die Determinante dieses Kegelschnittes hat den Wert

1 afy a5
T4
Ergebnis der Abbildung stets ein eigentlicher Kegelschnitt;
sein Charakter wird durch das Vorzeichen der Diskriminante

4ay ayy — a3 bestimmt:

; da @y, a5 und @y nie verschwinden kénnen, ist das

4ay ag; — a3, >0, Ellipse,
=0, Parabel,
<C 0, Hyperbel.

Die vorgelegte Funktion kann also auf senkrechten Tragern (&)
und (f) durch einen Kegelschnitt jeder Art dargestellt werden.
(Vgl. hierzu Aufg. 114 und 115.) Wir wollen an dieser Stelle die
Tafeln mit kreisf6rmigen (y)-Triger ableiten. Der Kegelschnitt
(y) geht in einen Kreis iiber, wenn der Koeffizient von &7 ver-
schwindet und die Koeffizienten von &2 und #? iibereinstimmen.
Wegen a,; + 0 ist die erste Bedingung nur durch ag, = 0 erfiill-
bar; schreiben wir als Bildkurve den besonderen Kreis §% + 9% = &

vor, so erfahrt das System
2

Qg = gz * —5 = Ay
QAo
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eine Losung durch a;; =1, a3 =1, a3 =a, as3 =a®. Der Ansatz
0O v, 1/ |1 0 O
zs 0 1|10 a 0|=0
23 y; 1] |1 0 a?

vermittelt demnach oo! verschiedene Losungen, erweist sich daher
als hinreichend schmiegsam. Samtliche Losungen ,liegen‘ auf
demselben Trigersystem; indem wir die Triger doppelt be-
ziffern, erlangen wir eine Erweiterung des Darstellungsbereiches.

1
& =0, m==,x"
1 0
522‘1";—(;2757, N2 =Y, (209)
1 ay
R A B
1 e
s N 7
-2

—~H3
-5
~
\\\
\\
T T 7T T LA AN 8 I e e T T <
$ 45 w \-w-5 -2 -1 -g95 -g1[+01 gz g3
5
[’—

il

1

Abb. 96. 2+ &y 4+ f=0. Darstellung mit
speziell-elliptischem »-Triger.
Beispiel: &« = —1,7, # = +40,3.

1

~
|
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Der Kreis £2 192 = ¢ trigt eine stereographische Teilung.
(S.70.) Abb. 96 ist unter der Annahme a =1 entworfen. Die
projektiven Teilungen («) und (f) kénnen ohne Rechnung rein
konstruktiv gewonnen werden. Dabei ist wesentlich, daf3 fir ()
und (y) dieselbe erzeugende Teilung reg o« bzw. regy benutzt
werden kann.

Die Bedeutung der Tafeln Abb. 94—96 ist nicht etwa auf
die quadratische Gleichung beschréinkt. Bei Unterdriickung der
Leiter («) stellt das System (f) — (y) eine Multiplikationstafel
dar, bei Unterdriickung der Leiter (f) ergibt (&) — (y) eine
Additionstafel. (Vgl. S. 133. Anwendung S. 192.)

Beispiel. Fir eine elektrische Maschine, bei der die Warmeabgahe
im wesentlichen durch Leitung vor sich geht, gilt bei konstanter Energie-
zufuhr 7' = T'oo (1 — e~ ?%); hierin bedeutet ¢ eine Zeit, 7' die Ubertem-
peratur gegen die Umgebung zur Zeit ¢, T'w die stationire Endtemperatur.
Die elektrischen und kalorischen Konstanten sind in b zusammengefaft.
Die in zwei Zeitpunkten #, <#, gemessenen Temperaturen 7', und 7T,
geniigen der Bedingung

ty, In(Too—T) —InTe

ti, ITo—Ty) —InTx"

Wird die Versuchsanordnung so getroffen, dall die zweite Messung nach
doppelter Zeit erfolgt wie die erste, £, =2 - ¢;, so ergibt sich nach einfacher
Umtormung der Typus der quadratischen Gleichung:

1 2T T

To T3 )
Da die Funktion (210) die den Einzelvorgang bestimmende Konstante b
nicht mehr enthilt, eignet sie sich besonders als Grundlage fiir eine-all-
gemeine Tafel; da sie ferner in bezug auf die Temperaturen homogen ist
und die Zeit nicht eingeht, wird eine Tafel dieser Funktion weitgehende
Verzifferungen zulassen.
_ 1
T T’
Bereiche: 7', und 7', = 2°...30°% Tw =5°...100°
Ansatz gemall (203) @y = a3 =0, a;;, =1:

(210)

Fi(x) Fy(f)=—T,y, F3(y)=2T,, Gs(y)=T%.

1
2 =0, Y1= azz'f;:
=1, Yg= —agl- T,
2 1 —ayl-2.T,

1o BT i am
Die Gleichung des Trégers (7;) lautet in geschlossener Form:

1
2 2.
T g "
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Wir sind also durch geeignete Wahl von a,, und ! in der Lage, die Darstel-
lungsaufgabe mit einem kreisformigen Trager (7') zu erledigen, wenn wir
41-a3, = —1 setzen. Unter den oo! mdoglichen Loésungen dieser Art
treffen wir die Auswahl mit Riicksicht auf die Bereiche 7, und Tew. Es
bietet sich @y, =5, mithin I = — 4, dar:

I
=0 = 5 i 30
=Y, Y= T [

- 29

=1, Yo =+ Ty, | 28

100 107, . _ L 27

7= 100 17 ° Y5= 750 T T (stereographische Teilung). C o

Trager (T',): 2® + y® =a. Als Zeicheneinheit legen wir 20 cm [ %

zugrunde. Diefin Abb. 97 innerhalb des Kreises gelegenen Kurven |- 2z

werden auf S. 207 behandelt. [ 55

[ 2

Too — 27

5 o 20

E [ 79

C

63 :~ 7

3 L 76

E [ 75

73 [

8
=
70
7
72
19
7%
75 7]
20
A
e
%0
50
700 =

Abb. 97. Erwirmung elektrischer Maschinen bei gleichmiBiger Energiezufuhr.
Beispiel : Nach 1 Stunde Ubertemperatur 7'; = 8°, nach 2 Stunden 7', = 13°.
Stationdre Temperatur Teo = 22°. . Verkleinerung /.
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Beispiel. Ein bei der Temperatur ° C und beim Barometerstande
H mm Hg gemessenes Gasvolumen V ccm wird mit Hilfe des Reduktions-
faktors H—p(t)

f=60- (I ¥ af) (211)
Termperaturkorrektion der Barometerablesung
an einer . . 7 mm
Messingskala + r
Druck J0° . 20° w° 0°
inmm .
H on einer Glasskala * 3 ' 2 7 " mm
Reduktions -
=670 Jaktor
3 £
2—0‘80' 1000—=0,000
g 4,990
=690 9980 990~
= 0970
E 70, 0,96
3 9 ’ 0960-7
E Temperatur 0’950
;"710 in C° 09 9701
3 ¢ gos0-3 %"
E-720 5° 6920
10° e G0 0900
730 5o 9300
g e ge90-9950~7
= e o
=740 i 20 g660
E 25° 0870 G9%0~7
E 750 30° 5860- ,
E 0 0/550 0930-1
=760 080
: gas0 £ 99201
770 6820
E g 091071
F-760 0,600 ‘
0900-7

Abb. 98. Volum-Reduktion von Gasen. Sperrfliissigkeit: Wasser.
Beispiel : H (korrigiert) = 749 mm Hg, £ = 15° C. Hrgebnis: ¥, = 0,918 V.

reduziert, Vo= f-V, wobei p(f) den Dampfdruck der Sperrflissigkeit
bedeutet. Die Funktion (211) hat die Form (200). Wihrend in den bis-
herigen Anwendungen die Tafel allein durch Projektion in sich konstruiert
werden kann, muB hier die Teilung (¢) berechnet werden, da p(t) nur als
empirische Funktion bekannt ist.

Bereiche: H =670...780 mm, ¢=5°...30° f=0,800...1,000.
Die Ablesung von_f muB 0,001_gewihrleisten.
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Wir wihlen den Ansatz (203), (Zeicheneinheit 1 mm).

2 =0, ¥y, = 1000 - f,

Ty = ay;, Yo =2 . (1180 — H), (212)
tyy 211180 — p (¢)]

4 o

TR tafn 10 BT fan 1

(Siehe Abb. 98.) Beim Entwurf der Tafel fiir Wasser als Sperrfliissigkeit
wurden die Dampifdrucktabellen von Scheel und Heuse!) zugrunde gelegt;
die Benutzung einer Niherungsfunktion?) wére ohne Vorteil. Fiir die prak-
tische Anwendung der Tafel fiigt man zweckmiBig eine Doppelleiter zur
Skalenkorrektion der Barometerablesung bei und versieht die f-Leiter mit
einer Teilung logf, da vielfach die logarithmische Weiterrechnung bevorzugt
wird. Fiir eine andere Sperrfliissigkeit ergibt sich, abhingig von deren
Konzentration, im bleibenden Leitersystem (H) — (f) ein anderer Tra-
ger (t) und eine andere Teilungsfunktion. Bei" KOH von 0 bis 309, Konzen-
tration weichen die zugehérigen Triager auf Grund der besonderen Para-
meterwahl in (212) um weniger als 0,002 - @;; vom vorhandenen Triger
(¢, Wasser) ab, sie diirfen daher praktisch iiberlagert werden. Durch eine
Netztafel lassen sich die Temperaturen ) bei k%, auf ¢° fir Wasser redu-
zieren 2).

§ 37. Tafeln mit einem geradlinigen Triiger.

Die Annahme #; = 0 fithrt die Schliisselgleichung in die be-
sondere Form tiiber:

Zo(Ys — 1) T+ 23(yy — 2) =0,

Y2 Us
x z.
Y= *1?7*13 ’
v @
sie ergibt die Grundform:
Fy (B) + Fs(y)
F =2 T8 213
AR 19)
wenn wir
=0, Y, =Fy(x),
U S )
PGB T G) (214)
2y = _i Fy(y)

B 0" T e

1) Ann. Phys. Bd. 29, S.732. 1909. — Kohlrausch: Prakt. Phys.
Tab. 13 u. 15.

2) Vgl S. 64. Ferner Wertheimer: Verh, d. Dt. Phys. Ges. 1919, S. 692.
3) Vgl Chem.-Ztg. 1920, Nr. 132.
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setzen. Um diesen Ansatz schmiegsamer zu gestalten, fiigen wir
wie oben die projektive Abbildung a,, = a,3 = 0 hinzu:

0 F,(x) 1 (a; 0 O

1 Fy(f) Gy(h)

—1 Fy(y) Gs(»)

i 0, a5 F)(x) + ay, 30 Fy (&) + agg l
= : 11 U2 Fy (B) + A Gy (B) + Ay s @32 Fo (B) + 433G (F) + s .

Qg Qg Qg3

Az Q3p Qg3

|
— 1, Qo F g (y) + g Gy (7) — gy, @32 I3 (¥) + ags G3(y) — ayy |

Es ergibt sich mithin der allgemeine Ansatz:
E =0 , 1:?,22?7"%,
Ugp By - @33
11 gyt ag Gy + ay

£ = e gy b5
2 A5 Fy + a33Gy + ag, 2 s Fy + 335Gy + ag; )

£

. —an _ Ao Fy + g3 G — agy
agp Py a6y —ay > T A3 Fy + 03363 — ag '
Beispiel. Die auf 8. 54 behandelte Funktion
. _ log[logag] — log[log ]
— logo, + logoxy

gehért dem Typus (213) an, wobei die Besonderheit besteht, daB die Funk-
tionen F, und F, sowie G, und @; (abgesechen vom Vorzeichen) iiberein-
stimmen.

F,= log[logx,], Gy = —logx,,
Fy= —log[logex], Gy = logo.

-~08 0 O
Ansatz: 08 0 2

—1 +1 —1
2
§1=0, W1:m,
0,8 0,8 — 21 (216)
—0, ,8 — 2logw
& N2 g

= log[loga] + logax — 1° ~ log[log&] + logax —1°

Triger und Teilungen (&;) und («,) fallen zusammen (Abb. 30).
Beispiel. In § 30 wurde die Identitat

_tgﬁ:%‘ﬁs’l’ (=B 47)

2 sinf —siny

benutzt. Fy = cosf, G, = sinf; Fy= —cosy, Gy = —siny; F, = —tg%.
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+1 0 0
Ansatz:( 00 1),3150.51:0, n1:~ctg%,
010 1
52:@7 7y = tgf,
1
£y = oy’ s =1tgr.

Die Triger (8) und (y) fallen wiederum zusammen; es ergibt sich die gleich-
seitige Hyperbel &% — 5% =1. (Vgl. Aufgabe 61, § 17 und den Ansatz
auf S. 141!). In Abb. 99 bezieht sich die diinnliegende Bezifferung auf den

Abb. 99. Additionstafel mit hyperbolischem Triger. Beispiel fiir Verzifferung.
(x=pf+y, =10, y=5, d=15)

goniometrischen Ansatz, wobei mit Riicksicht auf die Periode mannigfache
Variationen méoglich sind; die fett stehenden Zahlen geben ein Beispiel von
Verzifferung.

§ 38. Mehrteilige Tafeln mit Zapfenlinie.

Man wird versuchen, auch Fluchtlinientafeln von Funktionen
mit mehr als drei Verdnderlichen unter den Gesichtspunkten zu
entwerfen, die in § 32 fiir Netztafeln entwickelt worden sind: die
Darstellung wird auf Tafeln mit drei Variablen reduziert, wenn
die vorgelegte Funktion F(«x,f,y,0)=0 durch Einfiihrung
einer Hilfsgr6Be ¢ auf das System f(a,B,8)=0, g(y,6,8)=0
zuriickgefithrt werden kann. Eine kurze Uberlegung zeigt aber,
daB die Verhiltnisse in Leitertafeln bei weitem nicht so einfach
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liegen wie in Netztafeln. Wenn die Zerlegung von ¥ =0 in f =0
und g =0 durchfiihrbar ist, besteht noch keine Sicherheit, daB
die Teilfunktionen f und ¢ durch Fluchtlinientafeln dargestellt
werden konnen; und selbst wenn diese zweite Bedingung erfiillt
ist, bietet sich u. U. eine neue Schwierigkeit dar. Eine Uber-
lagerung der Tafeln f und g ist ohne weiteres nur dann moglich,
wenn die Hilfsvariable ¢ in beiden Teiltafeln in derselben Leiter
auftritt; es miissen also Triger (!) und Teilungsfunktion (¢)
beiden Tafeln gemeinsam sein. — Die Darstellbarkeit einer
Funktion zwischen drei Verinderlichen durch eine Fluchtlinien-
tafel werden wir im § 43 untersuchen. Hinsichtlich der Forde-
rungen, die an die Beschaffenheit der Leiter () gekniipft werden,
konnen wir uns auf die bisherigen Ergebnisse beziehen. Wir
haben fiir ein und denselben Funktionstyp verschiedene Tafel-
formen entwickelt, derart, dal die Verianderlichen in reguliren
Skalen, Potenzleitern, projektiven, logarithmischen oder gonio-
metrischen Teilungen auf geraden oder krummen Leitern erschei-
nen; wir verfiigen also iiber eine groe Mannigfaltigkeit von Dar-
stellungsmoglichkeiten, so daB fiir die Erfiillung der Bedingungen,
denen die (¢)-Leiter geniigen muf}, ein verhaltnismifig weiter
Spielraum bleibt. Dennoch sind unsere bisher gewonnenen Hilfs-
mittel nicht immer ausreichend, und es bietet sich hier der An-
laB, neue Darstellungselemente einzufithren. Wir skizzieren die
Uberlagerung von Teiltafeln zunichst an einigen Beispielen.

Der Spannungsabfall p% in einer elektrischen Leitung hingt mit
den Daten der Betriebsart und den Konstanten der Leitung wie folgt

zusammen:

A @17)
2. L. P

Netzspannung E= 20...400 Volt, chaigg?.gs-

Wattbedarf V =100 ...30000 Watt, = = 200, —~

Leitungslinge lm, = 100, Q;;g:;p

Ot et
Leitfahigkeit k= 1T...562, = 50,

Querschnitt (gesucht) ¢ = 1...95mm? = 180, {,ﬂ‘i’uA

Unter den sieben Verdnderlichen halten wir I fest, indem wir den Span-
nungsabfall auf eine konstante Leitungslinge, etwa 10 m, beziehen. Da
in praxi nur einige Materialien in Betracht kommen (Cu, Fe, Zn, Al), er-
scheint die Behandlung jedes Materials in einer besonderen Tafel angezeigt:

= const. Nutzen wir ferner die Moglichkeit aus, Leitern doppelt zu be-
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ziffern, so konnen wir in einer Tafel zwei Betriebsarten darstellen; es ver-
bleiben mithin vier Veranderliche:

S c (a——l'n—co t 218
q= E. » ’ =7 = ns ) . ( )
Bei der Einfithrung der HilfsgroBe ¢ haben wir vollige Freiheit, wir kénnen
also die praktischen Erfordernisse beriicksichtigen: Im einzelnen Falle
liegen £ und W fest, die durch (£, W) bestimmten Wertepaare (g, p) werden
bei der Projektierung einer Anlage derart variiert, daf ein technisch vor-
handener Querschnitt ¢ der Funktion (217) geniigt; dabei ist die Kenntnis
des zugehorigen Spannungsabfalles p wesentlich. Wir werden also auf die
Zerlegung
w P-g
t=gm, =1 219)

gefithrt. Die Darstellung beider Teilfunktionen in logarithmischen Tafeln
mit parallelen Triagern (S. 162) bietet die Moglichkeit, die Leiter (£) beide
Male in derselben Zeicheneinheit anzusetzen. Da die Kenntnis des Wertes ¢
selbst ohne Belang ist, wird man auf die Ausfithrung der Teilung (¢) verzichten,
die Leiter (£) erscheint als Zapfenliniel). Bei der Uberlagerung der Teil-
tafeln kann die Zusammengehorigkeit der Leitern (B — W — t) einerseits
und (¢! —p — q) anderseits in mannigfacher Weise durch verschiedene
Farbengebung, Strichdicke, Art der Beschriftung o. dgl. kenntlich gemacht
werden. Abb. 100 behandelt den Spannungsabfall in Zinkleitungen
(k= 16) bei Drehstrom (n, =100, n, = 13%). Beispiel: Bei 120 Volt
und 800 Watt finden wir den Zapfenpunkt 9,75; die Drehung des Lineals
um diesen Punkt liefert stets zusammenhingende Werte (p, ¢); es sei der
Spannungsabfall 0,319, auf 10 m als zuldssig vorgeschrieben, dann ergibt
sich bei Sternschaltung ein Querschnitt von 4 mm?, bei Dreieckschaltung
10 mm? << ¢ << 16 mm?2. Die Leiter (g) ist nur nach technisch vorhandenen
Werten beziffert; durch Drehung des Lineals ermitteln wir sofort, um wel-
chen Betrag sich p dndert, wenn ¢ durch den nachst groleren oder nichst
kleineren Wert ersetzt wird.

Die Uberlagerung von gleichartigen Tafelformen bereitet im
allgemeinen keine Schwierigkeiten, es handelt sich jeweils nur
darum, geeignete Zeicheneinheiten zu wiahlen. Sobald aber die
Aufgabe besteht, Tafeln verschiedenen Funktionstypes zusam-
menzusetzen, bedarf die Auswahl der Tafelform und damit der
Leitergattung einer sorgsamen Uberlegung.

Beispiel: Bei statistischen Untersuchungen spielt die Funktion
D

R

é (220)

1) Um die Festhaltung eines Zapfenpunktes in praktischer Hinsicht zu
erleichtern, versieht man die Zapfenlinie zweckma(ig mit einer beliebigen,
am besten regelméaBigen Einteilung. Pirani benutzt zur Festhaltung des
Zapfenpunktes ein mit einem Zeiger versehenes Bleigewicht, das dem
Ableselineal bei der Drehung zur Fiihrung dient. (Pirani: S. 85.)
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Spannungsabfall in Zinkleitungen
Drehstrom-Dreiecks- und Sternschaltung E/\g E
AN

E _W-i-n
| 9 E%16-p
|00
Dreiecks- Stern- [= 380
schaltung _jschal- = 360 Z
1 tung — 340 W
— 320 .
— 300 100 Spannungsabfallin %
— bei einerleitungsiange
15 — 280 o
— 260
- 240
2,5 I 220 200 —]
1 200
— 180
4 - b~ 300
1,5 — 160 -
— 150 400 —|
6 — 140 ~
500 —
— 130 ]
B 600. —
45 @ s __”___——9 .
1 . 100 —]
10 - P 800 ¢
<. =100 900
B 1000 —
- 90 i
16 o =
[— 6 — 80 =
- 70 3
9 2000 —]
I—10 L e E
35 | 3
I 3000 —
- 50 i
o7 4000 —|
5000 —]
70 - - .
25 * 6000 — |
1000 -
95 | - vo0o a1
—35 oo — 4.
9000 — 5 ]
- 30 10000 4 B
50
-0
20000 —]
95 — 20
30000 —

Abb, 100. Uberlagerung von Leitertafeln. Zapfenlinie.
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eine Rolle!). Die Bereiche sind verhiltnismiBig weit ausgedehnt, zeichnen
sich aber durch bevorzugte Teilbereiche aus:

my, my = 0,01 ... 1, Schwerpunkt zwischen 0,1 ... 0,5.
d=05 ...4, . . 2...8
D=02 ...2

Es ist ferner erforderlich, daB3 auch Werte D = 0,01 ...0,2 und 2 ... 20
einer Abschiatzung von ¢ zuginglich gemacht werden. Diese besonderen
Vorschriften weisen auf die Verwendung projektiver Tafeln hin, da sie
einerseits auBerordentlich schmiegsam sind, andererseits in einer Tafelform
sowohl Produkt- als auch Summentypen enthalten. Als Hilfsgréfie fithren
wir mj derart ein, daB

mp =+ ym? 4 mz, (221)
1 1
my - Z)— — —6*; (222)

die Hilfsverénderliche m selbst hat eine sachliche Bedeutung, so daf eine
Darstellung von (221) und (222) durch besondere Okonomie ausgezeichnet ist.

Wir beziehen uns auf den Ansatz § 36, 206 (S. 181) fiir die quadratische
Gleichung 72 + ay + f# =0; werden die beiden Wurzeln mit y, und y,

bezeichnet, so vermittelt y; = — &« — y, eine Ldsung von (221)2):
71:7"’20’ o= —mi, Yo = — mj.
a a,
Aus & =0 =2 folgt: &=0, y= 2
- o (gp — Qg3 & g ot it Q39 + Qg3 m?3

Da der ausgezeichnete Bereich m? zwischen 0,01 und 0,25 liegt, mufl ag,
groB3 gewahlt werden; als brauchbar erweist sich der Ansatz:

10
=0, m= 5 + 100 m®’
a; 0 0
die typische Determinante lautet demnach |0 10 0 |. Wir schreiben
agy 5 100

als Triger (my) bzw. (mp) eine Ellipse vor, deren Achsen unter 45° gegen
das Koordinatensystem geneigt sind. (Vgl. § 36,208.) Allgemein ergibt sich
et}

Uga "~
der Achsenwinkel ¢ aus tg2¢ = — — 2% o = 45°, wenn

A3 — Qgg 7“—%:'

Qg - A2y — Qg3 - 02, = 0; ag; = a};; wir wihlen a;; = 1. Demnach legen
wir der Darstellung den Ansatz:

1 0 0
0 10 O
1 5100

1) An Stelle von 8 wird vielfach eine tabellarisch festliegende Funktion
von & benédtigt; durch nachtrégliche Verzifferung lassen sich diese Funk-
tionswerte leicht in die Rechentafel einfiihren.

) Diese Form bewirkt, daBl nun das Zwischenergebnis m, auf der
»mittleren* Teilung erscheint.
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zugrunde, und wir erhalten:

£ = o _ —1lom3
ST 100m: —smi41° 77 100mi —smi+1°
1 + 10m3,
=, 9=
100mj, + 5m3 4 1 100m} + 5m3 +1°
als gemeinsamen Trager die Ellipse mit dem Mittelpunkt = £, y= — %

und den Halbachsen -4 )5 und .4}/3. [Abb. 1011).]

Die Beziehung (222) ge
stalten wir schmiegsamer 02 —
durch Einfithrung eines freien
Parameters I:

—1 T
2y,
- () = () @29 l/

Auf Grund der Regel y;y, = B r
kann die Funktion (223) auf i
demselben Trigersystem N\
dargestellt werden. (Vgl \\;
hierzu 8. 181):
&* und »¥ sind vorhanden,
&3 = ! —
#7100 5
B.D1.D? ’

1
Ny = @_ 5 +1 k4
rpr [.D?
1
Ez:—mﬁ- 7y =0
I+ 7%

Fiir ! ermitteln wir ein
Optimum, indem wir die Tei-
lungslinge 4 = £,(3) — &(2)
des bevorzugten Bereiches

§=2...3 zu einem Maxi-
mum machen:
500 -1 ..
= 36 E 1 130001 10000 ° Abb. 101. UberlageruBg von Teiltafels.
ﬁ-0 wenn l———?{ Vm? + m2
Bs gehoren zusammen: m; — m,—> (mp)
Das Maximum A bei I =182 und (mp) — D — 4.

ist sehr flach, und zwar be- Beispiel: m; = 0,4, my =03, D=1,

1) Die Herstellung gestaltet sich insofern sehr einfach, als nur wenige
Werte berechnet werden miissen; im iibrigen werden die Tellungen durch
Projektion in sich entworfen.

Schwerdt, Nomographie. 13
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sonders in der Richtung !> 19¢. Wir fithren daher zur Erleichterung
der Rechnung statt 130 den glatten Wert =20 ein, der 4 gegen das
Optimum nur um 0,59% verkleinert. Mithin lautet der Ansatz fiir die

zweite Teiltafel:
*, »¥ vorhanden,

. 4Dt . —2D
3T 1 _Dp*r 4Dt BT1_D*yaDv
. &
S =g ny=0. (Abb. 101.)

Die auf S. 163 entwickelte Konstruktion erscheint unter dem
Gesichtspunkt dieses Paragraphen als Sonderfall einer allgemeinen
Darstellung «%fPy°=4; falls die oben als Begleitwert auf-
tretende GroBe d kontinuierliche Verdnderungen erfihrt, erfiillen
die Projektionszentren P eine Leiter (9).

Schon bei Behandlung mehrteiliger Netztafeln (S. 156) haben
wir darauf hingewiesen, daf die Einfithrung von Hilfsverinder-
lichen u. U. auch fiir Funktionen zwischen drei Verénderlichen
vorteilhaft ist, wobei allerdings die Verdnderlichen an mehreren
Stellen der Tafel abgelesen werden miissen.

Querschnit}-
g=a-b
. azab L
a in mm Qinmm? b1 mm
t= 700 - 7000 70 | LZuldssige Belostuny
- - 290 1 in Ampere be/
- 90 - a00 9] 0/
F - 700 N Hupfery Aluminium
- 60 E o0 8- 2000 -
" - o 7] Fafber Unfing
" o i m £
— = 5 £+
7 7009 - 800 720
= L 500 1 900 3 790 7453
: .
E. E + s00 é0
E |- 200 E 600 - 70 —]
E- 40 3 P 500 40 60
e I 3 400 - 300 50
E B T 40—
E w = 7%7 e 300 e -
- SRR — R - 30
s O B + 200 7]
L [~ 70~ ] 20 _E
L2 - o0 - 3 05» 20 4
F - g g 1
i 1 . E
20 - w0 2 790 .
i ] 700 - 80 3
=] ] wF 7 m«q
L | 1 80 -
i ] %060
15 B I
- 20 B 60 -
F 504 40
L - 75
0 _— 7J
7 3 2

Abb. 102. Mehrteilige Tafel fiix drei Verdnderliche. Belastbarkeit von
Flachmaterial (Cu und Al) bei zulissiger Ubertemperatur von 30° C.
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Beispiel. Die elektrische Belastbarkeit ¢ Amp. von Flachmaterial
wurde bei zulissiger Ubertemperatur 30°C fiir verschiedene Querschnitte
und Querschnittsformen experimentell untersucht; die Ergebnisse lassen
sich nach den in § 19 entwickelten Methoden fiir rechteckigen Querschnitt
emm X bmm durch die Funktion

i=[2-a-b-(@+ 5. n (224)
darstellen:

| culal|zn | Fe

m=137/30[20| 15
Wir fithren den Querschnitt @ =a-b und den Umfang % = 2(a 4 b)
ein; der Wert % =a + b wird ohne Schwierigkeit durch Nebenrechnung
ermittelt. Es werden die Teiltafeln @ =a-b und 7= (Q-u)**%5. m
mit der Zapfenlinie (@) tiberlagert. Abb. 102 zeigt den Entwurf fiir Kupfer

und Aluminium, wobei die Zusammengehérigkeit der Leitern durch das
eingezeichnete Beispiel kenntlich gemacht ist.

In neuerer Zeit hat man vielfach den Funktionstyp
Fy(5) Fy(§) + Fy(y) - Fa() = const (225)
erértert. Bei Einfithrung von ¢ = F, (x) - F,(8), Fy(y)-Fy(9)
handelt es sich um die Darstellung von t—l—t = const. Eine
Uberlagerung der beiden Teiltafeln ist ohne weiteres méglich, wenn
sie die Hilfsverdnderlichen ¢ bzw. ¢’ in regelmifliger Teilung ent-
halten; wir haben also einen Ansatz § 34, II heranzuziehen.

In Abb. 103 ist das Bei- 2 -
spiel &+ f 4 y-6=1 be- . 7z -
handelt. Die linke Teil- . C
tafel & — f enthdlt eine 45 05

regelmiBige Teilung (f) auf ] 5
der Zapfenlinie Z, wobei © ,
der Punkt P zu ¢=0, t-04t=17 L 0
der Punkt @ zu ¢ =1 ge-
hért. Die andere Teil-
tafel y > & wird in véllig
gleicher Weise entworfen,
jedoch so gestellt, dal3
die Teilungen (¢) und (¢')
sich in entgegengesetzten
Richtungen entwickeln.
Verlegen wir den Punkt
=0 in den Punkt @, -
t =1, und den Bildpunkt _4
=1 nach P, t=0, so ° -
ist iiberall die Bedingung ADD. 10?;3 __[gb(;ﬂ%ggu;gt _,f‘ 'f t ;16 .
t -+ t' = 1 erfiillt. Das ein- Beispiel: « = 0,8, f = 0,5, y = 0,4, d = 1,5.
13*

[IIII'I!IIIS[I
S
w

N
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gezeichnete Ablesebeispiel entspricht den Werten & = 0,8, = 0,5,
y = 0,6 und ergibt 6 = 1,5. Hinsichtlich der Benutzung negativer
Funktionswerte verweisen wir auf S. 174

Wenn sich auch gezeigt hat, dafl Produkt- und Summenformen
bei Benutzung projektiver Entwiirfe leicht iiberlagert werden
kénnen, so ist die Aufgabe damit praktisch doch nicht immer be-
friedigend gel6st. Besonders, wenn es sich um Produkte von Po-
tenzen handelt, gewiihrt die logarithmische Tafelform vor der
projektiven gewisse Vorziige; da aber die Darstellung von Sum-
men in logarithmischen Typen nicht ohne weiteres moglich ist,
bietet sich eine neue Aufgabe dar.

Beispiel. Der Ubergang von kartesischen Koordinaten A4, B eines

Punktes zu Polarkoordinaten R, ¢: A+ Bi=R.é?, (226)
kann gemaB Abb. 104 durch das System:
A? + B® = R?, (227)
A2 g
s N ctgle (228)
vollzogen werden. Fiihren wir die Bezeichnung
4 v 4 ctg?p =n ein, so ergibt sich aus
AZ
. Abb. 104. Schema. 4*+ Bt = B (1 + 'ﬁ)

Koordinatep’cransforma- und aus (228) das System:
tion. Bl - n) = RY, (229)
Bt.n = A (230)

Beide Funktionen (229) und (230) zeigen besondere Ahnlichkeit; sie sind
nur dadurch unterschieden, daB im einen Falle n, im anderen (n + 1)
als Faktor auftritt. Wir konnen daher (229) und (230) auf demselben
Tréigersystem mit itbereinstimmenden Teilungsfunktionen darstellen, wenn
wir nur auf der n-Leiter den Sprung um Eins beriicksichtigen. In Abb. 105
ist eine Tafel auf logarithmischer Grundlage B (links) — 4 (Mitte) —n (rechts)
entworfen, wobei die Leiter (n) zugleich die Teilung (p) trigt; Ansatz
gemiB S. 162. Die logarithmische Tafel B— R—>{(n-+ 1) bedarf nun
Leiner Konstruktion mehr, Triger und Teilungen sind vorhanden. Der
Rechnungsgang gestaltet sich wie folgt: Aus 4 und B finden wir ¢ und
zugleich einen Wert n (Beispiel n = 3, untere Ablesegerade), der Wert n -1
(im Beispiel der Wert 4, obere Ablesegerade) bestimmt mit B den Radius R.
Ts ist leicht ersichtlich, wie sich die Losung gestaltet, wenn E und ¢ gegeben
sind. Fir die Bediirfnisse der Wechselstromtechnik sind die Bereiche 4, R
und ¢ durch Konstruktion einer weiteren Tafelgruppe B> A’ —>n'(¢’)
und B—> R’ — (#’ -+ 1) zu erweitern).

Das Verfahren kann ohne weiteres auf die Funktionen
F (o) - Fy(B) + F3(y) - Fu(8) = const
ausgedehnt werden. Durch Ubertragung auf Funktionen zwischen drei

1y Vgl. ETZ. Bd. 43, S. 780. 1922; Bd. 42, S.1225. 1921.
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Abb. 105. Mehrteilige Tafel mit Sprung von ¢ auf (¢ + 1). (Koordinaten-
transformation: 4 4 Bi = R - ei®).
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Veranderlichen hat Hak?') die Darstellung eines besonderen Funktionstyps
in logarithmischen Tafeln gewonnen:

K=y - ﬂml eyt a - ﬂmz e, (a2 >0) . (231)
m . @ -—m, Ny — N, 1) >O
:‘all-ﬂl.y1(|ajl.ﬂmz 1. pta 1:]:1), (il, wenn a1<0).
Wir fithren die Hilfsgrofe
t = @2 . ﬂmg»m1 . yn2~n1 (232)
. | ay]
ein, so dafB sich
o= |ay|-pm-ym(tL1) (233)

ergibt. Es werde nun irgendeine logarithmische Leitertafel 4 fiir (232) ent-
worfen (Abb. 106 a), so daB die Zeicheneinheiten der Leitern (4) und () sowie
die Abstande ¢, und ¢, festliegen. Die Dar-

¢ 274 I _ | stellung von (233) wird durch Zerlegung:
elr o7 ly lag|- fmym=t,,  (234a)
4 K=t -(t+1) (234b)

geleistet. Der Entwurf B von (234a) kann
- stets derart vorgenommen werden, daB die
*7 ::‘:xw\s Zeicheneinheiten der Leitern (8) und ()
¥ = dieser Tafel mit denen der vorhandenen
Tafel (A) tiibereinstimmen, und es 1iBt

sich erreichen, daB d, = ¢, 4 ¢, wird. Bei

<CptCr] —dy—i-dy Uberlagerung der Tafeln (4) und (B)
fallen die Leitern (8) und (y) zusammen. Der
a b Ansatz (234a) legt die Zeicheneinheit und

‘ ) Lage der Leiter (#,) fest. Fiir die Kon-
Abb. 106. Sprung von? auf (¢ 4-1), stnglktion von (23(411))) treffen wir die Vor-
Verfahrenm von Hak. ’i‘ypus: schrift, daB die Zeicheneinheit der Leiter
o= ay e eyt A ag - ey, (¢ & 1) mit der Einheit der vorhandenen

Leiter () in (4) tibereinstimmt, und da nur
das Verhiltnis e;:e, eingeht, kénnen wir den Triger (¢ -4 1) mit dem
Trager (!) zur Deckung bringen (Abb. 106b).  Auf diese Weise erreichen
wir, daB dieselbe Einstellung der Ablesegeraden (§ — y) zugleich £ und ¢,
ergibt. Der Schliissel gestaltet sich wie folgt: Aus § und y finden wir ¢
und ¢,; wir bilden £ 4+ 1 (bzw. £ — 1) und ermitteln mit (¢ + 1) und £, das
Ergebnis . Die Zapfenlinie ¢ muB beziffert werden, wihrend die Teilung (t,)
unterdriickt wird.

Die Umformung einer Summe y = & 4 # in das Produkt « (1 + %)
148t deutlich den Zusammenhang mit den G'auBschen Additionslogarithmen
hervortreten, die wir bereits oben in logarithmischen Netzen bei Einfithrung
der Mehmkeschen Additionskurve benutzt haben. In der GauBschen
Schreibweise ist 1

ogf —loga =4,

logy — loga = B.

Die Ausfithrung des.Sprunges um Eins auf einer logarithmischen Teilung
kann mithin vermieden werden. Die Tafel (x — §) enthilt eine regulire

1) Z. ang. Math. Mech. Bd. 1, S. 154. 1921.
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Leiter A, die zugleich die Funktionsteilung B(A) trigt. Der Schliissel
erfahrt dann folgende Anderung: « und f bestimmen einen Punkt 4 auf
reg(A), der gleichbezifferte Punkt B(4) ergibt mit & die Summe y. Das
Verfahren kann allgemein auf den Typus F;(x) = F,(f) + Fs(y) iber-
tragen werden.

§ 39. Gleitkurventafeln?),

Wenn die auf S. 189 eingefiihrten Teiltafeln f =0 und g =0
nicht mit {ibereinstimmenden Leitern (#) entworfen werden
koénnen, bietet sich zunichst die Moglichkeit dar, in der Tafel
/=0 den aus & und f resultierenden Wert ¢ abzulesen und von
neuem auf der ¢-Leiter in ¢ = 0 aufzusuchen. Dieses Verfahren
ist insofern wenig be-
friedigend, als  die Y #Z
zweimalige  Able- 4
sung einer GréBle er-
forderlich ist, die mit
derdargestellten Funk- [regt]l
tion F(x, £, v, 0) =0
haufig in keinem sach-
lichen Zusammenhang
steht; da die GréBe ¢ *n¥!
zudem auf Leitern ver-
schiedener Struktur t
auftritt, gestaltet sich
dieBenutzungeinerTa-
fel dieser Art unhand- =
lich. Dies gilt in gewis-  Apb. 107. Ubergang zwischen Leitern reg?
ser Beziehung auch fiir und log?¢ durch eine Gleitkurve.
den Sprung um ZEins.

Zu einem neuen Darstellungsmittel gelangen wir auf folgen-
dem Wege. In Abb. 107 sind Ausschnitte aus den parallel liegenden
Leitern z, =regt und z, =logt¢ wiedergegeben, wobei die Zeichen-
einheiten zunichst belanglos sind. Wir denken nun eine Gerade
(das Ableselineal) derart bewegt, dal} sie auf beiden Seiten jeweils
die gleichen Argumentwerte { bestimmt. In der Zeichnung
sind die Einzellagen fiir ¢ =3 und ¢="7 festgehalten. Dann
wird die Schar sdmtlicher erzeugten Einzellagen von einer
Kurve G umbiillt, die wir gem#if der auf S. 130 gegebenen Er-
klirung als Gleitkurve der Ablesegeraden zu bezeichnen haben.

1) Die Gleitkurventafeln sind 1922 vom Verf. eingefiihrt und zu-
gleich mit der nomographischen Entwicklung der dualen Abbildung
(Abschn. VI) im Berliner Ausschufl f. wirtschaftl. Festigung vorgetragen
worden. Vgl. Anmerkung auf 8. 130.
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Wenn nur den (gegebenenfalls auch krummlinigen) Teilungen
z, und z, stetige Teilungsfunktionen zugrunde liegen, ergibt sich
auch in allgemeineren Fillen stets eine wohldefinierte Hiill-
kurve, wie bekannte Uberlegungen aus der Bewegungslehre
zeigen. Wir gewinnen damit ein neues Darstellungselement:

,,Eine Gleitkurve vermittelt den Ubergang von einer

Leiter 2z, = f,(!) zu einer anderen z,= f,(t).

Auf Grund der ange-
gebenen Bewegungsvor-
schrift 148t sich die Gleit-
kurve in manchen Fillen
sehr einfach durch Tan-
gentenkonstruktion her-
stellen. So hat in dieser
Weise Ferner eine Tafel
iber Rohrgewichte ent-

worfen: G =—Z—(D2W d?).y,

von der Abb. 108 einen
Ausschnitt darstellt. Zwi-
schen den aufeinander
senkrechten Tragern I (d)
und 4 wird ein beweg-
liches, metrisch geteiltes
Lineal der Lange D ein-
gepafit; aus einfachen Be-
ziehungen folgt dann, dafl
auf der ungeteilten Zap-
fenlinie A4 die Strecke
t =1 D*—d?abgeschnitten
wird. Fiir die Produktbil-
dung G:%-ﬁ-;}, die
in einer logarithmischen
Tafel erledigt werden soll,

Abb. 108. Rohrgewichte pro Meter: bendtigt man aber log t.
Q=" (D2 —d?) - y. Dieser Wert findet auf
4 dem Trager B Beriick-

Darstellung mit Paarleiter (S. 208) und Gleit- sichtigung. Es handelt
kurve. (Nach einem Entwurf von E. Ferner.) sich also um die eingangs

erérterte Aufgabe, die Tei-
lung reg ¢ in die Teilung log ¢ iiberzufiihren, wobei die Triger 4 und B
eine besondere Lage haben. Man denke sich die Teilungen auf 4 und B
wirklich ausgefiihrt; dann ergibt die Tangentenkonstruktion die Gleit-
kurve @. Im fertigen Tafelbilde werden die Teilungen wieder unter-

driickt. Das System II(y)—~>B—>1II1 (%) stellt eine einfache Leitertafel
vom Typus § 34, 188 dar. — Beispiel: Es seien fiir Aluminiumrohr der
AuBendurchmesser D = 92mm und die lichte Weite d = 80 mm gegeben.
Auf I(d) wahlt man den Punkt 80, paBit von hier aus zwischen I und 4
eine Strecke der Linge 92 ein. Dadurch wird auf 4 ein Punkt bestimmt,
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um den das Ableselineal gedreht wird, bis es die Gleitkurve G beriihrt. Der
nun auf Bermittelte Punkt dient als Zapfen, der mit Hilfe der Teilung I7(y)
die zugehorige Gewichtsangabe auf IIT ergibt.

Was die Konstruktion einer Kurve aus Tangenten anbetrifft,
so ist hier die Geschicklichkeit des Zeichners von derselben Be-
deutung wie bei der Zeichnung von glatten Punktkurven. Nach
elementaren Erfahrungen ist der Verlauf einer Kurve sogar mit
erhohter Sicherheit gegeben, wenn ihre Tangenten festliegen.
Dennoch bleibt die rein konstruktive Herstellung auf einfachste
Falle beschrankt; fir den planmaBigen Entwurf einer Rechen-
tafel ist es erforderlich, die Gleichung der Gleitkurve in Punkt-
koordinaten zu kennen.

Die im Beispiel der Abb. 107 dargestellten Leitern werden durch die
Angaben bestimmt:

Leiter z,: Tréager: =z, =0, Leiter z,: Trager: z, =8,
Teilung: ¥y, =¢. Teilung: y, =10 - (1 — log?).

Demnach ergibt die Gleichung der beweglichen Ablesegeraden
(¥ — 1) * (g — @) = (¥ — ¥1) + (x — ;) unter Beriicksichtigung der be-
sonderen Werte ; ... y,:

1 — logt) —
E%A‘m—yw:o. (235)

Man erhalt die Hiillkurve der Schar (235) in bekannter Weise durch Bildung
der Ableitung

F(w,y;t) =

oF =z (10 - loge
ot 8 ¢
Durch Elimination von ¢ aus (235) und (236) ergibt sich die Gleichung
der Gleitkurve in geschlossener Form; lésen wir nach z und y auf, so er-
halten wir eine Parameterdarstellung:
x___S-t _1434.¢4—-10-¢- logt
Tira3e YT ¢+ 4,34

+1)+1=0. (236)

237

Im allgemeinen Falle gestaltet sich der Rechnungsgang wie
folgt:

Leiter 1. x;, ==, (), Leiter 2. z, =u,(?),
h=u.0). Yo =Y (1)
Aus der Gleichung der beweglichen Geraden
Flx,y;0) =2y — ya) —y (@ — @) + (195 — @%,) =0 (238)
und der Ableitung ‘

aF i ’ / / ! ’ ’ s
o7 =W —y2) —y (21 — k) + (@1 s — 22y, F21y2—25y3) =0 (239)
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gewinnen wir durch Auflésung nach x und y eine Parameterdar-
stellung z=a(t), Y=y, (240)
die u. U. in die geschlossene Form iiberfithrt werden kann.

Nur beildufig sei erwéahnt, da in der auf S. 17 behandelten Reduktion
der Zeicheneinheit das Projektionszentrum C als Ausartung einer Gleit-
kurve angesehen werden kann. Aus der projektiven Geometrie ist bekannt,
daB8 die Gleitkurve, die den Ubergang zwischen projektiv verwandten
Leitern vermittelt, ein Kegelschnitt ist; dieser artet in einen Punkt aus,
wenn die projektiven Leitern in perspektivische Lage gebracht werden.
Hierauf beruht die projektive Konstruktion (S. 60).

Wenn einzelne Teile einer Gleitkurve in ein Gebiet weit auBlerhalb des
Zeichenblattes fallen, also nicht herstellbar sind, so liBt sich die Ablese-
gerade durch Richtungslinien praktisch hinreichend festlegen. In
Abb. 109, in der die Gleitkurve den Ubergang zwischen den Leitern #2

S
N

Abb. 109. TUbergang zwischen #2 und sint. Gleitkurve G und
Richtungslinie R.

und sin ¢ vermittelt, kann fiir die Punkte (¢2) etwa zwischen P; und P,
der Bildpunkt des positiven Wertes sin ¢ nicht einwandfrei gefunden wer-
den; die Richtungslinie R gewédhrt in diesem Bereich geniigende Sicherheit.
Wir werden dieses Hilfsmittel jedoch auf einzelne Stellen einer Darstellung
beschrinken. Falls groBere Abschnitte einer Kurve unzugénglich sind, und
zwar derart, dafl eine grofiere Anzahl von Richtungslinien notwendig wird,
konnen wir eine giinstige Lage stets durch geeignete Anordnung der zu-
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gehorigen Leitern erreichen. Wird unter Festhaltung der einen Leiter die
andere (etwa z,%,) zundchst verschoben und gedreht, so haben wir beim
Ansatz der Gleichung (238) statt der Werte z,¥y, die Funktionen

Ta= %) cosp-+ Y, () - sing + a,

ho= — (@) -sing + y, () - cosep + b
zu berticksichtigen; in Gleichung (240) gehen dann die drei freien Para-
meter @, b und ¢ ein, so daB sich oc® Méglichkeiten bieten, Gestalt und
Lage der Gleitkurve zu beeinflussen. Fiir die Praxis erweist sich dieses
Verfahren als zu schwerfallig; es handelt sich zumeist um parallel gestellte
Triger, und wir werden zeigen, daB allein durch MaBstabsinderung der
einen Leiter eine giinstige Gebietsverteilung erreicht werden kann.

Abb. 110 stelle in der linken unteren Ecke einen Teil einer
Leitertafel dar; z, =0, y;; %, =1, y,; im ersten Oktanten sind
durch die Geraden z=1,2, 3, 5, 10 und y =1, 2, 3, 5, 10 die
mit 1 bis 14 bezeichneten Gebiete entstanden. Die Leiter z; = 0, y,
werde festgehalten, die Leiter x, = 1, y, einer MaBstabsinderung
unterworfen. Dies kann stets durch projektive Verzerrung der
Ebene erreicht werden. Wir beschrinken uns auf die Diskussion
von zwei besonderen Fillen.

Soll die Leiter 2 in der halben Zeicheneinheit entworfen werden,
8o handelt es sich darum, die Grundtafel

=0, ¥ z=1, ¥,
in die Bildtafel

§=0, n=y; Ea=1, ny=14ys
iiberzufithren; es ergibt sich die Verzerrung

Durch Abbildung der Koordinatenlinien (x) und (y) erhalten wir
die in Fig. 1111) dargestellbte Anordnung, aus der hervorgeht,
daB unzuginglich liegende Gebiete durch Reduktion einer Zei-
cheneinheit leicht in erreichbare Lage gebracht werden kénnen.

Bedeutsamer als die MaBistabsinderung ist die Umkehrung
einer Leiter auf ihrem festen Triager. Wir wollen die Grundtafel

v =0, y; zya=1, y,
in die Bildtafel
&=0, n =1 =1, pp=1—y,
umwandeln : x x—y
Tox 1 TTox 1
[Gebietsanordnung Fig. 1121).] Die Abbildung vertauscht die
innerhalb und auBerhalb des Parallelstreifens x =0 bis x =1

1) Die Figuren 111 und 112 muBiten in groBerem MaBstab als Abb. 110
entworfen werden.
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Abb. 110. Gebiete auBerhalb des Zeichenfeldes.
(Leitertafel ; =0, 1, =0...1, x; =1,
Yo = 0... 1.)
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&)

Abb. 112. Richtungsinderung der Leiter ,y,
Verzerrung der Ebene:
B _* 2=y
T 1 "T 1"
Annsherung der fernen Gebiete.

4131 2

7

liegenden Punkte, es ist also stets moglich, auBerhalb des Parallel-
streifens verlaufende Gleitkurvenziige in den Parallelstreifen zu
verlegen. Die Durchfilhrung einer Verzerrung eriibrigt sich im
einzelnen Falle, Mafstabstinderung oder Umkehrung fithren allein
zum Ziel.

1 0 0
Die zuletzt behandelte Abbildung (a) = (1 —1 0} ist, wie aus

1 1 2 2 0 —1
(4) ={0 —1 0] hervorgeht, ihre eigene Umkehrung; wir kénnen
0 0 —1

daher den Figuren 110 und 112 zugleich die Abbildung des Parallel-
streifens entnehmen.

In Fig. 107 wird der Umstand, daBl die Ablesung des Argu-
mentes auf der Leiter 2, mit der Ablesung des Argumentes auf
2, identisch ist, durch die Beschaffenheit der Gleitkurve @ be-
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dingt. Wir kénnen nun eine andere Gleitkurve G derart be-
stimmen, daB sich auf Grund der Bewegungsvorschrift zur Ab-
lesung ¢ auf z, der Wert 2 auf z, ergibt. Dies 1aft sich leicht ver-
allgemeinern und fithrt zu einem praktisch bedeutungsvollen Er-
gebnis: auf beliebigen Leitern z,(x) und z,(f) 148t sich jede
Funktion § = f(x) mit Hilfe einer Gleitkurve darstellen. Es ent-
halte f einen Parameter y, dann ist die Gestalt und Lage der
Gleitkurve von & und f unabhingig; &ndert sich dagegen y, so
erfihrt auch die Gleitkurve Anderungen, und wir erhalten in der
Ebene der Leitern z, und z, eine Schar von Gleitkurven G,
Gy, ..., wenn y die Werte p,, p,, . . . durchlauft.

Jede Funktion K (a, f, y) =0 kann in einer Leitertafel mit
beliebig unterteilten und gestalteten Leitern (x) und (8) und
einer Gleitkurvenschar (y) dargestellt werden. Wir nennen Tafeln
dieser Art Gleitkurventafeln.

Die theoretische Bedeutung dieses Satzes wird an spéterer
Stelle (S. 228) klar hervortreten; sein praktischer Wert 148t
sich dahingehend kennzeichnen: fiir die Darstellung der Funktion
K («, B, y) =0 schlechthin verfiigen wir iiber genug brauch-
bare Tafeltypen, so daf kein zwingender Anlaf vorliegt, Gleit-
kurventafeln heranzuziehen. Es handelt sich aber vielfach um
eine besondere Aufgabe. Fiir die Funktion

H(x,$,06,..)=0 (241)
sei eine brauchbare Leitertafel entworfen, und zugleich werde die
Lgsung K(x,B,7)=0 (242)

verlangt. Es ist dann moglich, daf} sich bei dem fiir H = 0 not-
wendigen Aufbau der Leitern die Funktion K == 0 nicht darstellen
laft, oder dafl sich fiur K = 0 iberhaupt keine Leitertafel im
engeren Sinne ergibt. Die Notwendigkeit, in derartigen Féllen
eine besondere Darstellung K = 0 zu entwerfen, wird in Gleit-
kurventafeln vermieden. Wir kénnen K =0 stets im Rahmen
einer vorhandenen Leitertafel H = 0 mit Hilfe einer Gleitkurven-
schar derart darstellen, daB K =0 durch dieselbe Lage der
Ablesegeraden bestimmt wird, die fiir H = 0 gilt. In diesem Er-
gebnis wirkt sich die wesentliche Bedeutung der neuen Methode
aus. — Zumeist liegen in der Praxis die Verhéltnisse derart, da$3
H =0 als Hauptfunktion, der Parameter y in K =0 als Be-
gleitwert anzusehen ist. Dies bedeutet aber, dall der Werte-
vorrat von y im allgemeinen auf wenige, diskrete Werte be-
schrankt bleibt, zwischen denen eine Interpolation nicht immer
notwendig ist. Die Gleitkurvenschar wird also hiufig nur wenige
Glieder enthalten miissen.
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Beispiel. Bei der auf S. 184 ausgefiihrten Darstellung
T="T(l—e? (243)

. . 1 e
ist es wiinschenswert, die Zeitkonstante —— zu beriicksichtigen, um auf

b
diese Weise zu einer Abschitzung der Zeit fo zu gelangen, nach der sich
der stationare Zustand merklich einstellt. Wir setzen foo gleich der n-fachen
Zeitkonstanten und messen foo in y Zeiteinheiten #,:

n

foo =5 =7+ Iy (244)
Setzen wir ferner 22=1— e_ —”—, so folgt aus (243):
T, = Too - 2% (245)

In der vorhandenen Darstellung (243) soll durch jede Lage 7', — Ty — T
des Ableselineals zugleich der aus (245) folgende Begleitwert z (bzw. y)
ermittelt werden. Aus formalen Griinden wihlen wir das folgende Ko-
ordinatensystem:

Leiter (Too): 2, =—1, Leiter (Ty): xy=+1,
10 T,
y1=m, yz=ﬁ-

Unter Beriicksichtigung von (245) lautet die Gleichung (238) der beweg-
lichen Geraden nach einigen Umformungen:

F=01.Ti@+1)—2y T, —1022(z — 1) =0. (246)

Fiir einen bestimmten Wert y ist z konstant, daher ist fiir eine Gleit-
kurve (y) die GroBie T, als Parameter der Tangentenschar anzusehen:
oF
- =0.2. N —_ ={.
T, 02:-Ty-(x+1)—2y=0 (247)
Die Elimination von T, ist leicht durchfiihrbar und ergibt die Gleichung
der Gleitkurve (y) in geschlossener Form:
a2
Tt
Eine Gleitkurve fiir den festen Wert z ist demnach eine zwischen den
Leitern T'eo und 7', gelegene Ellipse mit den Halbachsen 1 und z. Bei
Verdanderung von z ergibt sich eine Ellipsenschar mit gemeinsamer Haupt-
achse. Die Bezifferung wird naturgemifl unmittelbar nach y vorgenommen?).
Gleitet fiir eine Ablesung 7'; — T, — Too das Lineal an der Kurve y, so
tritt die stationidre Temperatur merklich nach der Zeit foo =1y ¢, ein.
(Siehe Abb. 97 auf S. 184; der Darstellung liegt n = 7 zugrunde.)

—1. (248)

§ 40. Fluchtlinientafeln mit Paarleitern.

Wir haben noch den auf S. 189 angegebenen Fall zu erértern,
in dem eine der Teilfunktionen, g = 0, nicht durch eine Leiter-
tafel dargestellt werden kann oder aus praktischen Griinden in

1) Alle Ellipsen (248) lassen sich leicht durch affine Konstruktion aus
dem vorhandenen Halbkreis, dem Triger (7,), ableiten.
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einer Netztafel erscheinen soll. Die in f = 0 aus & und f gefundene
GroBe ¢ reprasentiert eine Folge von Wertepaaren (y, d), die
Leiter (t) erweist sich demnach (wie jede Zapfenlinie) als Paar-
leiter. Fiir die Tafel g =0 liegt der Aufbau der Teilung (¢)
fest; da wir jede Funktion G(y,d,t) =0 in jedem beliebig ver-
zerrten Funktionsnetz, z. B. (¢, y) darstellen kénnen, bereitet der
Entwurf im vorliegenden Falle keinerlei Schwierigkeiten. Es sei
bemerkt, daB fiir die Konstruktion der Tafel ¢ =0 mit vor-
geschriebener Teilung (¢) die im Abschnitt IV entwickelten Ge-
sichtspunkte Platz greifen.

Als Beispiel kann die auf S. 185 behandelte Tafel zur Volumreduktion
von Gasen dienen. Legen wir als Sperrfliissigkeit KOH von %9, Konzen-
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Abb. 118. Rohrgewichte pro Meter. Darstellung in vereinigter
Netz- und Leitertafel.

tration zugrunde, so ist den Verinderlichen f, H und ¢ die vierte Variable &
hinzugefiigt. Die Netztafel ¢, .. — &, — &, die wir auf 8. 186 als be-
sondere Darstellung angegeben haben, kann unmittelbar an der vorhan-
denen Leiter ¢y, ... angeordnet werden. — Auch der Entwurf von Ferner
kann im Teile 7 — A als Netztafel ausgebildet werden, so da8 die Zapfen-
linie 4 als Paarleiter auftritt. Es ist daher ohne weiteres moglich, in
Abb. 108 die Zapfenlinie B unmittelbar als Paarleiter herzustellen (s.
Abb. 113). Aus methodischen Griinden ist der Netztafelteil d - D—¢
nach auflen verlegt; dadurch ergibt sich fiir y eine ungiinstige Zeicheneinheit.
In anderer Anordnung werden die Ausmessungen der Tafel kaum ver-
grofert, und wir erhalten E (log y) = F (log G).

Bei sorgfaltiger Herstellung in Form eines Recheninstru-
mentes konnen die Tafeln mit Paarleiter eine sehr handliche Aus-
fihrung erfahren. Halten wir in Abb. 113 einen Wert d fest,
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etwa d =50, und verindern. lediglich D, so liegen simtliche
Bildpunkte (d, D) auf der Geraden d = 50; die Linien (D) be-
stimmen eine gerade Leiter, und die Rechenlinien (¢) haben
allein die Aufgabe, den ,,Leiterpunkt D auf den Trager [t] der
Paarleiter zu verlegen. Diese Operation kénnen wir mechanisch
ausfithren, indem wir die Netztafel d-—>D ¢ parallel ver-
schiebbar anordnen. Die Scharen (d) und (t) werden unterdriickt,
da die Ablesung unter einem festen Zeiger (Faden) erfolgen kann
und die Einstellung d zweckméBig langs einer geraden Teilung an
einem Index vorgenommen wird. (S. Abb. 114.) Falls der Werte-
vorrat d auf wenige diskrete Glieder beschrinkt ist, kann es sich

Abb. 114. Schema. Recheninstrument mit variabler Leiter (y, ).

empfehlen, an Stelle der Kurven (D) die Leitern (D) abhingig
von d wirklich auszufiihren. Dafl u. U. auch die Anordnung auf
einer Walze in Frage kommen kann, sei nur beiliufig erwihnt.
Parallaktische Ablesefehler lassen sich in mannigfacher Weise
vermeiden.

Da jede Funktion g(y,d;¢) =0 in jedem beliebigen Funktionsnetz
(y, t) darstellbar ist, kann das Verfahren auch im allgemeinen Falle Platz
greifen, auch dann, wenn der Trager [¢] krummlinig ist. Auf die Moglich-
keiten, Leitern in ihrem eigenen Tréger verschieblich anzuordnen, wollen

wir im einzelnen nicht weiter eingehen, da die zugehérigen Funktions-
formen ohne Schwierigkeit sofort angegeben werden kénnen.

§ 41. Erweiterung der Methode der fluchtrechten Punkte.

Die Vorteile, welche die Methode der fluchtrechten Punkte
gewihrt, haben wir in den vorhergehenden Ausfithrungen noch

Schwerdt, Nomographie. 14
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keineswegs erschopfend ausgeniitzt. Bei Auswertung der Schliissel-
gleichung (§ 34, 182) haben wir die Koordinaten «; y; stets nur als
Funktionen einer Veranderlichen angesetzt; diese Beschrinkung
kénnen wir fallen lassen. Setzen wir x; = x; (&4, &,), y; = ¥1(&1,8,),
so erhalten wir ein Netz von Kurven («,) und Kurven (x,); jeder
Punkt des Netzes ist Bildpunkt eines Wertepaares («,, &,), wo-
bei «; und &, unabhingig voneinander sind. In die graphische
Rechenvorschrift fiigt sich ein Netzpunkt «,, x, ebenso ein wie
ein Leiterpunkt.

Wir wihlen beim Ansatz der Schliisselgleichung die Koordi-
naten xz; und ¥, in der soeben angegebenen Weise, x,y, und x5y,
jedoch so, daB sich eigentliche Leitern ergeben; wir erhalten dann
eine Tafelform, wie sie in Abb. 115a schematisch dargestellt ist.
Der Ubergang zu Funktionstypen zwischen fiinf Verinderlichen,
01, Kgy &gy &y, B, kKann nun leicht in der Weise erfolgen, dafl auch
%, und ¥y, als Funktionen je zweier Veranderlichen gewahlt werden
(Abb. 115b). Im allgemeinen Falle

Ly (o, ) Yy (g, 00) 1
Ty (X3 g) Yo (K3, 04) 1| =0 (249)

Ty (05, Xg)  Ys (X5, 0) 1

ergibt sich eine Tafelform (Abb. 115¢) fiir gewisse Funktionen
zwischen sechs Variablen.

Auch hier hat sich das typenbildende Verfahren als vorteil-
haft erwiesen; dabei kénnen wir unsere Untersuchung an jede
der oben hergeleiteten Grundformen anschlieBen. Beziehen wir
uns beispielsweise auf die Gleichung § 36, 200, so fithrt der Ansatz

=0, ¥ =Fy(x),
=1, =1-Fy(h),
Xy Yo 2(P) (250)
Lo — ,-,_177 Ys = >_}: F3,4(;/7 6l
Pl 1G (0 T 116Gy, (7,0)
auf eine Darstellung der Funktionsform:
FI(“):F2(ﬂ)—i_:'F3’4(y’ (5). (251)

G3,4 (7,9)

Es versteht sich von selbst, dafl an Stelle von (250) der allgemeine
projektive Ansatz (§ 36, 204) treten kann. Da F; , und G;, , be-
liebige Funktionen sein kénnen, ist in (251) ein hoher Grad von
Allgemeinheit erreicht. Wir haben jedoch eine Bedingung aus-
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driicklich festzustellen: die Funktion F; , und G; , miissen un-
abhéngig voneinander sein, Fj; ,+ ¢(Gy 4); andernfalls wird
durch zg, vy, eine Kurve definiert, wihrend unser Ansatz auf der
Voraussetzung beruht, dafl sich als Triger der Bildpunkte (y, )

/"‘2/ yz V

g

&5
Abb. 115 a, b, c. Schema. Typen fiir vier, finf und sechs Verinderliche.

ein Netz ergibt. So fallen z. B. die Funktionen (251), in denen

Fsa=y+9, Gya=r"42y040% (Fy,4=+710,,), oder
1 1

Fyp,=e-¢, Gy,=— |InFy,=-" i i i

3,0 =¢" "¢ 4= 015, (n 3,4 G3,4)’ nicht in die

14*
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Gruppe der durch (250) darstellbaren Funktionen. Die Be-
dingung Fy 4+ @ (G,,4) 1aBt sich leicht priifen:

t")F_ oF
0y 00 | 252
oG oG T 1) (252)
EPAEY)
Beispiel ' -
oF oF G
e CH G3,4:‘/2+2‘/6+52- dy=1’ 33:1; 7};:2(7‘*‘5),
oG . (611’ 011’)((9@% _ .
g5 = 2(y + 0); 9,°03) %.06) = 1. Nicht darstellbar.
Foy=y+36, Gyu=p-0.
OF OF | 0G_, 0G_. (0F OF) (60.00)_y
gy ‘98 7 gy > 98 U \g 88/ \Gyas) T 5
Darstellbar.
Als einfaches Beispiel behandeln wir die Funktion
B4 r+é
o = T (253)
ooy 1. (9F_6F)_(<9G_6G)_
nach dem Ansatz (250) mit 7 =1; (a—y a5\ Gy tas) = 1.
=0,
___55 Ty = 1’
I
x3 - 1 —y _+ 6 ’
h= &,
Y2=1F,
R s
/ S = Ear
_.~ Aus z; und y; folgern wir:
7 + 0= — g.j s
T3
Cso1 L
Z3
mithin
—55 Y= (1 —29) w3 — 1;
Die Scharen (y) und (8) kén-
nen mit Hilfe reguldrer Tei-
lungen  entworfen  werden

Abb. 116. a+(y — ) =f +y + 6. (Abb. 116).
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Man hat Darstellungen nach Art der Abb. 116 als vereinigte
Netz- und Leitertafeln bezeichnet. Es konnen in der Tat die
beiden folgenden Auffassungen Platz greifen: das Primire ist die
Leitertafel « — f#, die Bildpunkte (y, ) erscheinen auf einer
verallgemeinerten Leiter mit netzférmigem Triger, oder, es liegt
eine Netztafel mit den Scharen (y), () und der Schar der Ab-
lesegeraden vor; die zweifache Schar der Ablesegeraden wird auf
den beiden Leitern (%) und (8) ,beziffert“. Die Gleich-
berechtigung beider Auffassungen wird auf S. 233 im allgemeineren
Zusammenhang hervortreten.

Wir haben oben mehrfach Typen der Form

F (&) Fy(y) = Fy(B) + F4(9)

untersucht (z. B. Abb. 101, 105, 108, 113); diese lassen sich
leicht im Anschlul an den Ansatz § 34, 190 darstellen!):

z =0, h=F(x),
2, =1, Yy =1 Fy(B),
. (254)
X, = I Yo = Z, (3 * X )
ey R ;F ®)
2y = — 4 .

Auch hier wird erst durch projektive Verzerrung

a; 0 O
(@) =] 0 G ag

@31 Qga Q33
die Allgemeinheit des Ansatzes erreicht:

2, =0,
%11
= s L Fy (B) + (ag + ags)
@y = 1y ,
— A LF3 () — agp LF 4 (8) + (@51 + ags)
_ g Fy (&) + ag (255)
T Uz Fy () + gy’
Yy = Apa L5 (B) +(@g + s5) ’
U3 L3 (B) + (a3 + ass)
o aglF(y) — A5p L F g (0) 4 (@ + Ag3)
o= _ gz L Fy (y) — Ao LF 4 (0) + (@3 + as5) ’

1) An Stelle des dort eingefiihrten konstanten Anstieges ¢ tritt die
Funktion z,(d).
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Durch Elimination von F, bzw. Fj erhalten wir die Gleichungen
der Scharen:

() [Ay (1 —1-Fy(p)) — Azl + 81150y — 01382 =0,
(9) x¥ (A LF, (0) -+ Ayp) + 011 0g3y™ — a3095 = 0.

Beispiel. In der Hohe 2=0...10000 m iiber dem Meeresspiegel
wird bei der virtuellen Mitteltemperatur ¢ = — 50°. . . 4 30°C der Luft-
druck b mm Hg gemessen. Die Reduktion auf Meeresniveau und 0° C ergibt
B=1700..,800mm:

h 1

18387 "1 + at"

Die Ubereinstimmung zwischen (256) und der unter (254) behandelten
Grundform kann in mannigfacher Weise hergestellt werden, fiir die Aus-
wahl einer Zuordnung der Funktionen F sind allein praktisch-sachliche
Gesichtspunkte mafgebend; wir wahlen

log B — logh = (256)

1
F. @) = T ai’ F,(B) =log B,
h
Fa(h)zm, Fy(b)= —logh.

Die Darstellung soll in einer Tafel mit parallelen Tragern (¢) und (B) geleistet
werden: ag ='ag =0, ag3=1; A,3=0. Fir die ibrigen Parameter
sind die vorgeschriebenen Bereiche bestimmend. Da der Bereich -log B
auflerordentlich klein ist, mu8 a,, « I sehr groB gewihlt werden; mit Riick-
sicht auf den Bereich ¢ setzen wir a,, = — 400, I = — 10, so daB sich fiir
log B die Zeicheneinheit 4000 mm ergibt. Um bei der Konstruktion zu einer
giinstig liegenden Bezugsachse zu gelangen, nehmen wir a,; = 400. Durch
den Abstand der Leitern (£) und (B) ist a,, festgelegt, wir wihlen a,; = 200.
Es kommt noch darauf an, die Teilungslingen von (f) und (B) gemaB
Abb. 85 giinstig anzuordnen. Das an Hand der Abb. 86 beschriebene Ver-

fahren ergibt a,; = — 11920. Es handelt sich also um den Entwurf
200 0 0
(@) = — 11920 — 400 400
0 0 1
z; =0 Y = 1_:00?15—{—400) mm,
2, = 200 mm, Y3 = (4000 - log B — 11 520) mm ,
24 200 mm

= 10,000543¢"
Schar (b): (4, = — 400; A,, = 11920);
y¥ = 0,022 [1000 - log b — 2980] + 400.

(Siehe Abb. 117.) Da die Scharen (k) und (b) sich unter verhiltnismiBig
spitzen Winkeln schneiden, sieht man zweckmiBig davon ab, das Netz (h, b)
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herzustellen; man fiibrt einzelne Leitern (b) abhéingig von % aus. Dem-
zufolge werden wir die Gleichung y* nicht als Gleichung der Schar (b)
lesen, sondern fiir die Teilung log b die Zeicheneinheit 0,02 2* - 1000 an-
setzen. Die einzelnen Leitern (b) werden nach dem auf S. 17 beschriebenen
Reduktionsverfahren mit Hilfe verschiedener Projektionszentren abgeleitet!).
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Beispiel, h = 1500 m, ¢t = —25°, b=612 mm. Ergebnis B= 752 mm.
Durch dieselbe Einstellung des Ableselineals kénnen die Werte b in anderen
Hohen b abgelesen werden. (Hinaufreduzieren).

1) Meteorol. Z. 1921, S. 139{f.
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Bei der Diskussion der logarithmischen Leiter haben wir die Zeichen-
einheit I mm aus gegebener Teilungslinge A mm und dem Numerushereich
& . . ., ermittelt (S. 67, § 15, 33):

L 4 =loga, — loga, .

l
Bereiche: 1 =50...500mm, 4 =20...300mm,
x=01...5, o =0,6...580.
Ansatz: 2, =0, Y= L()l@ ,
xz, = 20, ys = 10 + 10 - log &, ,
2000 " %01 . . A
x3 = a5100° y¥ = ¥ ({logxy+4). (Zeicheneinheit 1 cm).

Die Ableitung aus (255) sei dem Leser iiberlassen; die Tafel ist im An-
hang IIT wiedergegeben.

§ 42. Aufgaben.
Zu § 34.

105. Der Widerstand R Ohm pro Meter eines kreisrunden Drahtes soll
abhingig vom spezifischen Widerstand ¢ und vom Drahtdurchmesser d mm

in einer Tafel mit parallelen Trigern dargestellt werden: R = 460 .
Bereiche: d — 0,03 ... 3mm, o=0,01... L wd?
106. In einem Sinuspapier,  beliebig, y = - sing, soll die Funktion
a-sina 4 b-sinf 4 c-siny + 1 = 0 durch eine Leitertafel mit reduzierten
Zeicheneinheiten wiedergegeben werden (a, b, ¢ konstant).
107. Darstellung der Funktion @ =" durch den Ansatz =z, =0,

yy =1-loga; z,=d, yZ:—-;«logb; Ys=0. 23=7

108. &¢=1£.0,00016 p in einer Tafel mit zwei parallelen Triagern zu
entwerfen. (Temperaturkorrektion einer Barometerablesung.) Bereich:
p=100...800mm, t=5...50° ¢=0...5mm Anleitung: z; = 0,

b
Yr=bL-p; By=0y, yp =0y — by, y3= ix:i'

109. Bei pyrometrischen Messungen handelt es sich hiufig um die Aus-
wertung der Funktion « -log4 = log A’. Bereiche 4 und 47 =0,01...1,
«=0,56...1,5. Darstellung in einer Tafel III. Anleitung: Die Leitern 4
und A4’ sollen sich in entgegengesetzten Richtungen entwickeln (warum ?):
%, =0, yy=1-logd; x,=aqa, y,=10(4—logd’); y,= — %l:c3.

1

110. Die in § 12 (16) angegebene Beziehung o, = o - 21" soll in
einer Leitertafel (x;), («,), (») mit parallelen Trigern dargestellt werden.
Bereiche: «; =1...10, o, =0,2...150, 2 =0,25...0,75, 1,5... 10,
—025...—10.

111. Bei der Kritik vor Versuchsreihen handelt es sich um die Ermitt-
lung des Wertes m = I/ pl—l.v@, wobei p; + p, = 100. Bereiche: Anzahl
der Beobachtungen N = 50...10000, p, = 0,25...509.
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u § 36.
112. Die Gleichung des Trigers (f) in Ansatz (204) anzugeben.
113. Welche Abbildung fiihrt den Trager () in die Lage #, = &, iiber?
114. Die quadratische Gleichung y* + xy + £ = 0 soll durch den Ansatz

o_ll\lool
1. © |
— 0 1[0 @ 0 |=0
()

L
‘

i /
] 2

— 1 1 1,2a a |

I ;

dargestellt werden. Entwurf der Tafel.

115. Der Ansatz (205) § 36, I = 1, soll derart abgebildet werden, dafl
der Trager (y) in eine Parabel iibergeht, deren Achse unter 45° gegen die
&-Achse ansteigt. Wenn eine feste Parabel gewdhlt worden ist, laBt die
Aufgabe noch oco! verschiedene Losungen zu. Wie kann dieses Ergebnis
nomographisch ausgewertet werden ?

116. Eine Freileitung der Spannweite 4 = 20 ...100 mm, der Draht-
lainge 1=20...100 m hat den Durchhang d=0,1...2m:

A2 1 A4 5d>=0.

(Es kommt nur die positive Wurzel 4 in Betracht; wie wird dieser Um-
stand nomographisch ausgeniitzt?). Entwurf der Tafel. Gesucht sind
! oder d.

117. Darstellung des Ansatzes (209) mit ¢ =1 und a = 0,1

118. Es ist zu untersuchen, durch welche Verzifferungen die in n Abb. 97
dargestellte Tafel erweitert werden kann.

119. Bei der rechtwinkligen Parallelprojektion nach axonometrischer

2 .
Methode (S. 26): e, :¢,:e,=m:n:1, ¢,:e=a, mz—%nz—&—l:;, gilt

die Beziehung cosgp = Lyn‘* — (1 —m??, cosy = i V‘ﬂzifﬁ — n?)2.
Darstellung durch Ansatz (2()3) Bereiche: mundn=1} ... =30...90°;

der Schwerpunkt des Bereiches (¢) Liegt zwischen 60 und 90°
120. Die in 119 angegebene Funktion soll mit einem kreisférmigen
Trager (m) dargestellt werden (£2 4 »2 = §&).

Zu § 37.
121. Wenn sich zwischen zwei Fliissigkeiten der Temperatursprung von

Y/
¢’ bis ¢’/ andert, ist die tibergehende Warmemenge @ proportional 1—t7~—f—;, .
Bereich: ¢ :¢”"=1...100. n#’ —In?
122. Darstellung der auf S. 142 angegebenen Schwerpunktsformel.

123. Fir Klemmgesperre oqlt y <7, tgyo= S L A—
w=0,10...0,50; y,— 10. ’ Sin & + 2 cos o
124. Das Widerstvandsmoment eines hohlen quadratischen Querschnittes
4__pa
betragt bei Auflage einer Kante W, = 1. u, bei Auflage einer
HY — 1t 6 H

Diagonale W, = ~1~]/§ . Darstellung in einer Tafel.

H

ﬁzﬂf
125, (x—/)’-{—y
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126. Es ist der Ansatz x;, = 0; y, (&); 2=y, — 92 ¥.(f); 2i=y;— 2,
1 1

7 zu untersuchen. Anleitung: = =, ==
B e ¥ RSRE T BTG T

127. Typenbildung auf 2, =0, 2,9y, =c¢, z3y;=d. (d=c).

Zu § 38.
128. Darstellung von «-f =7y + § auf geraden Trigern.

1 1 1 1 — « b ¢ d e —_
129.E—+F+7+7_0. 130. . f%.p°. 8% &%+ .« = const.

131 & =y . 2.

132. Inwiefern enthilt die Funktion (226) nur zwei unabhingige Ver-
anderliche ?

133. Darstellung der Funktion (226) nach dem auf S. 195 angegebenen
Verfahren.

134. Tg(B + ix) = M - ei9. Zerlegung in Teilfunktionen.

135. Der Hauptwert A4 -+ Bi = Log(x - if) ist abhingig von & und g
darzustellen. Warum ist die logarithmische Tafelform vorzuziehen ?

6 .
136. H= 107z -5 Helligkeit eines wagerechten Flichenelementes,
@ 4 22 2

x horizontale, z vertikale Entfernung von der Lichtquelle 100 HK. Dar-
stellung nach § 36 und nach dem Verfahren von Hak.

2
137. H = 0,00277 - (%) 40,6-U%%, (Formel von Reiche.)
138. Gof(x + if)=A + Bi. — 139. Gin(x + ¢p)= A4 + Bs.

Zu § 39.

140. Die Gleitkurve ist durch Tangentenkonstruktion zu ermitteln, die
den Ubergang von x, =0, y, =sint zu 2, =1, y, =12 bewirkt. Wie
dndert sich die Kurve, wenn x, =1, y, = —t? zugrunde gelegt wird?

141. Bei der Berechnung von (rohen) Zahnradern tritt die Funktion auf:

5171 . ‘/ith . Begleitwert = —? =25 =3, =4.

8,
.

=

Darstellung in projektiver und logarithmischer Tafelform.
Zu § 41.
1
142. G:%(Dz —dy. 143 Do =mi4omi.

144. Darstellung der barometrischen Hohenreduktion auf parallelen
Leitern (b) und (), auf parallelen Leitern (B) und (), sowie auf dem paralle-
len System (b) und (¢). Aus welchen Griinden ist die in Abb. 117 gegebene
Darstellung vorzuziehen ?

145. cosa = cosb cosc + sinbsinc cosx. Anleitung: a; =0, y; =cos .
=1, y,=1.cosa. Warum ist [ < 0 empfehlenswert? Diskussion des
Netzes (b, c) abhingig von 1.

146. 28 + a2+ f24y=0. Anleitung: I 2,=0, y, =—§;
=1 gp=—p I =0, yy=—0; ay=1; yp=— 4



§ 43. Die spezielle Dualitit. 219

VI. Duale Abbildung einer Ebene.

§ 43. Die spezielle Dualitiit.

Die Untersuchungen des Abschnittes V haben gezeigt, dass
die Fluchtlinientafeln in bemerkenswerter Analogie zu den ge-
radlinigen Netztafeln stehen (Abschnitt IV). Die Ubereinstimmung
wesentlicher Ergebnisse, die am deutlichsten in den dargestellten
Funktionstypen zum Ausdruck kommt, liegt in der Gleichartigkeit
der Schliisselgleichungen begriindet. Beim Entwurf einer gerad-
linigen Netztafel handelt es sich darum (§ 29, 153), die Linien-
koordinaten % und v von Geraden so zu bestimmen, da3 der An-
satz

w, v 1|
Uy Vo 1|=0 (257)
ug vy 1

erfiillt ist; die Konstruktion einer Fluchtlinientafel (§ 34, 182) er-
fordert die Bestimmung von Punktkoordinaten 2 und y von
Leiterpunkten im Rahmen der Determinante:

z Yy 1
Xy Yy 1|=0. (258)
z3 Yy 1

Die Schliisselgleichungen stimmen in beiden Fillen formal
iiberein, und wir erhalten verschiedene Darstellungsarten nur da-
durch, daB wir den (verinderlichen) Elementen der Determinante
verschiedene geometrische Deutungen geben. Wir sind daher in
der Lage, jeden vorgelegten Entwurf einer geradlinigen Netztafel
in eine Leitertafel zu ,,iibersetzen, indem wir statt der Linien-
koordinaten u;, »; die Punktkoordinaten ;, y; einzeichnen, und
umgekehrt jede Fluchtlinientafel in eine geradlinige Netztafel um-
zuwandeln. Es kann daher auch die Untersuchung der wichtigen
Frage, unter welchen Bedingungen die Darstellung von F(x, 8,7) =0
in einer Fluchtlinientafel méoglich sei, auf die fiir geradlinige Netz-
tafeln vorgenommene Untersuchung reduzibler Funktionen zuriick-
gefilhrt werden (§ 29).

Die Zuordnung zwischen den GroBen u;, v; einerseits und «;, @;
anderseits heift Dualitidt, sie bezieht sich nicht allein auf die
Determinanten (257) und (258), sondern stellt ein allgemein-
giiltiges geometrisches Prinzip dar.

Ersetzen wir die Linienkoordinaten u, v durch Punktkoordi-
naten z, y, so tritt an Stelle einer geraden Linie L ein Punkt P,
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und wir haben demzufolge einem Punkte P eine Gerade L zuzu-
ordnen. Wir erkennen dies leicht, wenn wir von der Gleichung

u-x4+vy4+1=0

ausgehen. Sind «# und v konstant, v = 4, v = B, so stellt

(259)

A-x+B-y+1=0 (260)
eine Gerade dar; die Bildpunkte sémtlicher Wertepaare (, y), die
(260) gentigen, liegen auf dieser Geraden. Werden dagegen =z
und y festgehalten, und zwar x = 4, y = B, so ist

A-u+B-v+1=0 (261)
die Gleichung eines Punktes; die Bildgeraden der Wertepaare
(u, v), die (261) geniigen, gehen samtlich durch diesen Punkt. Die
Gerade (260) und der Punkt (261) heilen duale Elemente; im
vorliegenden Falle besteht die Besonderheit, dall jedes Element
seinem dualen Element selbst wieder dual ist.

Jeder Rechnung mit Punktkoordinaten entspricht eine formal
gleiche Rechnung mit Linienkoordinaten und umgekehrt; wir
kénnen deshalb jedem geometrischen Satz, der sich zunéchst nur
auf gerade Linien und Punkte (in dieser Reihenfolge) beziehen
moge, einen dualen Satz gegeniiberstellen, der dieselbe Aussage in
bezug auf Punkte und gerade Linien (in dieser Reihenfolge) ent-
hialt. So sei etwa an die Sitze von Ceva und Menelaus, von
Pascal und Brianchon erinnert.

Einfachste Beispiele, die wir nomographisch auswerten wollen,
stellen die folgenden Sitze dar:

Durchlduft ein Punkt seinen
(geradlinigen) Trager, so dreht
sich seine duale Gerade um den
dualen Punkt des Tréigers.

Liegen drei Punkte auf einer
Geraden, so gehen die drei du-
alen Geraden durch einen Punkt.

Dreht sich eine Gerade um
ihren (punktférmigen) Trager,
so wandert ihr dualer Punkt
auf der dualen Geraden des
Trégers.

Gehen drei gerade Linien
durch einen Punkt, so liegen
ihre drei dualen Punkte auf
einer Geraden.

Der letzte Satz enthilt die Dualitiat der fiir (geradlinige) Netz-
tafeln und fiir Leitertafeln giiltigen Schliissel; bezeichnen wir
einen Punkt mit P, eine Gerade mit L, so lautet der Schliissel in
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Netztafeln:

Die Gerade L(x) und die Ge-
rade L(f) bestimmen einen Bild-
punkt P(x,f), die durch P hin-
durchgehende Gerade L (y) zeigt

221

Leitertafeln:

Die Leiterpunkte P(x) und
P(B) bestimmen eine Ablese-
gerade L(x,8), der auf L lie-
gende Leiterpunkt P(y) zeigt

das Ergebnis y an. das Ergebnis y an.

L(x) P<zx>} Lo PO
L(p) P(p) '

Wir wollen die Zuordnung zwischen geradlinigen Netz- und Leitertafeln
an einigen Beispielen veranschaulichen.

Eine Tafel vom Lalanneschen Typus mit drei Parallelscharen ist da-
durch ausgezeichnet, daB erstens jede Schar L(«), L(g), L{y) einen punkt-
formigen Triger hat, und daB zweitens allen drei Scharen ein Element
gemeinsam ist, namlich die uneigentliche Gerade (v =0, v = 0). Diese
Angaben reichen aus, den Aufbau der dualen Leitertafel zu ,,konstruieren‘‘:
Den punktférmigen Trigern der Scharen L(x), L(8) und L(y) entsprechen
gerade Trager der Punktreihen P(«), P(8) und P(y), die duale Flucht-
linientafel enthdlt nur geradlinige Leitern, und da die drei Geradenscharen
der Netztafel ein gemeinsames Element haben, miissen die drei Trager der
Leitertafel durch einen Punkt hindurchgehen (§ 34, Typ I und III).

Fiir eine Strahlentafel vom Typus der Cr é pinschen gilt die Zuordnung:

Triager P(«) und P(B) gerade.

P—L(y).

Scharen L(x) und L(f) je mit einem
punktférmigen Trager.

Schar L(y) mit punktformigem
Trager.

Die Schar L(y) hat mit L(c) ein Ele-
ment gemeinsam (ndmlich die Or-
dinatenachse), und mit L(f) ein
Element gemeinsam (ndmlich
die Abszissenachse). Beide Ele-
mente liegen mnotwendig ver-
schieden.

Trager P(y) gerade.

Der Trager P(y) schneidet die Triger
P(x) und P(B). Beide Schnitt-
punkte liegen notwendig getrennt.

(§ 34, Typ II und IV).

Besitzt eine Geradenschar einer Netztafel einen krummlinigen Triger
(Hillkurve), so erfiillen die dualen Punkte eine krummlinige Leiter, und
zwar derart, dal einem Triger n-ter Klasse ein Triger n-ter Ordnung ent-
spricht. Die Tafeln fiir die quadratische Gleichung enthalten beispielsweise
Hiillkurven zweiter Klasse (Kegelschnitte); demzufolge ist in einer Leiter-
tafel fiir die quadratische Gleichung ein Trager stets ein eigentlicher Kegel-
schnitt.

Die Darstellung der Funktion F(x, §, 7, 8) = 0 in geradlinigen Teil-
tafeln bedient sich einer Schar von Rechenlinien (#). Setzen wir voraus,
dafl die Schar (¢) nur gerade Linien enthilt, so entsprechen mehrteiligen
Tafeln dieser Art Leitertafeln mit Zapfenlinie. Schlielich sei noch der
Fall mehrteiliger geradliniger Netztafeln mit Paarleiter [{| erwahnt; den
Punkten [] sind gerade Linien, Einzellagen der Ablesegeraden, dual, die
eine Gleitkurve bestimmen.

Die bisherigen Erérterungen, die lediglich als ein Programm
angesprochen werden mdogen, sind in zweifacher Hinsicht unbe-
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friedigend. Wir wollen die duale Zuordnung auf anschaulicher
Grundlage entwickeln; nach vorbereitenden Konstruktionen im
§ 44 werden wir die Dualitét als besondere Art einer Abbildung
kennzeichnen und durchfithren. Zum anderen erscheint die Ver-
tauschung von %, v und @, y fiir die Praxis nicht schmiegsam ge-
nug; wir wissen, dall die grundlegenden Eigenschaften sowohl
der geradlinigen Netztafeln als auch der Leitertafeln bei projek-
tiven Verzerrungen keine Anderung erfahren, und es handelt sich
darum, zu untersuchen, in welcher Weise die duale Zuordnung
von diesen Verzerrungen betroffen wird. Die vorliegende Ver-
tauschung von u, v und xz, y heilt die spezielle Dualitédt;
ihre geometrische Deutung erfolgt im § 44.

§ 44. Pol und Polare.

Eine Erweiterung der dualen Zuordnung gewinnen wir auf
einfachem und anschaulichem Wege, wenn wir auf die Beziehungen
zwischen Pol und Polare in
bezug auf einen Kegelschnitt
zuriickgreifen. Liegt ein Punkt
P auBlerhalb des Kegelschnit-
tes k (Abb. 118), so defi-
nieren wir seine Polare L als
die Beriihrungssehne der von
P an k gelegten Tangenten.
Fiir alle Pole P auf der Li-
nie k ist die Polare die Tan-
gente an k£ in P. Die Dualitat
Abb. 118. Pol und Polare in bezug kommt in den beiden Satzen

auf k. zum Ausdruck:

Wandert ein Punkt P auf ‘ Dreht sich eine Gerade L
einer Geraden I, so dreht sich | um einen ihrer Punkte (p), so
seine Polare I um den Pol p | wandert ihr Pol P auf der Po-
dieser Geraden. laren I dieses Punktes?).

Durch Anwendung dieser Satze gelingt es, auch fiir Punkte p
im Inneren des Kegelschnittes die Polare zu konstruieren.

Wir sind nunmehr in der Lage, irgendeinen gegebenen Ent-
wurf einer geradlinigen Netztafel in eine Leitertafel umzuwandeln:
wir wihlen einen Kegelschnitt & und konstruieren die Pole der
gegebenen Geraden.

1) Die Sitze lassen sich kurz zusammenfassen: Bewegt sich ein Element
auf seinem Triger, so bewegt sich sein polares Element auf dem Pol des
Tragers.



§ 44. Pol und Polare. 293

Abb. 119 zeigt den Entwurf einer Strahlentafel nach Chenevier
(S. 108). Es ist als besonderer Kegelschnitt der Kreis K um O, gewihlt.
Die Geraden (x) laufen parallel, gehen also durch einen uneigentlichen
Punkt; daher miissen die Pole (x) auf einem Durchmesser des Kreises K
liegen; das Entsprechende gilt fiir die Geraden und Pole (). Die Pole (B)
erfiillen die Polare des Punktes O;, des Trigers der Strahlenschar (8). Somit
erhalten wir eine Leitertafel mit geraden Trigern in allgemeiner Lage

’ 06 z;|5 014
ZO L o
0 5/
7
2] 4 09 8 7 6
y
. i
6‘_.
7, | 3P
5 i 2
/‘
1//// 7
/////
o,
70 00,4 g5 06 67 48 09 oc

Abb. 119. Uberfiihrung einer Strahlentafel (Chenevier) in eine Leitertafel
durch Polkonstruktion in bezug auf einen Kreis. Beispiel: Dem Punkt
P:0,8 -5 =4 entspricht die Ablesegerade 7:0,8-5 =4,

(§ 34, Typ IV), welche dieselbe Funktion y = « + § darstellt wie die gegebene
Netztafel. Der Schliissel 4 =0,8-5 ist als Beispiel in beiden Tafeln
hervorgehoben: die Geraden I(x), L(f) und L(y) gehen durch einen
Punkt P, die Pole P(«x), P(8), P(y) liegen auf einer Ablesegeraden I

Das konstruktive Verfahren reicht in vielen Fillen durchaus
hin, den Entwurf einer Leitertafel aus gegebener Netztafel durch-
zufithren; dabei brauchen die Konstruktionsdaten der Netztafel
in keiner Weise bekannt zu sein. Es bietet sich daher hier die
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Moglichkeit, empirische Netztafeln in Leitertafeln zu ver-
wandeln (vgl. § 47).

Die Zusammenhdnge gewinnen an Anschaulichkeit, und wir
gelangen dabei zugleich zu einer Vereinfachung der Ausdrucks-
weise, wenn wir in der Zuordnung der dualen Elemente eine ADb -
bildung sehen. Jede gerade Linie innerhalb der Netztafel wird
in einen Punkt der Leitertafel abgebildet, und jeder Punkt der
Netztafel hat eine Gerade der Leitertafel zum Bilde. Die vorher
erwihnten und benutzten Sitze der dualen Zuordnung erscheinen

oc
5 7
N\ ‘lf ? 2| |
L
Vd
] ||| 1 I
20 70 5 2 7
V4

Abb. 120. TUberfiihrung einer Lalanneschen Tafel in eine Netztafel
durch Polkonstruktion in bezug auf eine Parabel. Beispiel: Dem Punkt
P:5.2==10 entspricht die Ablesegerade I:5 -2 = 10.

nun in der einfachen Form: ,,Originale und Bilder liegen ent-
sprechend.”

Die duale Abbildung gestaltet sich besonders handlich, wenn
sie durch eine¢ Parabel bewirkt wird, da in diesem Falle die be-
kannten Eigenschaften der Subtangente und Scheiteltangente
konstruktiv ausgeniitzt werden kénnen. Die Parabel ist ferner
typisch fiir die Abbildung eines geometrisch verzerrten (recht-
winkligen) Netzes in zwei parallele Leitern. (Abb. 120.)

Das Beispiel der Fig. 120 soll dazu dienen, die Abbildung rechnerisch

durchzufiihren. Die Lalannesche Tafel (10-logx, 10-logf) werde in
bezug auf die Abbildungsparabel

y¥=10-z, (p=3), (262)

derart gelagert, daB der Punkt &« =1, =1 auf der Achse der Parabel
um 15 Einheiten nach links verschoben und das Netz um 45° gedreht ist.

>(T)
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Im Koordinatensystem (X, Y), das dem System (z, y) itberlagert ist, sind
die Geradenscharen durch die folgenden Gleichungen bestimmt:

Schar (x): Y= X;— (10.}2.log& — 15),
Schar (8): Y, =—X, + (10 -2 log & — 15), (263)
Schar (y): Xy, =512 logy —15.
Die Beziehung zwischen Pol und Polare in bezug auf (262) lautet
Y y=5-(X+a. (264)
Sehen wir hierin X und Y als laufende Koordinaten an, so bedeuten x=

und y die Koordinaten des Poles der Geraden (264). Um die Bilder (Punkt-
reihen) der Geradenscharen («), (f) und (y) zu erhalten, haben wir also

5 5x
Y=—. X4 — 265
7 —I-y (265)

der Reihe nach mit den Gleichungen («), (5), (y) unter (263) in Uberein-
stimmung zu bringen:

Schar («): Bildebene:

-5_:-1—1, Trager: y, = +-5;

Y

%:15—10.1/2‘.1%“, Teilung: #;, = 15 —~ 10 -2 logx.
1

Schar (f#):
5 —
s
5;2 —10.)2.logx — 15, | Teilung: z, =15 — 102 - log 8.

Schar (y): X = y53 Y — 5,

—1, Tréager: y, = —5,

Y5 _

5 0,

—ay=15-Y2logy —15, | Teilung: 2, =15 — 5 - V2 logy.

Sehen wir von der konstanten Verschiebung um 15 ab, so erkennen wir,
daB unter Vertauschung der Koordinatenachsen der Ansatz § 34, I (S. 162)
vorliegt.

Wir kénnen nunmehr auch angeben, welche Abbildung der
speziellen Dualitit zugrunde liegt. Wir wihlen als Abbildungs-
kurve den Kreis x? - %2 = 2, dann wird die Zuordnung zwischen
Pol und Polare durch

Trager: y3 =0,

X2+ Y-y—1r2=0 (266)
gegeben: (z, y) ist der Bildpunkt der Geraden (266). Die Linien-
koordinaten dieser Geraden sind U = ad ;und V= flﬁ; da die

Schwerdt, Nomographie, 15
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spezielle Dualitat auf der Beziehung U =z, V = y beruht, wird
die Abbildung also durch den Kreis —72=1, d. h. durch den
imaginaren Kreis 22 4 y2 = —1 mit dem Radius 7 bedingt.

§ 45.. Die allgemeine Dualitiit.

Die durch einen Kegelschnitt & bewirkte Abbildung eines Punktes in
seine Polare und einer Geraden in ihren Pol fithrt zwar in vielen Fillen
auf einfachem Wege zu brauchbaren Ergebnissen, das konstruktive Ver-
fahren ist jedoch nicht so schmiegsam, wie es auf den ersten Blick scheinen
konnte. Der Aufbau des dualen Bildes hingt von Lage und Beschaffenheit
des Abbildungskegelschnittes ab, und es 1a8t sich von vornherein nicht
immer iiberschauen, durch welche Auswahl k das Bild giinstige Anordnung
seiner Elemente erhalt. Wir haben ferner einen anderen Umstand zu beriick-
sichtigen. Entsprechend der Anzahl von fiinf wesentlichen Konstanten
vermittelt die Zuordnung von Pol und Polare oc® duale Bilder. Denken
wir nun eine gegebene Netztafel durch die spezielle Dualitit in eine Leiter-
tafel abgebildet, so konnen wir durch projektive Verzerrungen der Leiter-
tafel oo® Bilder ableiten, die der Netztafel simtlich dual sind. Wir werden
daher den allgemeinen analytischen Ansatz nicht an die zwar anschau-
liche, immerhin aber besondere Zuordnung von Pol und Polare anlehnen,
sondern in Analogie zur projektiven Abbildung entwickeln.

Wir orientieren die Elemente der Grundebene E auf ein recht-
winkliges, kartesisches Koordinatensystem, in dem wir die Punkt-
koordinaten X, Y, die Linienkoordinaten U, ¥V bestimmen. Die
Bildebene e werde durch die Punktkoordinaten x,y und die
Linienkoordinaten u, v orientiert. Wenn wir die Grundebene
zunéchst einer projektiven Verzerrung

A G Q3 Ay Ay Ay
(@)= an @n ay |, (A) = 4y 4y Ay (267)
Q3 QAgp  Ggg Ay Agp Ay

unterwerfen und dann die spezielle Dualitit eintreten lassen,
erhalten wir die Abbildungsgleichungen

o X +apY tay o= A, U+ 4y V__‘f_;_Al:g
T e X +agY + ag,’ AU+ AV + A4,,°
31 32 33 (268) 31 32 33 (269)
_ XtV +ay y— AUt AV + 4y
X + a5 Y 4 ag’ A31U+A32V+A33
und ihre Umkehrungen
:a11w+a21y—|—a31 X:Anu‘f‘Am”‘i‘Ag ]
A3 + Aysy + Ogg Au + Ay + Ay’
13 23Y 33 (270) 13 23 33 271)
_ D2?® + @y + ™ @3 y :412u + Adgov + Asz.l
3% + A3y + “33 Aygu + Agzv + Agg
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Da die Gerade UX + VY 4+ 1 = 0 der Grundebene in den Punkt
ux - vy 4- 1 =0 der Bildebene iibergeht, ergibt sich aus (268)
sofort (269); die Umkehrung von (268) liefert (271), die von
(269) sofort (270), wenn in jedem Falle der Satz von Jacobi
(S. 89) benutzt wird?).

Es werde zunichst die Abbildung einer Parallelschar (x) der
Grundebene durchgefiihrt, wobei die Bezeichnungen der Fig. 49
(S. 93) benutzt werden. Als Trager der Schar ist der Punkv
X>0, Y>oo, X:Y—>—tgey anzusehen, wir erhalten
daher in der Bildebene als Triger der Punktreihe die Gerade
[vgl. (268)]:

y = M sing — a,,co8¢ o 21 Sin@ — gy COS @
Gy Sing — agycosp’ @y Sing — agco8¢
Die einzelnen Glieder der Schar (&) sind gema Abb. 49 durch die
Koordinaten

(272)

1 1
— 7 COS ), V=—,—sing

f(x) H()
gekennzeichnet. Demnach ergibt sich in der Bildebene die Teilung
[vel. (269)): _ 413“0‘) — (Ayy cosp +- 4, sing)
 Ags f(&) — (A, cosg 4 Agysing)’
. Agy () — (Ay; cosp | Aypsing)
 Asf(0) — (Ay cosp 4 Agpsing) |
Die Ergebnisse (272) und (273) gestatten unmittelbar, das Bild

eines geometrisch verzerrten Netzes f(«), ¢ () anzugeben: fir die
Schar (&) gilt dann namlich ¢ =0, fir die Schar (§) der Wert

(273)

-z
y=73-
Bildebene:
Schar (x): Trager: uza—lz, p=222
39 (39
Teilung:x=A13f((x)_A11 :A23f(0‘)—A21

b y .
Ags () — Ay, Ay (o) — Ay (274)

Schar (8): Tr%iger:u:‘ztE , v —
@3y (31
A159 () — Asp :A23g(ﬂ)—A22
Ay g(B) — Ay’ Az g (B) — Ao
1) Auf Zeilen und Spalten achten! (Gedichtnisregel: Beim Ubergang

zur Bildebene liegt die Matrix (267) vor, beim Ubergang zur Grundebene
sind Zeilen und Spalten vertauscht.)

Teilung: x =

15*
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Es soll im folgenden die Schar (o) stets auf den Tréager »— oo,
v=0, d. h. in die y-Achse abgebildet werden'); Abbildungen
dieser Art sind durch a,, = a4, = 0 ausgezeichnet.

Zu einer Klassifikation der dualen Abbildungen eines recht-
winkligen Netzes gelangen wir dadurch, dal wir 1. die Lage der
Trager besonders vorschreiben, 2. die Bildgerade eines Original-
punktes in besonderer Lage wéhlen.

Durch Vorschrift der Trager sind zwischen den Elementen der Matrix (267)
vier Gleichungen gegeben; eine Zuordnung zwischen Bild und Original fiigt
zwei weitere Gleichungen hinzu, so dall dann noch zwei wesentliche Para-
meter der Abbildung verbleiben In der nebenstehenden Tabelle beziehen
sich die Spalten auf die Lage der Triiger, die Zeilen auf das Bild des

0-Punktes (X =0, Y = 0), das man als 0-Gerade bezeichnet.

Es 148t sich nun leicht iiberschauen, wie sich die Umwandlung
einer allgemeinen geometrisch verzerrten Netztafel in eine Gleit-
kurventafel vollzieht. Gehen wir zunichst von einer einfachen
Kurvendarstellung aus, wie wir sie in § 2—6 behandelt haben,
so gehen die Koordinatenlinien in Leiterpunkte, die Kurven-
punkte in Geraden iiber, welche die Gleitkurve umhiillen. Um
die Gleichung der Gleitkurve in Punktkoordinaten zu erhalten,
sehen wir die Originalkurve ¥ = y(X) als Hiillkurve ihrer Tan-
genten an; die Linienkoordinaten der Tangenten sind

W’(X1) V — — 1 .
(X)) — X, -9'(Xy)’ p(X,) — X, ¢'(X,)’

hierin erscheint X, als Parameter der Geradenschar. Wenn die
Abbildung des Koordinatennetzes bewirkt ist, die Elemente der
Matrix (a) also bekannt sind, kann auf Grund der Abbildungs-
formeln die Gleichung der Gleitkurve sofort hingeschrieben
werden. — Handelt es sich um eine Darstellung mit Kurven-
scharen, so ergibt sich in der Bildebene eine Gleitkurvenschar,

U:
Y

Es sei nur beildufig skizziert, in welcher Weise sich die Dualitit von
Pol und Polare der allgemeinen Dualitdt einordnet. Mit der dualen Ab-
bildung (268), (269) hingt der Kegelschnitt

Ay 4, Ajs
Ay Ay Ap
Ay Az Ag

z y 1 0

- R

=0 (275)

zusammen. Bild und Original liegen polar in bezug auf (275), wenn die
Matrix (4) symmetrisch ist.

1) Vgl hierzu 8. 160 und 175.
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§ 46. Anwendung auf vorhandene Typen.

Wenn wir die soeben entwickelte Abbildung auf bekannte Netztafeln
iibertragen, werden wir zu keinen wesentlich neuen Ergebnissen gelangen,
da die Darstellung der Abschnitte IV und V schon unter dualen Gesichts-
punkten erfolgt ist. Es diirfte sich jedoch aus methodischen Griinden
empfehlen, einige Beispiele gerade an bekannte Typen anzulehnen.

I. Strahlentafeln.

Die Funktion p"=a™y"® kann im Netz X =a" Y =pg"
durch das Strablenbiischel Y = (y*)- X dargestellt werden. Wir
haben die Aufgabe, die Glieder der Scharen in Linienkoordinaten
zu fixieren.

Grundebene:
Schar («): Trager: Y;—>o0-
1
Glieder: Ulz_&ﬁ, V,=0.
Schar (f): Triager: X,—>oo.
1
Glieder: U,=0, V,= — f}’i .

Schar (y): Trager: X;=0, Y;=0,

U
Glieder: U3%oo, V3—>oo, ]im——:_y”_

14
Wir nehmen die Abbildung auf parallele Trager vor,

ayy dye Gy

(a) = 0 0 das

aszy 0 (122

und wihlen den Abstand der Triger gleich 1, d. h. u,= —1,

H

11 = — @y3; die 0-Gerade soll durch den Koordinatenanfangs-
punkt gehen und den Anstieg 1 haben:
39:—1, Uy —>00, vy—>00, d. h. gy =0, a;3=— ;.
0
Mithin ergibt sich die Abbildung
—1 a —b 0 b 0
(@) = 0 0 b1, A= 0 b a
1 0 0 ab b 0

Bildebene (vgl. § 45, [268], [269]).
Leiter («): Tréger: u; >oo, v, =0.

Teilung: y, = — %cx”. (2, = 0)
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Leiter (f): Trager: uy= —1, v,=0.
Teilung: y, =1 — % - pn (o = 1).

Leiter (y): Trager: ug—o00, wv3—>00; = 1.
3
. 1 1
Teilung: =3 = m , Y= l——ary”' (Y5 = @3).
Die besonderen Werte a = b = — 1 fithren auf den Ansatz, der

den Figuren 89 zugrunde liegt. (Vgl. S. 166.)

II. Tafeln der quadratischen Gleichung.

Die in Abb. 70 dargestellte Netztafel fiir die quadratische
Gleichung 24wzt f=0
(S. 129) gehort dem folgenden Ansatz zu:

Grundebene:

Schar («): Trager: Y, >oo.

Glieder: U, = — %, V,=0
h : Trager: X .
Schar () ‘rager g —> 00 . (276)
Glieder: U,=0, V,= _,ﬁ

Schar (z): Die Gleichung lautet in Punktkoordinaten
224+ Xz Y=0,

daher crgeben sich die Linienkoordinaten fiir die Glieder:

1 1
U 3 = ;, V3 = ;2” .
Wir wollen die Abbildung auf parallele und dann auf senk-
rechte Triger vornehmen.
1. Parallele Trager.

ayr Az ag 0 Ay O
(a) = ( 0 0 as |; (A)=| Ay Ay Ao
asgy 0 A3y A31 A32 0

Aus der tabellarischen Ubersicht (S. 229) wissen wir, daf die
Leitern (x) und (f) gewiB regular sind; es ist daher nur von
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Interesse, den Trager und die Teilung (z) zu untersuchen. Es er-
gibt sich in der

Bildebene (vgl. § 45,[269]):
Ay . Agg2® + Apyz + Apy
T Auzt Ay P Ayzt A
Die Elimination von z fithrt auf die Gleichung des Tragers:
a2 (Agy Ay — Ag Ay Ay + A5, 45)
— Ay Aiiwy + w(Ayp Ay Ay — 2455 g3 Agp) + Al Ay =0,

der sich bei wesentlich negativer Diskriminante stets als Hy-
perbel erweist. Die Determinante des Kegelschnittes ist

. 4
12 28 " 31 it Riicksicht auf die Beschaffenheit der Ele-

Ty

mente A4 also von Null verschieden, so daB sich stets eine

eigentliche Hyperbel ergibt. — Wir erkennen, dafi das Ergebnis

mit dem auf 8.179 entwickelten Ansatz iibereinstimmt (4, = 0).
2. Senkrechte Triger.

0 ai2 Q.3 0 Alg 0
(a) =l 21 0 (129 5 (A) = Agl 0 0 . (277)
0 0 ass ,A31 Aaz Ass

Auch hier wollen wir lediglich die Teilung (2) diskutieren.

Bildebene:

- Az Yy = o Amz
37 Asgg2®+ Agz+ Ay’ 37 Agg2?+ Ayz 4 Ay,
In geschlossener Form ergibt sich die Gleichung

A3 Agpr®+ A, Ay Ayx-y+ A3, Ay, y?—A, A3 x=0. (278)

X

A2
Die Diskriminante A4 = A%- A% <A32A33 — Tn) kann positive,

negative Werte annehmen und auch gleich Null werden, die Ab-
bildung fiihrt daher auf Ellipse, Hyperbel oder Parabel als Triger
(2). (Vgl. hierzu den Ansatz § 36, [207].)

Beispiel. Die Abbildung auf senkrechte Triiger soll derart vorgenom-
men werden, dafl der Kegelschnitt (278) eine Parabel wird, deren Achse

unter 45° gegen die z-Achse ansteigt.
Als erste Bedingung haben wir

A§1 =445 A4y, (4=0), (279)
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zu erfilllen. Nach bekannter Beziehung sind die Achsen eines Kegel-
schnittes unter 45° gegen die Achsen des Koordinatensystems geneigt, wenn
die Koeffizienten von 22 und %2 einander gleich sind:

2 2
Ay Ay = A3, Ay, (280)

Uber ein Element A diirfen wir willkiirlich verfiigen; mit Ay, = 1 ergibt
sich 4.2 = 4A4;,, und die Bedingungsgleichungen (279) und (280) lassen
sich leicht durch A4,, =a, Aj, =b? erfiillen:

0 ab O
(d)=|a 0 0 @0, b+0) (281)
26 b 1/.
: —a
Leiter («): 2, =0, y,= TR
. —ab
Leiter (f): x,= 5o Yy =0,
Leiter (z): Trager: (x3+ y3)2 = %x ,

Teilune: - ab _ ab _ az
CLUNE: BT B+ bt b BT b

Es ist hier der Ort, zwei frither gegebene Darstellungen kritisch
zu beleuchten. Die Tafel der barometrischen Héhenreduktion
(Fig. 117, 8. 215) enthalt zwei Leitern, (B) und (), und ein ge-
radliniges Netz (b, ); durch duale Abbildung ist es moglich, einen
Entwurf mit geraden Leitern (b) und (4) und einem geradlinigen
Netz (B,?t) herzustellen. Die FEntscheidung zwischen beiden
Tafelformen wird unter praktischen Gesichtspunkten getroffen.
Wir erkennen, dafl die in Abb. 117 gewihlte Anordnung den
physikalischen Zusammenhang hervortreten 146t, indem die nach
der Hohe bezifferten Luftdruckleitern sich raumlich #quivalent
schichten, ein Vorzug, der dem dualen Bilde offenbar nicht an-
haftet. — Fur die im Anhang III gegebene Tafel zur Bestimmung
von F (logx) 1aBt sich ein duales Bild derart entwerfen, daB die
Leitern (I) und (&,) erscheinen und ein Netz (¥, o,) auftritt. Die
Forderung, das Ergebnis besonders hervorzuheben, gibt AnlaB,
den dargestellten Entwurf zu bevorzugen. — Diese Erorterungen
zeigen, daf3 die duale Abbildung auch eine Klasse von Leiter-
tafeln in weitgehendem Mafle umzuformen gestattet, und daB die
auf S. 213 mitgeteilte Auffassung, Darstellungen dieser Art seien
vereinigte Netz- und Leitertafeln, auch sachlich zu Recht besteht.

§ 47. Darstellung empirischer Funktionen in Leitertafeln.

Die Moglichkeit, aus jeder geradlinigen Netztafel durch duale
Abbildung eine Leitertafel zu gewinnen, ist auf dem Gebiete der
empirischen Funktionen bedeutungsvoll. Dabei ist es hiufig nicht
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notig, die Abbildung auch konstruktiv wirklich durchzufiithren
oder einen Ansatz (a) auszuwihlen, da die auf S. 229 entwickelten

Mikrovolt Abbildungssitze sich als

30 ausreichend erweisen.
Fe Abb. 121 zeigt die von
20 Noll') angestellten Messun-
gen der thermo-elektrischen
? cd Kraft gegen Blei abhingig
=< - LZ"L von der Temperaturdifferenz.
_/;——“%\ F: Im regelmiBigen Netz (¢°,
&"//0 ) e Mikrovolt) ergibt sich fir
1 200 300°C jedes Metall (innerhalb der
= \_\00 0 erreichten Genauigkeit) eine
[ Gerade. Wir beziehen uns
\\\\\ Hy nun auf den Satz I (S. 229):
20 . Ein duales Bild kann auf
\\\M\‘ Neusilber parallelen Trigern (¢) und (e)
Hobalt gewonnen werden, wenn in
30~ beliebigen Zeicheneinheiten
Abb. 121. Thermoelektrische Kraft gegen Blei. und mit frei wahlbaren An-
fangspunkten die reguliaren
ce Teilungen (¢) und (e) entworfen wer-
300 den (s. Abb. 122). Wenn wir die
Mikrovolt parallelen, regelméBigen Leitern her-
. T - 25 stellen, brauchen wir die Elemente
@;x, welche die Abbildung vermit-
200 — T —20 teln, selbst nicht zu kennen. In
der Grundebene (Abb. 121) ist
- - 75 eine Gerade durch zwei Punkte,
fe d. h. durch zwei Wertepaare be-
_ x - stimmt, z. B. Fe durch ¢, = — 200,
700 70 e =20; ¢, = +100, e,=102).
| L 5 gd Den dualen Bildpunkt Fe in
Ptl. “xZn Abb. 122 koénnen wir dementspre-
0 x X0 chend durch zwei Lagen des Ab-
Hy leselineals einzeichnen: Fe ist der
] L 5 Schnittpunkt der Geraden ¢ = —200,
Hobolt e=20 und ¢=-4+100, e=10.
—700 - * x |-10 Ein Vergleich zwischen beiden
Neusilber Darstellungen fallt unbedingt zu-
| Nx L 75 gunsten der Leitertafel aus, be-
sonders im Gebiet ¢= —100...
_ann_| | —300. Die Leitertafel vermag
200 20 ferner noch zahlreiche Materialien
i L 25 aufzunehmen, wihrend der Netz-

Abb. 122. Duales Bild der Abb. 121.

tafel hier bald praktische Grenzen
gesetzt sind.

In véllig gleicher Weise 148t sich die projektive Konstruktion
(§ 13) als duales Bild eines projektiven Netzes auffassen, und die

1) Wied. Ann. Bd. 53, S. 874. 1894. — Auerbach: Physik, S. 150.

%) Wir geben hier nur Naherungswerte an.
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in Aufg. 52 (§ 17) behandelte Konstruktion Piranis erscheint
einer Darstellung im Hartmannschen Dispersionsnetz dual zu-
geordnet.

Wenn auch die Berechtigung der soeben erliuterten Kon-
struktionen in der dualen Abbildung eines geradlinigen Netzes
liegt, ist es in praxi nicht notwendig, auf einen Entwurf in einer
Grundebene zuriickzugreifen. Sobald wir iiberhaupt nur wissen,
daBl eine Versuchsreihe im Funktionsnetz f(«), g(f) durch eine
Gerade dargestellt wird, kénnen wir unmittelbar ein paralleles
Leitersystem f(«), g(6) benutzen. Jedes Wertepaar («x, 8) stellt
sich als gerade Linie dar, und séamtliche Einzelgeraden miissen
durch einen Punkt hindurchgehen. Der Entwurf in der Grund-
ebene ist iiberfliissig.

Es bietet sich nun hier eine neue nomographische Aufgabe
dar. Wenn nimlich die Beobachtungen mit ,,Fehlern behaftet
sind, kénnen die Bildgeraden der n Wertepaare nicht einen punkt-
S n—1)
Punkte, und es handelt sich darum, den wahrscheinlichsten Bild-
punkt zu finden. Die Aufgabe steht in Analogie zu der in § 19
behandelten; ihre Losung erfolgt durch duale Abbildung der
dort entwickelten Konstruk- (ec) (7)
tionsschritte. Wir werden uns /ﬂ 7
darauf beschrinken, die Ab-
bildung mit parallelen Tria- 3§
gern zu erdrtern, da nur in
diesem Falle die metrischen
Beziehungen in ganzer line- 3
arer Form erscheinen. (8. S
Abb. 123.) Y

In der Grundebene gehen
alle Geraden, die der Bedin-
gung >'z= 0 geniigen, durch
den Schwerpunkt § der =
Beobachtungspunkte, wobei
die in §19 entwickelten Ge-
wichtsséitze zu beriicksich-
tigen sind. Dementsprechend
liegen in der dualen Leiter- 7
tafel alle Zapfen, fiir die

Zz = 0 gilt, auf einer Gera- Abb. 123. Schwergerade und wahrschein-
dens, der Schwergeraden;  lichster Zapfen in Fluchtlinientafeln.

formigen Triger haben, sie bestimmen im allgemeinen

-+
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diese ist das duale Bild des Schwerpunktes 8. Wir bestim-
men auf der Leiter (&) den Schwerpunkt S, der Punktfolge «,
auf der Leiter (8) den Schwerpunkt Sz der Folge f; dann ist die
Gerade S, S die gesuchte Schwergerade, wie aus den Abbildungs-
gleichungen des Satzes I auf S. 229 sofort abgelesen werden kann.
Wenn wir auf s eine Anzahl von Zapfen auswéhlen und fiir jeden
einzelnen den Wert > 22 ermitteln, lat sich der Punkt angeben,
fiir den 22 zu einem Minimum wird. Die zugehérige Hilfskurve 5,
die im Falle der Abb. 123 ein ausgepragtes Minimum zeigt, kann
in unmittelbarer Anlehnung an s entworfen werden. Nach den
ausfiibrlichen Darlegungen des § 19 ist ohne weiteres ersichtlich,
wie sich die Ausgleichungskonstruktion in Leitertafeln mit
Funktionsleitern gestaltet.

Als Beispiel fiir den graphischen Rechnungsgang wahlen wir die Er-
mittlung von Kapillaritatskonstanten. Der bekannte Demonstrations-
apparat, der die Steighthe einer benetzenden Fliissigkeit zwischen geneigten
Glasplatten zeigt, ist von Grunmach zu einem MeBinstrument fiir die
Kapillaritatskonstante ausgebildet worden!). In der Entfernung x mm von
der Kante ergibt sich die Steighéhe y mm; Neigungswinkel @, Dichte o,

Kapillaritatskonstante x =z -y - o - tg ;—9 gr-cm” 1) .

Schema des Protokolls fiir Alkohol (99,54 Gew.-Proz., ¢ = 0,791):

Versuchsreihe 8 9 10 11 usw.
tg o 0242 0,492 0,742 0,992
9= 955 95,5 95,5 95,5
z ‘ y z y z ‘ y z | y
35 ‘ 59,4 20 51,8 20 344 | 20 26,0
40 52,1 25 4,7 | 25 27,8 | 25 20,7
45 | 463 | 30 | 348 | 30 | 230 | 30 | 174
usw,

Im regelmiBigen Netz (x, y) ergeben sich gleichseitige Hyperbeln (¢), im
logarithmischen Netz (logz, logy) parallele Geraden (). Wir gewinnen
daher eine Leitertafel, wenn wir auf parallelen Trigern (r) und (y) die
Funktionsteilungen logz und logy (hier zweckmaBig in gleichen Zeichen-
einheiten) mit beliebigen Anfangspunkten entwerfen (Abb. 124). Die
Grunmachschen Versuchsreihen tragen die Nummern 8 bis 13; am Bei-
spiel der Reihe 13 ist gezeigt, wie der Bildpunkt P;; der Folge (z, y) ent-
steht. Simtliche Bildpunkte Pg ... Py3 liegen auf einem geraden Trager,
dessen Teilung [{ - log(xy)] wir unterdriicken. (Die Ausgleichungskonstruk-
tionen sind in der Abbildung nicht angedeutet.) Auf einer weiteren paralle-
len Geraden tragen wir den Zihler von tge (Plattenabstand) in logarith-
mischer Teilung auf, wobei lediglich die Versuchsnummern ... @
bezeichnet zu werden brauchen. Die Geraden P bestimmen einen wahr-

1) Phys. Z. Bd. 11, S.980. 1910.
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scheinlichsten Punkt R auf éiner den vorhandenen Leitern parallelen loga-
rithmischen Teilung, deren Anfangspunkt und Zeicheneinheit leicht zu
ermitteln ist. R zeigt unmittelbar das Hauptmittel & an. Der Wert der
vorliegenden Konstruktion tritt erst durch Vergleich mit numerischen oder
anderen graphischen Verfahren hervor. Die Darstellung in einer Lalanne-
schen Netztafel fithrt nach erfolgter Ausgleichung der einzelnen Versuchs-
reihen auf eine Geradenschar, deren Glieder infolge der Beobachtungsfehler
nicht parallel verlaufen; eine Ausgleichung und Ermittlung der wahrschein-
lichsten ,,Richtung‘‘ dieser Schar kann nicht in einfacher Weise geleistet
werden. Das urspriingliche Verfahren, die Kurven (¢) mit Hilfe einer durch-
sichtigen Hyperbeltafel auszuwerten, gewihrleistet nur geringe Sicherheit.

710 T 7|5 2'0 3‘0 4‘0 50 bl'ﬂ 710 Ujﬂ
| i 1 I i
\
\ / F//ﬂ/r//aﬂ.fl‘e//my logx)
\\
A\
\\
\
Versychsreihe N % Pe Pu P P B
\\ ( x y )

/ﬁ/ﬂ/rf/bﬂsfe/my g i)

yf;%} ) w s
Qg We Qg ] \Qﬂ g72 gfj
= T 1
Plathenatstand mm ( /0y0f/f/7/77/5[/7€ Teilung)
Abb. 124. Graphische ,Rechnung": a =z -.y.0-tg % .

Die duale Abbildung kann mit besonderem Erfolge auf empi-
rische Kurvenscharen iibertragen werden, wenn die Netztafel der
Grundebene empirischen Verzerrungen unterworfen wird, wie sie
an Hand der Figuren 11 und 12 auf S.19 erwidhnt worden sind.
Das Ziel derartiger Konstruktionen ist nicht die Ermittlung
einer Naherungsfunktion, es handelt sich vielmehr darum, durch
Verwandlung des Kurvenbildes in eine Fluchtlinientafel die Vor-
zlige dieser Darstellungsart zu gewinnen.

Beispiel. Beim Bohren von Nietlochern (Durchmesser amm) in Blech
(Starke fmm) ergeben sich nach Beobachtungen von Schachenmeier?)
Stundenanfille y, die in Abb. 125 im regelméBigen Netz (8, &) durch eine
Kurvenschar 1 ... 10 dargestellt sind. Es gelingt im vorliegenden Falle
leicht, simtliche zehn Glieder der Schar (y) zu strecken, wenn unter Fest-

ha.ltung der Schar (8) der Parallelstreifen &« =13 ... etwa 16 eine Deh-
nung, der Streifen « = etwa 20 ...26 eine Drangung erfahrt. In der

- 1) Eisner hat die Versuchsanordnung u. a. in Bauingenjeur Bd. 4,
1923 beschrieben. Vgl. ferner Maschinenbau Bd. 1, S. 17. 1922.
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Abb. 126. Aus Abb. 125 abgeleitete Fluchtlinientafel

Stundenanfille beim Bohren.
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verzerrten Darstellung wihlen wir ein den Scharen («) und (f) parallel
gestelltes, im iibrigen aber beliebiges Koordinatensystem X = f(«),
Y = g(B). Die Ordinatenteilung ist regelmaBig, g(8) = regp, die Abszissen-
teilung durch eine empirische Funktion gegeben, deren analytischer Aus-
druck fiir uns ohne Belang ist. Auf Grund des Abbildungssatzes I, S. 229,
koénnen wir nun eine Leitertafel entwerfen, indem wir zwei parallele Triger
(«) und (B) wihlen; der Triger (f) erhilt eine beliebige regelméfige Teilung,
wihrend auf Triager (x) einfach die Abszissenteilung X = f(x) kopiert

wird. Die Bildpunkte der Geraden y=1...10 konnen aus je zwei
Wertepaaren (x, f) konstruiert werden, wie oben (S. 234) angegeben. Es
ist nun leicht moglich, die zehn Bildpunkte y =1 ... 10 zu einer (krumm-

linigen) Teilung (y) zusammenzufassen (Abb. 126). Damit haben wir gezeigt,
daB die Herstellung der Fluchtlinientafel auf rein konstruktivem Wege
durchfiihrbar ist.

Zum Vergleich geben wir in Kiirze die Abbildung an, die der Zuordnung
zwischen den Figuren 125 und 126 zugrunde liegt. Durch Messung in
der verzerrten Grundebene stellen wir eine Funktionstabelle der Abszissen-
teilung X = f(x) auf (Tab. I) und bestimmen die Linienkoordinaten U
und V der Geraden (y) (Tab. II).

Als Zeicheneinheit diene in Grund- und Bildebene 1 cm.

Tabelle L Tabelle IL
Lochdurchmesser Abszisse Kurvennummer
o« mm z=7(x) 4 v v
26 0,6 1 — 0,675 | +1,250
25 0,9 2 + 0,128 | —0,278
24 1,3 3 0754 143
23 1,8 4 050, 093,
929 2.5 5 044, 0704
.21 3,3 6 043, 059,
20 4,2 7 044, 052,
19 5,2 8 045, 046,
18 6,3 9 046, 041,
17 7.5 10 050, 047,
16 9,0
15 10,2 Ordinate Y = g(f),
14 11,2 gip)=4.
13 12,0
0 —40 0
Die Abbildung (4)=[—30 O — 2] ergibt auf Grund der in
-1 2 0
§ 45 (269) und (274) mitgeteilten Beziehungen den Ansatz:
Leiter («): Trager: z; =0, Y =30 —2-f(x).
Leiter (f): Trager: z, = — 20, Ys=20.
. 40V 30U + 2

Leiter (y): Ty =gy Y= _ay -
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Besonders fiir die Einzeichnung der Leiterpunkte y =1 und 10 gewiihrt
die Berechnung der Koordinaten Vorteile, da die Konstruktion dieser
Punkte nicht hinreichend sicher sein diirfte.

Gelingt es nicht, in der Grundebene siamtliche Kurven zu
strecken, so fiihrt die duale Abbildung auf eine Gleitkurventafel,
deren Ansatz wir auf S. 228 angegeben haben. Es kann sich u. U.
empfehlen, den Entwurf in der Grundebene in Teildarstellungen
zu zerlegen, da die Streckung innerhalb kleiner Gebiete erfahrungs-
gemal} leichter durchfiithrbar ist.

Zusammenfassung.

Wir haben die engen Beziehungen zwischen Netz- und Leiter-
tafeln entwickelt und gezeigt, daB die duale Abbildung in mannig-
facher Weise erfolgen kann durch Konstruktion von Pol und
Polare, durch analytischen Ansatz oder in einfachster Form auf
Grund des Abbildungssatzes I (S. 229). In theoretischer Hinsicht
sind Netz- und Leitertafeln unter den gleichen Gesichtspunkten
zu betrachten. Die Erweiterung der Fluchtlinientafeln zu Gleit-
kurventafeln und die Moglichkeit, in Leitertafeln eine Ausgleichung
nach den Methoden der kleinsten Quadratsumme vorzunehmen, er-
schlieBen nun auch den Fluchtlinientafeln weitgehende Anwendbar-
keit bei Darstellung empirischer Zusammenhange. Besonders auf
betriebstechnischen Gebieten, bei Untersuchungen von Arbeitsvor-
gangen, wirtschaftlichen Kalkulationen kénnen wir zur Zusammen-
fassung der Ergebnisse Fluchtlinientafeln heranziehen, die ihres
iibersichtlichen Schliissels und ihrer zeichnerisch einfachen Herstell-
barkeit wegen vor Netztafeln vielfach den Vorzug verdienen.

Zu § 43. § 48. Aufgaben.

147. Warum kann eine Cheneviertafel nicht durch spezielle Dualitéit
abgebildet werden ?

148. Welche Netztafel ist der Leitertafel Abb. 99 speziell dual?

149. Speziell dualer Entwurf der in Abb. 72 dargestellten Netztafel.

Zu § 44.

150. Konstruktion eines dualen Bildes der Abb. 73 mit Hilfe eines
Kreises. Was 148t sich schon vor der Konstruktion iiber die Gestalt des
Bildes aussagen?

Zu § 47.

151. Die Leitfahigkeit A der Legierungen Sn — Pb, Cd — Pb, Cd — Sn,
Zn —Sn, Zn — Cd ist in hoher Anndherung linear abhingig von der
prozentualen Zusammensetzung:

100%, | Pb Sn 1 od Zn i Ag (Zum Vergleich)

KT 11,5| 21 | 27 | 100

Unmittelbarer Entwurf einer Fluchtlinientafel: Legierung —> %-— 1. -Inwie-
fern lassen sich jeder der genannten Legierungen zwei Bildpunkte zuordnen ?
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VII. Rechentafeln mit besonderen Schliisseln.
§ 49. Geradlinige Ablesevorrichtungen.

Die bisher entwickelten Darstellungsweisen sind in mannig-
facher Hinsicht erweitert worden, im wesentlichen durch be-
sondere Auswahl neuer Ablesevorrichtungen. Als Beispiel konnte
die in § 32 behandelte Tafelform mit beweglicher Rechenlinie
dienen, da es leicht méglich ist, die Rechenlinie als besondere
Ablesevorrichtung anzusehen. Wir werden im § 51 zeigen, daf}
sich eine Fiille von Moglichkeiten darbietet, Tafeln mit neuen
Schliisseln zu entwickeln, und
wir koénnen uns daher nur
darauf beschrénken, einige
Beispiele hervorzuheben, die
hier oder da Verwendung ge-
funden haben.

Das Netz der Dreiecks-
koordinaten (§ 31) lehnt sich
an ein gleichseitiges Dreieck
ABE anund ist dadurch aus- -—---
gezeichnet, daff fur jeden /
Punkt PderEbene die Summe /

der Abstinde von den Drei- Abb. 197. Dreiecksnetz. Unterdriick
. . . Dreiecksnetz. Unterdriickung
ecksseiten, PA + PB+ PC, der Scharen («), (8) und (y). Ablesung mit

konstant, und zwar gleich ~ Hilte eines beweglichen Dreistrahls.
der Hohe des Dreiecks ist. 21(x) + 22 (8) F2(¥) =c.

(Abb. 127.) Die Herstellung

des zugehérigen Netzes (Abb. 75) kann nun vermieden werden,
wenn wir in den Punkt P, in dem eine Ablesung erfolgen soll, ein
System von drei Strahlen Px, P8, Py legen, die miteinander die
Winkel 120° bilden, Teilungen (&), (), (y) tragen und die Drei-
ecksseiten senkrecht schneiden. Aus praktischen Griinden ist es
naheliegend, die drei durch P gehenden Geraden auf der festen
Unterlage zu entwerfen und das Dreieck auf durchsichtigem Blatt
als Index auszubilden. Tragen die Geraden die Teilungen z;(x),
2o(B) und 24(y), so stellt eine Tafel der beschriebenen Art demnach

die Funkti
1o FmEhon 2(&) + 2(B) + 24(y) = ¢

dar. Durch Verinderung des gleichseitigen Dreiecks A BE er-
reichen wir eine Anderung der Konstanten ¢. Unter Festhaltung
der durch B¢ und BYU bestimmten Geraden kénnen wir die Seite
AC parallel verschieben, bis A und € zugleich in B zusammen-

Schwerdt, Nomographie. 16
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fallen; das Dreieck artet in ein System von drei durch einen
Punkt (@) gehenden Geraden aus. (Abb. 128.) Mit Riicksicht auf
die Form, die man dem Index gibt, heifen Nomogramme dieser
Art Hexagonaltafeln, sie stellen den Typus

2y (o) + 2o(B) + 23(y) = 0
dar.

Bei der Herleitung der Tafeln mit einem Dreieck als Ablese-
vorrichtung miissen wir fordern, dafl die Seiten des Dreiecks die
Leitern Po, P und Py senkrecht schneiden; fiir Hexagonaltafeln
mit ausgeartetem Index (¢ = 0) ist diese Bedingung nicht wesent-

B

|
@R
/N b

/ \
Abb. 128. Ausartung des Drei-

ecks, ¢=0. Schema einer
Haxagonaltafel.

Abb. 129. Schema einer Hexagonaltafel.
Drehung der Ablesevorrichtung.

lich. Als erster diirfte Lacmann diesen Umstand ausdriicklich
bemerkt haben; sein analytischer Beweis 148t sich leicht durch
die folgende Bewegungsdiskussion ersetzen (Abb. 129). Fir jede
durch die Punkte P und @ bestimmte Lagezuordnung von Leiter-
system und Index verschwindet die Summe der Abstéinde, wenn
die Richtung dieser Strecken auf ihren Trigern beriicksichtigt

wird: PA4PB+PC—=0.

Unter Festhaltung des Index drehen wir das Leitersystem um P,
und zwar um den beliebigen Betrag ¢; in der Endlage bestimmt der

P
Index dann die Strecken PA’' = P4 , PB=""— und
Cos @ cos ¢

= -, es ergibt sich also auch

cos @
PA' 4+ PB 4+ PC' =0.

’
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Die Hexagonaltafel leistet daher auch bei beliebiger Lage von
Leitersystem und Ablesevorrichtung stets die Darstellung der

Funktion
2(0) 4 22(B) + 23(y) = 0.

In der Praxis haben Hexagonaltafeln, wenigstens in Deutschland, keine
nennenswerte Verbreitung erfahren; die Ablesung ist mit gewissen Un-
bequemlichkeiten verkniipft, die auch nicht durch den Umstand auf-
gewogen zu werden scheinen, dafl die Schnittverhiltnisse fiir jedes Werte-
tripel («, f, y) stets ein Optimum sind. Die Theorie dieser Tafeln ist in den
ltzten Jahren wesentlich erweitert worden?).

Eine gewisse duBere Ahnlichkeit mit der soeben behandelten
Tafelform weist eine Darstellung auf, die sich an das Quadrat als
Leitertriger anlehnt. Die Seiten eines Quadrates mdgen die
Funktionsteilungen z,(x), 25(8), 25(¥),
2,(0) in der Weise tragen, wie es
Abb. 130 hervortreten 148t; als In- Z2
dex benutzen wir ein rechtwinkliges
Kreuz?). Aus der Kongruenz der
schraffierten Dreiecke ergibt sich, __{ ge
daB in jeder Lage des Index die
Funktion

21(o%) + 23(B) = 25(y) + 24(0)

Darstellung findet, unabhéngig von Z / %
der Lénge der Quadratseite. A

Wir erkennen, daf3 eine Qua- a
drattafel eine Fluchtlinientafel App. 130. Schema  einer
mit Zapfenlinie ersetzt, allerdings Quadrattafel.

erfordert die Ablesung groBere Sorg-  21(%) + 22(8) = 23(») + 24(6) .
falt beim Einstellen der Ablesevor-
richtung. Wie bei Fluchtlinientafeln ist eine besondere Zuordnung
der Wertepaare innerhalb der Gruppe &, f, y, 6 wesentlich:
wenn « und [ (bzw. y und ) als erstes gegebenes Paar auf-
treten, ist die Ablesung samtlicher abhéngigen Paare mdéglich, sie
gestaltet sich ohne weiteres jedoch nicht besonders handlich.
Das rechtwinklige Kreuz als Index vermittelt eine Produkt-
form zwischen vier Funktionen, wenn die Leitern z(x), 2z,(8),

1) Die Erfindung der Hexagonaltafeln geht auf Ch. Lallemand
zuriick, 1885. Mit der Theorie dieser Tafeln beschiftigen sich die Berichte
in den Comptes Rendus Bd. 174, S. 82, 146, 253, (1664). 1922,

2) Der rechte Winkel als ,,Ablesekurve wurde an Stelle der Flucht-
geraden bei Leitertafeln von Goedseels benutzt; die Ablesung einer Ver-
dnderlichen erfolgt im Scheitelpunkt des rechten Winkels.

16*
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25(7); 24(6) nach Art der Abb. 131 von einem festen, rechtwinkligen
Kreuz getragen werden:

?;(0‘) 23(y)

z2(B)  2a(0)

Derselbe Typus kann durch die in Abb. 132 entworfene An-
ordnung der Seiten dargestellt werden, wenn als Ablesevorrichtung
ein Parallellineal benutzt wird, wie es bei nautischen Konstruk-
tionen Verwendung findet!). Im Prinzip sind die Typen Abb. 131
und 132 nicht verschieden.

90°

22

/ Zy Z4

Abb. 131. Schema. Festes Kreuz
als Triger, bewegliches Kreuz
als ,,Ablesekurve*

21() 2

2(B) 20 Abb. 132. Paralleltafel.

Die Reihe dieser Beispiele mag geniigen, um darzulegen, in welcher
Richtung sich die Erweiterungen unserer Darstellungsformen erstrecken.
Wir haben die wesentlichen Schliisselformen an elementar-geometrische
Sitze angelehnt, und es bereitet keine Schwierigkeiten, zahlreiche andere
Schliissel auf diesem Wege zu entwickeln. Als Leitgedanke tritt bei Ver-
suchen dieser Art in erster Linie der hervor, die Darstellung mit einfachsten
konstruktiven Mitteln zu leisten. Wihrend wir bei den klassischen Tafel-
formen unsere Aufgabe darin gesehen haben, die Glenauigkeit der Darstel-
lung, die Ausdehnung der Bereiche, Anordnung der Trager und Struktur
der Scharen oder Leitern durch Abbildungen zu verdndern und besonderen
Verhéltnissen schmiegsam anzupassen, tritt dieser Gesichtspunkt hier zuriick;
es diirfte sogar bei diesen, aus einzelnen geometrischen Beziehungen erwach-
senen Tafelformen nicht immer moglich sein, Verzerrungen anzugeben,
denen die Invarianz des Schliissels eigentiimlich ist; eine Verdnderung der
Tafel kann zumeist nur formal nach dem Verfahren der freien Parameter
erfolgen.

Fiir jeden der neu eingefithrten Schliissel 1aBt sich durch Wahl allge-
meinerer Triger der Anwendungsbereich erweitern; durch Typenbildung
koénnen mannigfache Funktionsformen gewonnen werden.

1) Tafeln dieser Art wurden von Beghin angeregt.
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§ 50. Der Kreis als Ablesekurve.

Die Leichtigkeit, mit der ein Kreis auf durchsichtigem Blatt
oder mittels des Zirkels realisiert werden kann, gibt Anla$3, Tafeln
mit kreisformiger Ablesevorrichtung zu untersuchen. Wir konnen
Darstellungen dieser Art an die Behandlung von Netztafeln an-
schlieBen, indem wir den Kreis als Rechenlinie ansehen, undes
ist moglich, auf Leitertafeln zuriickzugreifen, wobei wir Kurven
oder Netze als Triger der Teilungen voraussetzen.

Ein Kreis ist durch drei Punkte bestimmt. Entwerfen wir auf
einem durchsichtigen Blatt eine (konzentrische) Kreisschar, so
kénnen wir durch drei Lelterpunkte Xy (0, o), Yy (Gqy Bg); Xa(Ogy Xg)
Ya3, 4)5 T5(xs, ocs) Y5, &g) einen dieser Kreise festlegen und
auf der Kreislinie ein viertes Wertepaar (a,, og) ablesen. Die Be-
dingung, daf} vier Punkte auf einem Kreise liegen, laB3t sich in
der Form schreiben

At om w1
IR L Y (282)
By x Y 1
S A A
Auf typenbildendem Wege kénnen daher Funktionsbilder fiir vier,
fiinf, ..., acht Verdnderliche gewonnen werden.

Besondere Bedeutung diirften diejenigen Darstellungen be-
sitzen, bei denen eine Ablesung in den Mittelpunkt des (verinder-
lichen) Kreises verlegt wird; als Ablesevorrichtung dient dann
der Zirkel. Die Punkte (z,y,) und (z3y;) liegen auf einem Kreise
‘mit dem Mittelpunkt (x,, ), wenn die Bedingung

@y — @) + (g2 — ¥1)? = (@3 — @) + (¥ — y1)®  (283)
erfiillt ist. In welcher Weise das typenbildende Verfahren an die
Schliisselgleichung (283) angeschlossen werden kann, soll an
einem Beispiel entwickelt werden.

Wir wahlen die Trager (x, y,) und (z, y,) geradlinig, etwa x; = 0,

Y =y, (&), 3 = 25(f), ¥, = 0; dann geht (283) in die besondere
Form iiber: ' 5 5 g

2+ i =23+ 29,y (284)

Es ist nun naheliegend, 23 | ¥ = 72, 7 = 7(0) zu setzen, so daBl
wir die Grundform

‘F (0) = Fo () + Fy (o )F(m (285)

erhalten. Wir haben damit keinen neuen Typus der Darstellung
zugénglich gemacht, jedoch vermittelt die zugehorige Kreistafel
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vor frither entwickelten Tafelformen gewisse Vorziige bei der
Benutzung.

Beispiel. Bei der Berechnung von Trégheitsmomenten fithrt der
Huygenssche Satz auf die Beziehung

J=J, e M.

(286)
Durch Vergleich mit (285) [bzw. (284)] ergibt sich der Ansatz:
z =0, Yp=2r-€%,
1’2:!"]':7“ Yya=0,
vityi=r%
r=pn)J, Ys=v+M, wenn u?=2.%-93

Handelt es sich um kleine Massen M, so wird man » verhaltnismafig grol
wihlen; in Abb. 133 ist der Entwurf =1, u =1, » = { wiedergegeben.
Wird M in gr, e in cm gemessen, so bestimmen sich die Tragheitsmomente
in gr-cm?; in der Tafel sind die Benennungen unterdriickt. Fir M =15,
J, =165, e=3 gestaltet. sich die Ablesung wie folgt: Eine der Zirkel-
spitzen wird in ¢ =3 eingesetzt, der durch J, =65 bestimmte Kreis

35 J \

i \ N\

1 ; X M
€ B \\ 20

i X X

Py = - N——

4 = < : X X

. AN NN X X 75

- N T\ X Y
25 AN X \ \

. AN N \ \

. AN Y, \ " 0

] N\ ) \ AN W N
P \ AN N

] = AN N2 W SN VS W N G

] AY LN W S WL W S W W |

R \ VM VS W S W i S
253 < LN W W V5 W A O .

1 AN N W W O 7 S W B 1
7 3 LN W L U S L

N X

. l . -

5 g0 "% 50 w0 ™ 200 g, oo 400
Abb. 133. Kreistafel fiir den Huygensschen Satz J =J, +€* . M
Beispiel: Gegeben e = 3, J, = 65, M = 15; gesucht J = 200.
Verkleinerung 4/,.

gibt auf der Geraden M = 15 das Ergebnis J =200 an. Es ist ohne
weiteres ersichtlich, wie sich die Losung gestaltet, wenn J, oder M gesucht
sind; die Frage nach e eriibrigt sich aus praktischen Griinden.

Eine Besonderheit aller Kreistafeln bedarf der Erwahnung.
Es ist ein Nachteil, dal sich u. U. keine reellen Schnittpunkte
ergeben, wahrend eine der Schnittpunktskoordinaten reell ist.
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So gehort im letzten Beispiel zu e=1, J, =20, M =20 der
Wert J = 40, der durch e und J; bestimmte Ablesekreis schneidet
die Gerade M = 20 jedoch nicht; die Tafel versagt also im vor-
liegenden Falle.

Aus der Gleichung des Ablesekreises 22 4 (y — 1)2 =21 und
der Gleichung der Geraden M =20, y = 10, erhalten wir die
Abszissen der Schnittpunkte x = --}60-7. Wir suchen nun
den Kreis 2% - y? = J,, der durch z = —}-'VGO «4, y =10 hin-
durchgeht: J; = 40. Die Kreistafel liefert eine reelle Losung in
geometrisch imagindrer Gestalt. Durch geeignete Wahl der freien
Parameter 4, u, v ist es stets moglich, den Bereich der geometrisch
unlosbaren Aufgaben einzuschréanken.

Vorteilhafter lassen sich Kreistafeln anwenden, wenn die vor-
gelegte Funktion (285) quadratische Glieder enthilt, da wir in
derartigen Fallen auf regelmafige Teilungen zuriickgehen kénnen.

Beispiel. Die auf S. 200,208 u. w. behandelte Formel fiir Rohrgewichte
weist in der Gestalt

Dzzdz_}_%g.y (287)
auf einen Ansatz gemifl (284): )
z; =0, Yy =4 7,
To=u-d, Yo =0,
B+ o =12,
r=uwu-D, Ys=»- -G, wenn y2:;-l'v.

‘Wir wihlen dieselben Bereiche wie in Abb. 108:
D und-d =10 . .. 100,
y— 2,5...11.

1200

Mit p=2, i= — daher » = T;—O ergibt sich der in Abb. 134 dar-

gestellte Entwurf. Da es sich in praxi niemals darum handelt, y zu ermit-
teln, ist die Zuordnung der ,,Mittelpunktsleiter* zum Wertevorrat y gerecht-
fertigt. Ablesebeispiel: Gegeben D =55mm, d=40mm, y ="7; der
Kreis um 7 =7, der durch d =40 bestimmt ist, schneidet den Kreis

D =155 auf der Geraden G =8; Ergebnis: 81%—;.

Tafeln mit Ablesekreis kénnen auf planméfigem Wege schmieg-
sam gestaltet werden, da sich Verzerrungen angeben lassen, denen
gegeniiber der Schliissel invariant bleibt. Wir denken in einer
Grundebene E eine Kreistafel entworfen und wihlen eine Kugel,
welche die Grundebene in einem beliebigen Punkte beriihrt. In
bekannter Weise kénnen wir nun durch stereographische Pro-
jektion die Ebene in die Kugelfliche abbilden, wobei alle Kreise
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der Ebene wieder in Kreise der Kugel ibergehen. Wenn wir, aber-
mals durch stereographische Projektion, jedoch nach Wahl eines
neuen Augenpunktes die Kugel auf eine neue Ebene, die Bild-
ebene E, projizieren, gewinnen wir eine Abbildung von £ auf E,
bei der alle Kreise der Ebene ¥ in der Bildebene E wieder als

3 — \\ AN \iiym

L NN N N

T \ \—75
ANEANE AN NP

v N N N N O N N
\ ANEA N N N NS

. LN N N N O N A
5 - A\ N N N N W W N
N N N N N N N

51 NN N N N N O W N W W4
;] N L N N W W W W W R
i AN, W LN W W N
s N W N W VO W W i WA
7, AN WV VO W O W ™
: X A e

/

LA N B N N N N

Ja'lz‘olslal/galajolﬁlol'éolslolylom,%'
Abb. 134. Kreistafel fiir Rohrgewichte. Beispiel : Gegeben D = 55 mm,
d = 40 mm, y = T; gesucht G = S%g. Verkleinerung 4/4,.

Kreise erscheinen. Abbildungen dieser Art sind konform; wir
sind daher nicht in der Lage, die Schnittverhiltnisse einer Dar-
stellung auf diesem Wege zu verdndern, wohl aber gelingt es,
den Aufbau der Leitern und Scharen wesentlich zu beeinflussen.

Der analytische Ansatz von Verzerrungen, welche alle Kreise
als solche erhalten, gestaltet sich einfach. Setzen wir x + iy =z,
&+ in =1, so vermittelt die bekannte konforme Abbildung

{= L (288)

4

folgende Beziehung zwischen den Koordinaten:

o % __&
T2 2 £2 27
R S (289)
Y —_—"
17“x2+y2’ y §2+,72'



§ 51. Das Fiirlesche System. 249

Jeder Kreis (x — @)%+ (y — b)2 = r? der Grundebene bildet sich
gemafB (289) in die Kurve

E2 42 2af — 2by

@+ E4?

d. h. also wieder in einen Kreis ab. — Die Verzerrung (289) ent-
hilt keine freien Parameter; um sie schmiegsamer zu gestalten,
denken wir die Darstellung in der Grundebene Verschiebungen,
Drehungen und Ahnlichkeitstransformationen unterworfen, bevor
die Verzerrung vorgenommen wird. Damit erhalten wir das
allgemeinere System

+ (@462 — ¢%) = 0,

’

x
, et
r = Ay &+ QY + 3, x' Ay (200)
Y = — Q3% + Ay Y + @y, - —y
P Ly

Da den Kreistafeln in der Praxis wenigstens zur Zeit nur be-
schrinkte Bedeutung zukommt, verzichten wir darauf, die Ver-
zerrungen im einzelnen durchzufiihren. Es sei aber bemerkt,
daB bei einem systematischen Aufbau der Kreistafeln die Ab-
bildungen (290) dieselbe Rolle spielen wie die projektiven Ver-
zerrungen in der Theorie der Fluchtlinientafeln.

§ 51. Das Fiirlesche System.

Wir haben die Theorie und den praktischen Ansatz von Netz-
und Leitertafeln stets an ein kartesisches, rechtwinkliges Koordi-
natensystem angeschlossen; die Vorteile dieses Verfahrens sind
an den entscheidenden Stellen hervorgetreten. Es hat sich aber
bei gewissen Tafelformen auch gezeigt, dafl eine Erweiterung des
Koordinatenbegriffes u. U. von Nutzen ist. So gestaltet sich der
Entwurf einer Doppel-Strahlentafel sehr einfach, wenn wir die
Strahlen der beiden Biischel als Koordinatenlinien ansehen (S. 124),
die im § 49 behandelten Typen bediirfen iiberhaupt nicht der
Orientierung in einem der bekannten Koordinatensysteme;
schlieB8lich konnen die im § 47 entwickelten Konstruktionen an
parallelen Leitern als Beispiel herangezogen werden, die Teilungs-
strecken auf den parallelen Tragern haben durchaus die Be-
deutung von Linienkoordinaten, da sie die Lage einer Bildgeraden
vollig festlegen.

Der Grundgedanke, nomographische Darstellungen als Kon-
struktionen in allgemeinen Koordinatensystemen anzusehen,
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ist zum ersten Male von Fiirle!) entwickelt worden; er vermittelt
eine besondere gliickliche Ordnung der Darstellungen von Funk-
tionen mit n Verédnderlichen.

Als Koordinaten (@, ) eines Punktes der Ebene bezeichnen
wir solche GréBen, welche die Lage des Punktes eindeutig oder
auch endlichfach mehrdeutig festlegen; im letzten Falle gelingt
es durch Gebietsbeschrinkungen zumeist, die Eindeutigkeit her-
zustellen. Wahlen wir als Bezugselemente zwei diskrete Punkte
P und @, so kénnen als Koordinaten die Abstinde eines Punktes
von P und Q gelten; bei Beschrankung auf eine Halbebene ist
das System eindeutig. Es ist auch moglich, die Abstandssumme,
Abstandsdifferenz, das Produkt der Abstdnde oder irgendeine
andere Funktion als Koordinate ¢ einzufiihren. — Diese Beispiele
zeigen, wie sich Koordinatensysteme an andere Bezugselemente,
Punkt und Gerade, Gerade und Gerade, Punkt und Kreis u. dgl.
anlehnen lassen. DaB unter dem vorliegenden Gesichtspunkt auch
Polarkoordinaten, elliptische u. a. krummlinige Koordinaten mit
einzubegreifen sind, versteht sich von selbst.

In jedem allgemeinen System (g, y) stellt f(@,y; o) =0 eine
nach dem Parameter « bezifferte Kurvenschar dar. Wir defi-
nieren nun n Kurvenscharen

ful@n, wis %1) =0, fol@as s %) =0, ooy ful@ns¥ns %) =0,
wobei die Koordinaten ¢;y; vollig verschiedenen Systemen zu-
gehéren kénnen. Soll eine Funktion F(xy, &y, ..., &) =0 aus
den n gegebenen Funktionen fj, ... f, ermittelt werden, so sind
(n +1) Bedingungsgleichungen zwischen den Koordinaten
@;y; erforderlich :

M, =0, My=0, ..., My=0, M,,;,=0.

Es ist notwendig, die nomographische Bedeutung dieser Be-
dingungsgleichungen kurz zu erértern. Liegt beispielsweise
M, (¢, ;) = 0 vor, so stellt M; = 0 eine Kurve dar, die mit der
Schar f; =0 zusammen eine Leiter (&) definiert; die Funk-
tionen M bedingen also den Aufbau einer Tafel. Inwiefern durch
M, =0, ..., M,,; =0 auch der Schliissel bestimmt ist, soll
an einem Beispiel n =3 gezeigt werden. Durch f, f, und f,
sind drei Kurvenscharen festgelegt. Wir fordern, dafl die drei
Punkte (@.y,), (@si5) und (psy;) stets ein gleichseitiges Dreieck
mit der Seite a bilden, (drei Bedingungen), und daf der Schwer-
punkt des Dreiecks auf einer festen Kurve verbleibe (vierte Be-

1) Rechenblitter, Progr. d. 9. Realschule, Berlin O, 1902, Nr. 131.
Ferner Progr. d. 9. Realschule, Berlin O, 1910.
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dingung). Wir erkennen, dal} sich auf diesem Wege zahllose Mog-
lichkeiten darbieten, besondere Schliisselformen zu entwickeln.
Fiirle zeigt zunichst, dal jede Funktion F = 0 durch jeden

vorgeschriebenen Ansatz f; ... f, darstellbar ist. Wahlen wir
namlich » Bedingungsgleichungen M = 0, so kdénnen wir aus
den (2n + 1) Gleichungen ¥ =0, f, =0, ..., {,=0, M, =0,

.., M, =0 die Veranderlichen «, ... «, eliminieren, und es ergibt
sich die fehlende Bedingung M, ., = 0. Es ist dagegen nicht all-
gemein moglich, nach erfolgter Vorschrift simtlicher Bedingungen
M =0 den Ansatz f,=0 ..., f, =0 zu bilden, wie sich leicht
nachweisen 14Bt. Demnach gilt nicht nur fir Fluchtlinientafeln,
sondern auch fiir Tafelformen anderer Art, dal} sie bestimmten
Funktionstypen eigentiimlich sind. Die praktische Ausfiihrbarkeit
der Operationen bleibt im einzelnen Falle jedoch dahingestellt.

In den ,,Rechenblittern‘ hat Fiirle eine Fiille von Tafeln mit beson-

deren Schliisseln entworfen; die Veroffentlichung scheint, da sie an wenig
zuganglicher Stelle erfolgt ist, leider wenig Beachtung gefunden zu haben.

SchluBBwort.

Praktische Fragen. Bei Untersuchung verschiedener Tafel-
formen hat sich gezeigt, dall gewisse Funktionstypen wiederholt
auftreten; wir sind in zahlreichen Féllen in der Lage, eine vor-
gelegte Funktion in mannigfacher Weise nomographisch dar-
zustellen. Die nach ihrer Form verschiedenen Lodsungen einer
Aufgabe haben wir in theoretischer Hinsicht dadurch unter ein-
heitlichem Gesichtspunkt betrachten kénnen, dafl wir sie samtlich
als Abbildungen einer einzigen, in einer Grundebene gelegenen
Darstellung angesehen und entwickelt haben. Auf diesem Wege
war es auch moglich, die besonderen Eigenschaften jeder speziellen
Abbildung durch Vergleich mit denen anderer Darstellungen
hervorzuheben. Dieses Ergebnis hat unmittelbar praktische Be-
deutung: die Nomographie soll nicht Rechentafeln konstruieren,
die einem Funktionstyp schlechthin eigentiimlich sind, ihre wesent-
liche Aufgabe besteht vielmehr darin, die geeignete Darstellung
unter Beriicksichtigung der Bedingungen auszuwihlen, die der
sachliche Zusammenhang in der Ausdehnung und Struktur der
Bereiche, ihrem Schwerpunkt, der Ablesegenauigkeit, der Reihen-
folge und Wertigkeit der verinderlichen Gréflen in jedem ein-
zelnen Falle besonders zum Ausdruck bringt. Ferner haben wir als
wesentliches Moment den Zweck zu beriicksichtigen, dem eine
Rechentafel dienen soll. Handelt es sich darum, fiir eine voriiber-
gehend bendtigte Rechnung eine Hilfe zu schaffen, so wird ohne
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Frage nur ein Tafeltyp herangezogen werden, der die Darstellung
mit einfachsten Mitteln leistet und den geringsten Aufwand an
zeichnerischer oder rechnerischer Nebenarbeit erforderlich macht.
Anders liegen dagegen die Verhiltnisse bei Nomogrammen, die
ein fiir allemal entworfen werden. Tafeln, die im Betrieb Verwen-
dung finden oder fiir einen gréfieren Kreis von Benutzern, vielleicht
auch fiir die Hand des Nichtfachmannes bestimmt sind, bediirfen
besonderer Durcharbeitung hinsichtlich ihres dufleren Aufbaues;
keinesfalls darf hier die leichte Herstellbarkeit des Entwurfes bei
der Auswahl leitend sein, vielmehr kommt es darauf an, die Be-
nutzung der fertigen Darstellung besonders handlich zu gestalten.
Einzelne Richtlinien seien nur kurz skizziert. Die Rechentafel
soll moglichst wenig Beschriftung, nur die unbedingt notwendigen
Angaben enthalten, jedoch miissen Bezifferungen und Benennungen
klar hervortreten. Bei Anordnung der Teilungen ist darauf zu
achten, dal} sie wahrend der Benutzung der Tafel vom ,,Rechner
nicht in gréfleren Abschnitten verdeckt werden miissen. In mehr-
teiligen Tafeln sollte die Zusammengehorigkeit von Teilungen
durch gleichartige Beschriftung gekennzeichnet werden, ein
Wechsel des Schliissels schon in der Art der Zeichnung zum Aus-
druck kommen. Jedenfalls handelt es sich darum, auch durch
geeignete Gestaltung der Rechentafel eine grofitmégliche Mechani-
sierung der Rechnung zu erreichen und alle Umsténde zu vermeiden,
welche die Aufmerksamkeit des Benutzers unndétig belasten. Man
hat es unternommen, derartige Hemmungen psychologisch
zu untersuchen; diese Fragen, an deren Bearbeitung u. a. Ferner
einen wesentlichen Anteil hat, sind aber noch nicht hinreichend
weit geklart, so dafl wir darauf verzichten miissen, hier weiter
auf diesen Gegenstand einzugehen.
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Anhang 1.
Multiplikationstafel nach Lalanne.
7 2 J 4 5 6 7 &8 9
9§~ . 3 3 N
ANANAY - L REH
SN SSSSEnoass S S
NRCRN & i S
7 R A " BN ~ 7
N § > > \{\ N
6 N\ R AN A 6'
NN \‘} < ANAE B PP N
CANNN N NN N
5 £ DS 5
N \
\\ - N A \ N
.\ NVANAN \\:\ A . AN J _
R 3 R 3 S 3 N Wik
R NN " N >
N N \ A AN e
TR N i 3
! | N A
5 S \\ R N 2 k. kf\ N 3
NS NN . NENA \ N N
\*\\\\\&‘\ DR R A
ARV A S N e
NS RT R G S S
\At ) \\\\ - N 3 BN \s NN \:\ \
2 3 . 112
S 3 S NSS! AN N N
"\\\ QQ \ A, N 3 \ N NONINN
N N \ N NN N
\ \q— N .\ \ N\ NN N NN
%\ RN RRRRRR B} RN
ANVANEN X R N T T
PRTAN NN NN R R
I q N N\ ™ {
@N N \\\ N NN N NRRNRLERN : N
Y \! N J J
N \\ A \\\ N NN N <§\ \\\: ;§\\‘ RRED \ SR N
SRR RN SR R R p
7 2 3 ¢ 5 6 7 8 9

Abh. 135. Die von der unteren linken Fcke (1) nach der Mitte der oberen Seite (3,16)
verlaufende Gerade dient zur Bildung der Quadrate; ihre Fortsetzung geht von der
Mitte der unteren Seite (3,16) zur oberen rechten Ecke. (Uberlagerung vgl. S. 7,

Abb. 3.) Bei der Ablesung ist die Zehnerpotenz zu beriicksichtigen.

Entsprechend stellen die schrag nach rechts unten verlaufenden Geraden die Werte L dar.

123
In zahlreichen Versffentlichungen finden sich besondere Rechenlinien fiir die Funk-

3,—
tionen 2?, Jx usw.
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Anhang II.

Zeicheneinheit E fiir reg «.

Elix)

mm %00 — 1mm
300~ stellt
250t dar
200 +0,0054¢c
750 -

720 -
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46
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20 40,05
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72 -
014071
6]
6
4-02
.
5 03
25+ 04
2 105
51
- —+-70
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[l —

3
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25
710
0,8
95-1-20

Abb. 136. Vgl hierzu 8. 4, 38 und 161.
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Anhang IIL.
Zeicheneinheit FE fiir log .
Zewcheneinbert
Elgg )
mm 50—+
50, 0 o
60 0 5 10 1
)
60 — w“ /0/3 / / ?5
_75. :_u
90 E
[ ¢ 100 o =
70 /5 2 E
y F
L 720 / E
—2
LR g 1 / 8 F
- L L5
90 - 0 / 2 F
%0 // o
w001 .200 e ] L10
250 g // 1 :_:
720 : - -
1261 % 300 / % A -
7 5 i -
F) - | ~ E o5
%0173 L P // E
7 AT s o
775 A /////// » o
2002 20 Z P e -
] 27 e 20 C 03
. s e w6 Y 8
1, % /2244// 60 50 =
. 24 ://245/ w0 ™ n E02
B 1 AT AT o100 . =
sor=L—5 ,{/ o™ sldnd C.
0,51 ad® Tenuﬂg o
300%° ‘ C
C g7
Abb. 137. Vgl. hierzu S. 67, 216 und 233.
Anhang IV.
Multiplikation von Determinanten.
L gy agg ‘ i heay ap agy
. | o
L ‘ Qg1 Gy Qg | = i Aoy Oap Aoz« (291)
| @31 gy @g3 | | A~y Gyp gy |
A1 Q2 O3 {0 Dy bys
Qg1 Qg g3 ‘ byr bgp by | ==
| @31 Gy @s3 | | by by by (202)

11611+ @ro byt A13bigs Gy Doyt Gybas - aysbys, G11 byt g gyt arsbss
U1 0114 Opg byot Gpsbyss Gy gy o bao - A3 bog,s gy by 4= Aay Dyat- a3 bys
Uy b1y 4 G3p b1t Qa3 bigs Gy byt Gaybog Ay byy, @3y b3y + A byt 33035 J
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Anhang V.

Hinweise fiir die Losungen der Aufgaben.
Zu § 10.
1. £=09mm — 2 E(1Stunde) =1mm, F(lmm Hg)=4mm. —
3. Teilungslange 200 mm; es werden die x-Bereiche 20 - 0,01 iiberlagert. —
4, py=4-p. — 5. Geglattete Werte: «, =1, 4, =1,5, oy =2, 1, =2,

=3, de—d, =B, ly—=8, op—10. — 6. ML) = L
:3 3,; Ag 0y - 5, 4,=38 015 0. . 6 ém(/)s 3_0‘1142 .
. gﬁ(h)_n<n—'2)((x2~0¢1) O‘ZL s {xn_z . - . X = « ey
M) =16 x =2...3; M(A) =2,5. x=3. M) =4 «=5...10;
M(A) =756. — 9. Van Horn: Good nghtmg Bd. 7, S. 234. 1912.

E(0,001 sec) = 1 mm, E(19,) = 1 mm. Aus dem Anstieg 4 der Kurve folgt,
dafB Aﬂ/ 4 Ao zwischen 500 4« und 2000 4« liegt. — 13. H.Spoerry:

Tables de t1r graphiques pour l'artillerie de campagne. Revue d’art. (43).

Bd.86, S.400—411. 1920. — 14, 2 () =)10x — o®. — 15.y(8) =5 +}25 — p°.
Jeder VVert B wird zweimal dargestellt. — 16, Kreis, Radius 120 mm. —

17. Gerade y = — 0,92 4 90 (mm). — 18, Gerade y = 2. — 19.y = S —
20, y = — 6z + 119,4 (mm). Die Bereiche f=01...1, 1...10,
10 .. .100 koénnen iiberlagert werden. — 21. y = — 2z -+ 50 (mm). —

22. Kreis 2% 4 y2=2502. — 23. x =«.30mm, y=f.25 mm; Kreis
mit Radius 150 mm. Oder: = «2.5 mm, y=p$2.4 mm; Gerade

Y = ~144x+ 144. — 24.9::£"Omm,y:ﬂ2.25mm- Gerade y = x. —

25,z =rego; y =logf. — 26, 2 =100.logx mm, y = 100log # mm; Gerade
y = 3,1 — 12,5 (mm). Uberlagerung! — 21, » = - mm, y = IOTO m

Unterdriickung des O-Punktes. — 28. x =}'3x.30 mm, y = § 15 mm.

Kreis mit Radius 10-}90 — 94,9 mm. — 29. w = %n = 0,1047 n. —
30. 1 BS =0,7355kW. — 32, 2= (d -+ 0,2)%, y=5s oder x =d -+ 0,2,
y =V5s. Verzifferung. — 33 g, = log# . 250 mm, Bildkurve:

y =« — 250 . log2 (mm), Yy = log (1 — y) . 250 mm, Bildkurve
y == — 250 .log 2 (mm). Die Teilung (y) wird mit einer Grundleiter logz
entworfen, die Bezifferung wird aber nach y = 1 — 2 vorgenommen; z. B.
die Punkte z = 0,95, ..., 0,25 erhalten die Bezifferung y = 0,05,...,0,75. —
34. a) Rechteck. b) Der Bereich e ist durch ¢ und w bestimmt: ¢ = 20...1000

Volt. c¢) Nur diejenigen Aufgaben ¢ = iw , deren Bild punkte im Rechteck
liegen, d. h. die auf das Ergebnis i = 2...10 Amp. fiithren. — 35.a) Trapez. —
36. Aus = —;/; folgt, daB bei Konstanz von « die Werte # dem Parameter y

direkt proportional sind. Alsa erfolgt die Verdichtung zweckmiBig auf den
Linien (x) durch regelmiBige Teilung. Im Gebiet f > « wird die Ein-
schaltung regelmaBig auf den Linien () vorgenommen. — 8%, Auerbach:
Physik 8. 154, 4. — Genauere Werte: Phys. Z. Bd. 2, S. 88. 1901; Bd. 3,
S. 165, 274. 1902; Ann. Physik Bd. 12, S. 31. 1903.

Zu § 17.

38. Die ©-Folge ist fallend zu durchlaufen. «; =3, 6, =0,1. «, =4,
0,=0,05. ag=06, 0;=0,025. 5, =17, 6,=0,02. — 39, arcO, = 1: 300.
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(0 = 10") O = 20". &y = 50°, O = 30", o3 = 70°, Oy = 1°. &, = 80°, —

40. ¢ muB ein ganzes Vielfaches von @ sein. — 41, log o, + 1

p log2=1logx,.
mm; mittlere Teilung:

>

AuBere Teilungen: 100 -logx; mm und

—n
50 -log oy mm. — 42.logly = — n-loga + log 1011 — —:L—] Doppelt-loga-
rithmisches Netz. Man berechne Folge: 10|1 — 1 J. Die Geraden (n) werden

J

n
mit Hilfe des numerisch abzulesenden Abschnittes 10 {1 — w auf der

|

y-Achse und im Anstieg —n eingezeichnet. Die Schar iiberdeckt das Blatt
mehrfach. — 43. Die y-Achse liegt sehr weit links, der Achsenabschnitt

log<%> ist sehr groB. Wir stellen daher die Beziehung %0 [n|= % >
z 0,05 C 1. . wo
log 100 + logn = log —— dar. — 48, Projektion.der Leiter ¢“*. — 49. Pro-
0,9
iter a3, — 51, i— 2. W F— — 5, i = o00;
jektion der Leiter 51, 1 Wt 5 Wertepaare W 5, ¢ =00

W=o00, 1=0; W=25, ¢=0,09. — 52, Vgl. Pirani und Miething:
Z. {. Feinmechanik 1915, Nr.7. Teilung (n) regular. E(0,017) = 0,2 mm,
daher Teilungslinge 350 mm. Teilung reg (1) auf Triager ITin B(1pp) = 1 mm.
Unterteilung zwischen 400 und 450 uu auf 14, dann auf 10 . — 53. Bild-

und Gegenstandsweite sind vertauschbar. f=105mm. — 54. Wahl

mehrerer Projektionszentren. — 55. Vgl Pirani: Internat. Z. f. Me-
—12

tallographie §. 297. 1913. — 56, p() — —22F8 51,0 10

— 2(loge) - - 58, pa) — 22t %50 Teilungstinge 251

= g)~2+—@. . P )km. — . Teilungsldnge . —

60. 1= 200 mm A 670 mm (Glatten!). 6 < 0,04. Mindestens

70,155 — (0,857 — 1)
20 Punkte. — 61 Trager gleichseitige Hyperbelz? — 52 =1. — 2. Ellipse
#* + 1,22y +y* —y = 0. Mittelpunkt x, = — 13, w,=23. Haupt-
achse unter 135° gegen die positive z-Richtung geneigt. Halbachsen:
a=2b; a= )10, b= 5710. Der Bereich —co- - - + oo wird dar-

gestellt. Erzeugende Schar y = dl& 2. — 63. Parabel y®> =42 Erzeu-

1
gende Schar y :ﬂx. Zeicheneinheit I > 100 mm. — €4. XKreisschar
ax

2 gt ; ini -7
22+ y 14 atad Schar der Koordinatenlinien 2z T atad’ . nur
im Bereiche o= 0.+ 1 und a =73 ...00. Schar der Linien y = ——
im Bereiche & == 1. .. 3. 1+ a®a
Zu § 23.
65. M = — 8zy. Gebiet B etwa erster Quadrant. Alle Kegelschnitte

Aa* + By® =1 werden gestreckt. Die Koordinatenlinien bleiben in ihrer
Parallelencigenschaft invariant. Die Geraden gy = c. gehen in die Bild-
1—e® 3z + 2y —2 22+ 3y — 2
T & tber. — 68, =" -7 "=, , 7T I T2
1 e & Uber — 68, ¢ 2042y -1 TT 3z F2y—1
r—>o0 ergibt &> 15, 1. Bei y—>oo folgt £—1, n—> 1,5, —
3z —6 3z — 3
69, &= — xx—ry _?{/_ I 1= jxxtfy_—ly—T - Charakteristische Gleichung

Schwerdt, Nomographie 17

geraden n =
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l 3—v —6 0

3 83— 0 |=0,dh (r—1).(2+9)=0. Nurv, =1 reell
l 1 1 1—v

Es bleibt nur der 0-Punkt invariant. Die Gerade u = — {4, v =2, d. h.

y = 1x — § bleibt als Triger fest. Das Bild der uneigentlichen Geraden
verlauft parallel zur &-Achse im Abstande — 3. — 70. Wurzeln der charak-
teristischen Gleichung %, =2, 1, =1;=3. Aus 1, folgt, dafl die Gerade
@ 4+ y = 1 fest bleibt; 1, 5 fithrt auf alle Strahlen durch den Punkt (1, 1).
Daher sind auch alle Punkte der Geraden x + y =1 fest. Hierauf be-

0 0 —1
ruht die Konstruktion. — 91. |4 | = 0 —1 0|. Linien (x): Pa-
—1 0 0

ralleleninvarianz. Linien (y): Triger £ = 0, v = 0. Bild des 0-Punktes un-

a0 a aa o
eigentlich auf » = 0. Bild der Schar (z): #n = z. — 72, (a a a). 3. (0 a a).

a0 a 0Oaa
Y4, a3 = ay,. ¥5. Konchoide: fiir ¢ = a. Kreis &2 4 4% = a® Versiera:
fiir ¢ = a Kreis &2 + 42 = an. — 6. Ellipse £20* + 2a? = a?b% — Die
Abbildungsgleichungen enthalten die Konstanten der Kurve.

Zu § 33.
1. Vel 8. 112, 4 Ay A~ 0,03+ s-)1 + p% — 78, Konzentrische Kreis-
— 2 s\
schar; 4+ Ay = i;—Vl ¥ p% — 79, Kreise a2 + 32 + y%’ + ((%@4# 92) =0.

. a? 2 P | 1 1 1
Hillkurve: ay = 5 83. Schar (x): & =5 1=35 —p=g*
1 1 1 1 z 1
Schar (f): & = 50 1= 0. — V_Eﬂ' Schar (y): — T=se 1) v
22 — 200 3R — 10
— 5 — 84 Vglbsj;;zi_l.‘is 86.U(R)= poro — g0 VB =15 g -
Up)=0,V(e)= “8ao 40 87. Vgl. ETZ., Bd. 8, S. 66. 1887. Ferner
7o — 4 oF oF 1

Auerbach: Physik, S.140,4. — 88. = ) E= 1

1 1 1 da " Oy o
f=— 3 q=—,n=——. — 90. Netz: =4 .sin*f, y=1-tgo
& 7 1 . 7
Schar (m): y = — —zm x 4+ m?; Triger x =4, y= — 1. Schar (¢):

(x — 4sin?@) + xcos?p = 0, Hyperbeln, Ort der Mittelpunkte Gerade
Y 2 yp p

— 2)2 1)2
Yo = Lty — 1, Ort der Scheitelpunkte Ellipse (@ 52) -+ ly +, N7 1. —
91. Netz: x :117, Y = 117 Vgl. hierzu: Casorati: Acta math. Bd. 14,

1 2
S. 95. 1890/91; Crelles J. Bd. 7. 1831. — d’Ocagne: Déterm. du rayon de
gourbure en coordonnées paralléles ponctuelles Briissel. 1891. — 92. y = - p.
Die Schnittverhiltnisse in einem Bildpunkt (« #) sind iiberall ein Optimum. —
94, Benutzung der GauBschen Additionslogarithmen. In iblicher Bezeich-
nungsweise: logt = 4, log(1 4+ =DB; t=4, )= B— 4. — 96. Rechen-

linie: & =%Iog 1 —}——:— , = ~%logt. — 97. Rechenlinie: £ = {log(1l —¢),
n = Llogt.
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9. o =logx, y=yl; |s=logi: |t=rF(L).
xy=1logy, ¥ =ys(8); [n=g(); t=G[y(8) —y:(8)].
100, (y —x)(6 —p)=c. — 101. x =logp, y=1IlogV. Schar der
Rechenlinien # = —mn-& — 102.Vgl. C. Reuschle. Stuttgart 1885.
Elementare Ableitung: a2®+a2®+bax+¢=0; x.y=—¢, wenn
AW
y=a Ta:z:{{—b. 104, ((X + 3 11, F p t =)
{c_ = f(¢) =t"; entsprechend ¢(¢) = (1 —¢) ™; daher
§=logf(f) = —,1710gt, n=logg () = — %IOg(l — ).
Zu § 42.
105. 2, =0, y,=1-logs; x,=2m, y,=11-logR; x5=3m,
ys = — l-logd + const. Anordnung der Leitern nach Methode des Bei-
spiels. — 107. z; = 5—%_—1 d. Projektive Konstruktion. Vgl. Ingenieur-Ztg.

Bd. 14, H. 1. 1921. — 108. Vgl. Pirani: 8. 97. — 109. Vgl Pirani:
Verhandl. d. D. Phys. Ges. XII, Nr. 24, S. 1054—1058. 1910. —
l-log2
1 —

Yo=1-logo,; wg=1-m, y; =41 -log, Der Triger (n)ist zwischen n = + 10

110, z,=0, y, =

{projektive  Konstruktion); Ty =2+m,

und n = — 10 zu unterbrechen. Giinstige Anordnung, wenn auf horizontaler
Bezugslinie die Punkte n A 2,5, 0, 0,6, &y = 1 liegen. — 111. P = p(100 — p).
Ansatz: x =0, y; = —1l-logm; @y = —1, y,=+loghN; xy= +1,
ys = — L -log P. Vgl hierzu die Darstellung, die Verf. in Just: Vererbungs-
lehre. Freiburg 1923, gegeben hat. — 113, ay =0, @y = @y + Ggy. —
1 . 1 «
114, & =0, 5, = 12 _a o &y = T—aig’ 7y = 0. Trag?i‘ ((;)z) (;md
Teilung siehe Losung 62 (Vertauschung der Achsen!). — 115, (0 a 0]
1 2a a?
Man wihlt zwei verschiedene Werte ¢, etwa a= +1 und a= —1,

und ordnet auf allen Trigern dementsprechend zwei Teilungen an; da-

durch wird der Anwendungsbereich der Darstellung wesentlich erweitert. —

116. Darstellung mit parallelen Trigern nach Art der Abb. 94.

Ansatz (203). — 119. Z.B. 2, =0, y;, =1 — 2cos¢; a, =1, y,—=ns;
1

4 !
1+ m Hyperbel: 52 — 42y —2x+1=0.

B g BT T m
Vertauschung von m und = ergibt v. Der Triger (p) wird mit einer
Teilung tg@ bzw. ctgy versehen. — Leitertafel fiir m2 - n2 4+ 1 = _2_;
1 1 @
2y =0, yy =m?; 2, =2, y,=n% x3=1, Ys= 355 a=0,80...0,98. —
0 4cos?p 1 a 0 0
120. Z. B. 1 nt 1(-|abd 0 1 123, Umfor-
—1—2 1—m? 1 a—i—ab2i2b
|11 —m
sin & . .
mung: u = ————— . — 124, Doppelte Bezifferung der W-Leiter. —

ctgy, — cosx
126. Die Schliisselgleichung geht in die Form iiber:

3 _ 1 — Y2 Ys.
% Y2 Ys
17*

2
1
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== Fy(B) - Fy(y) — 1. Soll der Typus Fy(x) = Fy(f) - Fs(y) hergestellt werden,

1 2 1+Y
somud — ——=F(x)—1; y = 1t Fl(a). — 128, Multiplikations-
Y 1 — Fy(x)

1
form o-f—i mit regulirer Leiter (1), § 34, (192). t=y+d —
131. B -logx =logt; logt=clogy+ d-logd (s. 128). — 134 Z. B.
2M
tg2a = <T———-Zlﬁ> -sing, Ig2p = (%) - cos . Vgl. Mitt. d. Telegr.-
techn. Reichsamtes Bd. 9, S.333. — 135. Log(x -+ i) = In|ya®+ 2|
2
g arctg%, also A=InYa?+4 p?, tgB= —g—; % = n. Darstellung:
4 = a2(l1+n), p:=oa2-n Die Leiter loge*4 wird regular. —
136. Zur ersten von Mehmke angegebenen Lésung vgl. Pirani 8. 105. —

108 . 2 22 H (aﬂ >_’?' x? 104
(S A AN A S (o .St —fd1 —
A Tl Gy Bl e Sl 1

.

2% - (% + 1) ’
%

137. Hak: Z. ang. Math. Mechanik Bd. 1, S. 156, 1921; Reiche: Anlage

und Betrieb von Dampfkesseln. S. 57. Leipzig 1888. — 138, 4 =Cofa-cosf;

_ 42 1 ( 2 2 ___ 2

B = Ginax -sinB. Vgl den Ansatz: B? = - i@ r2&)1 t= 4 2COS f_

cosa — cosb cosc Stgior ctg?f

—_— Kegelschnitt: 22 - cos?d (1 — I*sin?J)

sinb - sine

— 22 cos?d + y?sin2 - cos?d =0, 6 = b bzw. =¢, eine Schar. Ellipsen,
1

. 1 s g
wenn  sin?d < -, Parabel, wenn sin%d = o Hyperbeln, wenn

2’

1

- r -t . . .

sin?d > B T =TT einh - sne wenn [ < 0, liegen die bezifferten
Netzpunkte im Parallelstreifen zwischen den Leitern (a) und (&);
1— — 1 bewirkt Darstellung, die nur Ellipsen enthilt. — Entwurf von
Collignon., Vgl hierzu die Darstellungen von W. Eitel: Z. Krist.
Bd. 56, S. 581, Nr. 6. 1922, — 146. L. x3:rj§—2, Yo a2 = (1 —al) -
(1 — 2z -+ «z). Entwurf von d’Ocagne. IL Entwurf von Mehmke. —

Zu § 48.

147, Tréger der Strahlenschar ist der 0-Punkt, sein Bild wird die un-
eigentliche Gerade w =0, v=0; die Teilung (8) existiert nicht. —
149, Schar (x): y = tg—yz——. Schar 8): y = — S—ﬁll?x — ctgf. — 150, Der
Trager (o) wird geradlinig, die Teilungen () und (r) liegen auf demselben
(krummen) Triger; Typus der Abb. 30. — 151. Regulire, parallele Tei-
lungen (2) und (%)

145, cosx =
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Bezeichnungen.

Soweit es sich nicht um Beispiele aus Anwendungsgebieten handelt,
finden die folgenden Bezeichnungen Verwendung:

a, b, c, konstante GrofBen,
&, ﬂ, y, ... veranderliche Groflen,
(a) Matrix einer projektiven Verzerrung oder dualen Ab-
bildung,
ay,...0;; Elemente einer projektiven Verzerrung oder dualen Ab-
bildung,
(4) adjungierte Matrix,
Ay,... A, Elemente der adjungierten Matrix,
al, 4] Determinanten,
Ayper Aip wesentlich von Null verschiedenes Element,
D Determinante einer projektiven Funktion,
E(x) Zeicheneinheit der Verinderlichen «,

E (log x) Zeicheneinheit der Funktion log«,
e metrische Einheit (§ 2), Blldebene (§ 45),

E Grundebene,

E Bildebene,
I, m Zeicheneinheiten, freie Parameter,
A, MaBstibe,

M Funktionaldeterminante,

n Anzahlbezeichnung, Exponent,
proj («) projektive Funktion, Teilung,
reg () regelmifBige Teilung,

s Schwelle,
¢ Teilungsintervall (§ 11), Hilfsverdnderliche (§ 32, 38),
, & Schritt,

z,y

)Ec 3’ Punktkoordinaten,

T, h

Z"}’ 1{,’ } Linienkoordinaten.

’

Bei Verzerrung beziehen sich

z, y, u, v auf die Grundebene,
& n, U,V auf die Bildebene,

bei dualer Abbildung

X, Y,U,V auf die Grundebene,
T, Y, U, v auf die Bildebene.

2 verinderliche GroBe.

Kurvenschar () bedeutet: die Schar ist nach & beziffert; Ent-
sprechendes gilt fiir Leiter («), Teilung («), Triager («).

Zur Ersparnis von Symbolen wird das Funktionszeichen haufig wie
folgt geschrieben: statt x = f(&) kurz x =z (), entsprechend &(«), z(x, f).



Nachverzeichnis.

Die Zahlen beziehen sich auf Seitenangaben.

abaque, Rechentafel, s. d.

— & alignement, Fluchtlinientafel,
s. d.

— & double alignement paralléle
Paralleltafel 244.

— & équerre (Goedseels), Qua-
drattafel 243.

— cartésien, Netztafel mit paral-
lelen und senkrechten Geraden-
scharen (Millimeterpapier).

Abbildung (s. auch Verzerrung) 11,
7511,

—, affine 41, 93; 94, 160.

—, duale 219ff. (s. auch Dualitat).

—, von Gebieten 204.

—, konforme 77, 249.

—, perspektivische 60, 90.

—, projektive 911f., 181, 226.

—, stereographische 248.

Abbildung, Determinante der — 78.

Abbildungsmatrix 102.

Abbildungssitze fiir duale Abbil-
dung 229.

abgeleitete Teilung 50.

Ablesevorrichtung bzw. Ablesekurve.

—, bewegliche 154, 241ff.

—, Dreistrahl 242.

—, Faden 36.

—, Kreis 245.

-—, Lineal 36.

—, rechter Winkel 243.

—, Schablone 154.

Ablesung 4, 14.

— auf Funktionsleitern 47.

— auf Potenzleitern 56.

— auf logarithmischen Leitern 69.

— auf krummlinigen Leitern 72.

Additionskurve 154.

Additionslogarithmen 154, 198.

adjungierte Determinante 88.

affin 41, 93, 94, 160.

Agnesische Kurve 103.

alignements multiples, Verwendung
von Zapfenlinien s. d.

Anamorphose, Verzerrung 96.

Astrolabien 39.

Ausgleichung (s. auch Glattung und
Streckung).

— in Funktionsnetzen 82ff.

— in Leitertafeln 235.

Axonometrie 26, 157, 217.

Begleitwert 164, 194, 206.

Beispiel, Methode des —s 162, 165.

Belegungen einer Ebene 14, 116,
129, 253.

Bereich 4.

—, bevorzugter 54.

bewegliche Rechenlinien 152.

— Ablesevorrichtung 154, 2411f.

Bezifferung 39.

— nach o 28.

—, Anderung der, s. Verzifferung.

Bezugslinie 162.

Brauersche Konstruktion 50.

Brechung einer Teilung 5.

Bildebene (duale) 226.

— (verzerrte) 75.

Bild einer Darstellung 11.

Bild einer Zahl

—, Linie 13, 29.

—, Punkt 2, 5, 158, 210.

—, Strecke 2.

Bildpunkt einer Figur 145.

— einer Gleichung 129.

— eines Wertepaares 210.

—, wahrscheinlichster 235.

Bildrichtung 81.

cartes réduites, verzerrte Landkar-
ten 41.

Cauchys Determinantensatz 89.

charakteristische Gleichung 96.

charniére, Zapfenlinie 164.

Cheneviertafel 108, 112, 114, 151,
152, 223.

Collignons Tafel 41, 218 (Auf-
gabe 145).

coter, beziffern.

courbe en ¢, Parameterdarstellung
einer Kurve nach ¢ (s. da.)

Cramerscher Satz 88.
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Crépintafel 109, 112, 114, 137, 151,
221.
curve fitting, s. Ausgleichung.

Determinante der Abbildung 78.

— der dualen Abbildung 226.

— der projektiven Verzerrung 91,
140, 175.

—, adjungierte 88.

— der projektiven Leiter 57.

Determinantensitze 87ff., Anhang
Iv.

Dispersionsnetz 85, 153, 235.

Doppelleiter 14, 25.

Doppelskala, Doppelleiter 14, 25.

Doppelstrahlentafel 117ff.

Doppel-Zeigerinstrument, 123 £f.

Dreiecksnetz 144, 241.

Dualitat, allgemeine 2261f.

— von Pol und Polare 228.

—, spezielle 219, 222, 225.

échelle, Leiter, s. da.

— binaire, Paarleiter, s. da.

— dérivée f(g), abgeleitete Teilung
der f-Leiter.

— fonctionelle, Funktionsleiter.

— homographique, projektive Lei-
ter von o

— isograde, gleichmafBige Teilung.
Die Teilungsintervalle sind langs
der Leiter gleichbleibend, die
Schritte des Argumentes andern
sich.,

— métrique, regelmiBige Teilung
reg .

— projective, projektive Leiter von
f(a). :

— transformée, g¢(f), vgl
dérivée.

échelles accolées, Doppelleiter.

échelon, Schritt 3, 45.

Eichung einer Versuchsreihe 65, 74.

Eingangsfehler 104.

Einschiatzung innerhalb des Inter-
valls, s. Interpolation.

Einschaltung von Teilungspunkten,
s. Interpolation.

Ellipse 21. .

— als Gleitkurve 184, 207.

— als Teilungstrager 182, 192.

empirische Funktionen

— in Netztafeln 81ff., 154, 224.

— in Leitertafeln 233ff.

échelle

Sachverzeichnis.

étalon de graduation, Grundleiter
53, 67.

Farbendreieck 144.

Fehlertheorie 81ff., 103ff., 235.

Fluchtlinie 36.

Fluchtlinientafeln 36, 42, 1591ff.

Fiirles Rechenbliatter 249.

— Strahlentafel 110, 137.

Funktionaldeterminante 78.

Funktionen, empirische 81ff., 154,
224, 2331f.

Funktionsleiter 44—75.

—, abgeleitete 50.

—, Ablesefehler 47.

—-, konstruktive Herstellung 15.

—, rechnerische Herstellung 16, 25.

-—, variable 209.

Funktionsnetz 18.

Gebiete als graphische Darstellungen
129.

Gebietsverzerrungen, projektive 204.

Genauigkeit von Zahlenangaben 4,
14.

-— in Netztafeln 103ff.

— in Strahlentafeln 112.

geometrische Reihe 50.

— Verzerrung 76, 135.

geometrisch verzerrtes Netz, Aus-
gleichung 84.

—, duale Abbildung 229.

Gewicht 85, 87, 235.

Glattung (s. auch Streckung) von
Kegelschnitten 99, 101.

Gleichung, charakteristische 96.

—, quadratische 128, 178, 231.

Gleitkurve 130, 138, 199, 210, 228.

Gleitkurventafel 206ff.

goniometrischer Ansatz 141, 187.

Grenzfehler 105.

Grundebene 75, 226.

Grundleiter 53, 67.

Giiltigkeitsbereich einer Funktion 61.

Gunterskalen 41.

Hart mannsches Netz 85, 153, 235.
Hexagonaltafeln 242.

van ‘tHoffsches Dreieck 144.
Hohlspiegel 92, 114.

Hyperbel, Glattung 97, 99.

— als Gleitkurve 142.

— als Teilungstriger 179, 188, 232.
Hyperbeltafel 30, 44, 107, 237.



Sachverzeichnis. 265

index de la lecture, Ablesevorrich-
tung, s.da.

indicateur (Lallemand), Ablese-
kurve, s. da.

Interpolation 47ff., 63.

Intervall 3, 45.

invariante Gerade 95.

— Parallelschar 93.

— Punkte 96.

isometrisches Netz 136.

Isoplethen, bezifferte Elemente,
Punkte oder Kurven.

Jacobischer Satz der adjungierten
Determinanten 89, 227.

— der Funktionaldeterminanten 80,
87.

Kegelschnitt als Bezugselement einer
dualen Abbildung 222ff., 228.

— als Gleitkurve 130, 141, 207. -

—, Streckung 97—102.

— als Teilungstrager 71, 178—184,
192, 232.

Kollineationszentrum 59, 61.

komplementire Unterdeterminante
88.

Konchoide 103.

konforme Abbildung 77, 249.

Konstruktion, Brauersche 50.

— einer Kurvenschar 31, 115.

—, Mehmkes 82.

—, Piranis 32.

— von Tangenten einer Gleitkurve
201.

Koordinatenbegriff 250.

Kreis als Bezugselement einer dualen
Abbildung 224.

— als Gleitkurve 130.

Kreistafeln 2451f.

Kreisteilung, regelmaBige 71.

-—, stereographische 71.
Kretschmersche Tafel mit redu-
zierten Zeicheneinheiten 164.

Kreuzkurven (Pirani) 32.

Kritmmungsma8 157.

Kurven () 13.

Kurvenskalen (Werkmeister), be-
zifferte Kurvenschar.

Lalanne-Tafel 38, 41, 105, 122,
137, 144, 151, 221, 224, 237, 253.

Leitertafeln 35ff., 158ff.

—, Ausgleichung in — 235.

Leitertafeln, mehrteilige 1881f.

—, vereinigte Netz- und — 208, 233.

Leiter (s. auch Teilung).

—, variable 209.

Lichtpausen 175.

Linienkoordinaten 93.

Logarithmenpapier 20, 49, 67, 81,
84, 106, 126, 154.

—, Ablesegenauigkeit 106.

—, Ausgleichung 85.

—, Determinante 80.

—, projektive Verzerrung 94.

—, Winkelverzerrung 81.

logarithmische Leiter 16, 46, 66ff.

— Spirale 124.

Msiandertafel (Lacmann), mehr-
teilige Netztafel 148.

Manteb (Schreiber), Mantissen-
bereich der logarithmischen Lei-
ter, Zeicheneinheit E(log o).

MaBstab (s. auch Zeicheneinheit) 6.

—, giinstigster 8.

— der logarithmischen Leiter 68,
255.

—, mittlerer 11.

— einer Verzerrung 79.

Matrix 89.

—, Aufbau adjungierter Matrizen 90.

— der projektiven Verzerrung 92.

—, symmetrische 228.

Ma xwellsches Dreieck 144.

Mehmkes Additionskurve 154.

— Konstruktion 82.

mehrteilige Fluchtlinientafeln 188£f.

— Netztafeln 148ff.

Menelaustafeln 37, 171, 174.

Methode des Beispieles 162—165.

metrische Angaben 17.

Mittelwert des Mafstabes 11.

Modul, Zeicheneinheit, s. da.

Multiplikationstafeln (s. auch Pro-
dukttafeln).

—, Zusammenfassung 137.

Niherungsfunktionen 62.

Netztafeln 26, 103ff.

—, Genauigkeit in — 103.

—, mehrteilige 148ff.

—, Uberlagerung 147, 150, 152, 179.

—, Umwandlung in Leitertafeln 221.

—, vereinigte — und Leitertafeln
208, 233.

Newtonsches Dreieck 144.
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Niveaulinien 28, 30.

nomogramme 3 entrecroisement,
Netztafel, s. da.

— & points alignés, Fluchtlinien-
tafel, Leitertafel, s. da.

— & points équidistants,
tafeln, s. da.

Nullgerade 228, 229.

Nullpunkt, Unterdriickung 7, 51, 99.

numerische Angaben 17.

Kreis-

0-Gerade, s. Nullgerade.

Optimum auf projektiven Leitern
193.

O-Punkt, s. Nullpunkt.

Paarleiter 149, 200, 208.

Parabel 99ff., 115.

— als Bezugselement einer dualen
Abbildung 224.

— als Gleitkurve 129.

— als Teilungstrager 180, 232.

Paralleleninvarianz 93.

Paralleltafel 244.

Parameter 29, 228, 250.

—, freie 109, 131, 193, 203, 244, 249.

—, wesentliche 57, 92.

Parameterdarstellung

— einer Kurve 25, 134.

— einer Kurvenschar 115.

— einer Leiter 69, 176.

perspektivische Abbildung einer ge-
raden Leiter 60, 234.

— Konstruktion der stereographi-
schen Teilung 71.

pivot, Zapfenpunkt, s. da.

Piranis Verdichtungskonstruktion
32.

points condensés, s. Paarleiter.

Pol als Kollineationszentrum 59.

Pol und Polare als duale Elemente
222, 228.

Polarkoordinaten 12.

—netz 12ff.

—papiere, meteorologische 12.

Potenzleitern 49—56, 167.

Pouchet, Hyperbeltafel 30, 44,
107, 237.

Produkttafel 130, 133, 169, 183.

Projektion in sich 121, 167, 174, 193.

projektive Abhingigkeit von Rich-
tung und Bildrichtung 81.

— Konstruktion 119, 120,. 234.

— Leiter 57ff., 91.

Sachverzeichnis.

.projektive Verzerrung 90ff.

—, Determinante 91, 140, 175.

— von Gebieten 204.

— von Kegelschnitten 101, 130ff.,
181.

— von Leitertafeln 171ff.

— von Netztafeln 112,118, 131, 140.

Proportionalzirkel 40.

Quadranten 40, 65.
Quadrattafel 243.
quadratische Gleichung 128,178, 231.

rapporteur, Ablesekurve, s. da.

Rechenfliche 26, 147.

Rechenlinien 148, 221.

—, bewegliche 152, 156.

Rechenstab 41, 46, 49.

Reduktion der Zeicheneinheit 17
163, 215.

Reduktionszirkel 17, 40.

reduzible Funktionen 138.

reduzierte Zeicheneinheiten in Lei-
tertafeln 163.

reg o 17.

regula artificiosa, erster belegter
Fachausdruck 40.

— falsi 17, 40.

Reihe, geometrische 50.

—, Taylorsche 48, 63, 73, 78, 84,
87.

réseau de points & deux cotes,
Kurvennetz. besonders in Flucht-
linientafeln.

reziproke Teilung 52, 59.

Reziprozititssatz 79.

Richtung 81.

Schablone 154.

Schichtenlinien 28, 30.

—punkte 29.

Schliissel, Ablesevorschrift 28, 37,
138, 159, 221.

Schritt 3, 45.

Schrittfolge 45, 55, 62.

— in iiberlagerten Netztafeln 150.

Schwelle 4.

Schwergerade 235.

Schwerpunkt 82, 235.

Skala, Leiter, Teilung.

Sonnenuhren 39.

Spirale, logarithmische 124.

Spiralzeiger 124.

Sprung um Eins 196, 198, 199.
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Stereobilder 27, 147,

stereographlsche Kreisteilung 71, 73,
75, 132, 183.

— PrOJektlon 247.

Strahlentafel 107, 112, 230.

Streckung einer Kurve 18, 24, 31,
84, 237, 240.

— von Kegelschnitten 97—100.

de St.-Robertsche Differential-
gleichung 136.

Summentafel 130, 133, 183.

support, Triger, s. da.

table, stets Zahlentafel, z. B.

— & double (simple) entrée, Tabelle
mit doppeltem (einfachem) Ein-
gang.

Tafel, mehrteilige 148ff., 1881f.

Taylorsche Reihe 48, 63, 73, 78,
84, 87.

Teilbereich, bevorzugter 54.

Teilung, zunichst bezifferte Punkt-
reihe, dann auch Bezifferung in-
nerhalb einer Kurvenschar.

—, abgeleitete 50.

—, Brechung der 5.

Teilungsintervall 3, 45.

Teilungslinge 4.

Teilungsstrecke 3.

Trager, Gerade oder Kurve, auf der
sich eine Teilung befindet, Schei-
telpunkt eines Strahlenbiischels,
Hiillkurve einer Geradenschar.

Trajektorien 32, 104.

transparente Tafel 41, 154.

trigonometrischer Ansatz 141, 187.

Typenbildung

— in besonderen Tafeln 243—248.

— in Leitertafeln 158—188.

— in Netztafeln 135, 140, 153, 155.

Typus einer Funktion (Darstellung)
114.

Ubergangsskala (Werkmeister),

.. Paarleiter, s. da.

Uberlagerung 7, 14.

— vonGrundebene und Bildebene 98.

— von Leitertafeln 179, 188ff.

— von Netztafeln 147, 150, 152.

— von Netz- und Leitertafeln 208
bis 216.

Unterdeterminante 88.

Unterdriickung des O-Punktes 7, 51, _
99,

267

Unterteilung von Leitern (s. auch
Interpolation) 63.

unzugéngliche Teile des Zeichen-
blattes 100, 204.

Urkurven (Pirani) 32.

variable Leiter 209.

Verbindungsskala (Werkmeister),
Paarleiter, s. da.

Verbundnomogramm (Kretsch-
mer), vereinigte Netz- und Lei-
tertafel, s. da.

Veridnderliche, Wahl der —n 21 ff., 32.

Verdichtung einer Kurvenschar 31.

— einer Teilung 17.

vereinigte Netz- und Leitertafeln
208, 233.

— Summen- und Produkttafeln 133,
183, 196.

Versiera 103.

Verzerrung (s. a. Abbildung) 11, 41.

— einer Ebene 76.

— von Gebieten 204.

— von Kreistafeln 248.

— von Leitern 16.

— von Leitertafeln 37.

— von Netztafeln 31.
eines Polarnetzes 12.

Verzerrungen, affine 41, 93, 94, 160.
—, allgemeine 76, 146.

—, geometrische 76.

—, projektive 90, 140, 175, 204.

Verzerrungsgleichungen 21, 76, 91.

Verzerrungen von Lichtpausen 175.

Verzifferung 53, 58, 67, 165, 168,
188, 192.

Voglerscher Satz 105.

wahrscheinlichster Bildpunkt 235.

wahrscheinlichste Gerade 83.

Wanderkurvenblatt (Kretsch-
m er), Netztafel mit beweglicher
Reihenlinie 155.

wesentliche Parameter 57, 92.

Zapfenlinie 164, 1881f.

Zapfenpunkt 164.

—-, wahrscheinlichster 235.

Zeicheneinheit 2, 4, 38, 48, 55, 62,
68, 73, 161, 216, 233, 254, 255.

—, reduzierte 17, 163.

Zeiger(Meh m ke), Ablesekurve,s.da.

—, krummlinige 125.

Zeigerinstrumente 122ff., 133.

Zustandsbilder 145.



Das Entwerfen von graphischen Rechentafeln (Nomographie).
Von Professor Dr.-Ing. P. Werkmeister, Privatdozent an der Technischen Hoch-
schule in Stuttgart. Mit 164 Textabbildungen. (201 8.) 1928.

9 Goldmark; gebunden 10 Goldmark / 2.15 Dollar; gebunden 2.40 Dollar

Das Buch verfolgt praktische Gesichtspunkte und soll dazu beitragen, daB die gra-
phische Rechentafel auch in Deutschland noch mehr Verwendung im praktischen Rechnen
findet; es wird deshalb auf eine weitere Behandlung der vieltach auftretenden theore-
tischen Probleme absichtlich verzichtet. Das Buch wendet sich zundchst an den In-
genieur; es wird aber auch dem Mathematiker und insbesondere dem Lehrer der Mathe-
matik manche Anregung bieten.

Die Grundlagen der analytischen Geometrie werden als bekannt vorausgesetzt; dem
angegebenen Zweck entsprechend sind aber die Entwicklungen iiberall moglichst einfach
gehalten, so wird insbesondere nur von rechtwinkligen Koordinaten Gebrauch gemacht
und auf die Anwendung von Linienkoordinaten — im Gegensatz zu anderen Arbeiten
iiber Nomographie - — verzichtet. Bei der Bezeichnung und der Einteilung der mog-
lichen Tafelformen geht das Buch eigene Wege; die Bezeichnungen sind derart gewihlt,
daB die Einteilung ilibersichtlich durchgefiihrt werden kann.

Die zahlreichen Beispiele sind in der Hauptsache einfacher Art; es sind absichtlich
nur solche Beispiele gewihlt, zu deren Verwendung keine besonderen fachtechnischen
Kenntnisse erforderlich sind.

Die Herstellung gezeichneter Rechentafeln. rin Lehrbuch der Nomo-
graphie. Von Dr.-Ing. Otto Lacmann. Mit 68 Abbiidungen im Text und auf 8 Tafeln.
(108 8.) 1923. 4 Goldmark / 0.95 Dollar

Das mit besonderer Beriicksichtigung der Praxis geschriebene Werkchen verfolgt
das doppelte Ziel, zugleich Lehr- und Nachschlagebuch zu sein. Dem Lehrbuch kommt
die auch von der Kritik anerkannte Einfachheit der mathematischen Behandlung zugute,
wahrend eine mit besonderer Sorgfalt ausgearbeitete, systematische Inhaltsiibersicht
schnell zu entscheiden gestattet, welche nomographischen Darstellungsmdéglichkeiten bei
in der Praxis neu auftretenden Aufgaben in erster Linie zur Verfligung stehen. Aus
dem Inhalte des Buches seien besonders hervorgehoben die erstmalige Beschreibung
der vom Verfasser erfundenen Méiandertafeln, eine Vereinfachung im Gebrauch der
Sechseckrechentafeln, die hydraulische Energieumwandlungskurve als besondere Anwen-
dung von Dreieckrechentafeln sowie die theoretisch interessante stereoskopische Losung
des auf den Raum iibertragenen Problems der Fluchtlinientafeln.

Die Grundlagen der Nomographie. von Ingenieur B. M. Konorski. Mit
72 Abbildungen im Text. (868.) 1923. 8 Goldmark / 0.75 Dollar

In gedringter Form fiihrt der Verfasser den Leser in die modernen Methoden der
Nomographie ein. Als besonderer Vorzug des Werkchens ist zu werten, da durch ein-
fache Formeln und iibersichtliche Tabellen dem Leser die Moglichkeit geboten wird,
auch f—}ir die kompliziertesten Beziehungen die entsprechenden Nomogramme leicht zu
entwerfen.

Die Nomographie oder Fluchtlinienkunst. gin technischer Leitfaden.
Von Fritz Krauss, Ingenieur in Wien. - Mit 26 Textfiguren. (64 8.) 1922,
2 Goldmark / 0.50 Dollar

Hier wird eine Darstellung der nomographischen Verfahren auf Grund der Anschau-
lichkeit unter weitgehendem Verzicht auf mathematische Entwicklungen geboten. Das
Wesen der Nomographie wird auf diese einfachste Art dem Verstindnis unmittelbar
erschlossen. Die praktischen Beispiele sind aus verschiedenen Gebieten der Mechanik,
Wirmetechnik und Physik entnommen. Zur Herstellung von Fluchtlinientafeln aller Art
mit geraden und krummen Skalentrigern bietet das Buch iiberaus leichtfaBliche An-
weisungen. In -der Hauptsache war der Verfasser bestrebt, zu zeigen, wie einfach die
Grundlagen des Verfahrens sind und welch geringer mathematischer Apparat zum Ge-
brauch erforderlich ist.
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Lehrbuch der darstellenden Geometrie. von pr. W. Ludwig, o. Pro-
fessor an der Technischen Hochschule Dresden.
Erster Teil: Das rechtwinklige Zweitafelsystem. Vielflache, Kreis, Zylinder,
Kugel. Mit 58 Textfiguren. (1418.) Unverdnderter Neudruck. In Vorbereitung
Zweiter Teil: Das rechtwinklige Zweitafelsystem. Kegelschnitte, Durch-
dringungskurven, Schraubenlinie. Mit 50 Textfiguren. (140 S.) 1922.
4.50 Goldmark / 1.10 Dollar
Dritter Teil: Das rechtwinklige Zweitafelsystem. Krumme Flichen, Axono-
metrie, Perspektive. Mit 47 Textfiguren. (174 S.) 1924,
5.70 Goldmark | 1.40 Dollar

Lehrbuch der darstellenden Geometrie. von Dr. Georg Schetfers,
o. Professor an der Technischen Hochschule Berlin. In zwei Binden.
Erster Band: Zweite, durchgesehene Auflage. Unverinderter Neudruck.
Mit 404 Textfiguren. (4348.) 1922 :
Gebunden 14 Goldmark / Gebunden 8.85 Dollar
Zweiter Band: Mit 896 Figuren im Text. (247 8.) 1920.
11 Goldmark; gebunden 14 Goldmark ; 2.65 Dollar; gebunden 3.35 Dollar

Koordinaten - Geometrie. Von Dr. Hans Beck, Professor an der Uni-
versitit Bonn.
Erster Band: Die Ebene. Mit 47 Textabbildungen. (442 8.) 1919,
17 Goldmark / 4.05 Dollar

Ingenleur-Mechanlk. Lehrbuch der technischen Mechanik in vorwiegend
graphischer Behandlung. Von Dr.-Ing. Dr. phil. Heinz Egerer, Diplom-Ingenieur,
vormals Professor fiir Ingenieur-Mechanik und Materialprifung an der Technischen
Hochschule Drontheim.

Erster Band: Graphische Statik starrer Korper. Mit 624 Textabbildungen
sowie 238 Beispielen und 145 vollstindig gelosten Aufgaben. Unveridnderter
Neudruck. (888 8.) 1923. Gebunden 11 Goldmark / Gebunden 2.65 Dollar

Band 2—4 in Vorbereitung. Der zweite und dritte Band behandeln die ge-
samte Mechanik starrer und nichtstarrer Korper.

Der viert e Band bringt die Erweiterung der Festigkeitslehre und Dynamik fiir
Tiefbau-, Maschinen- und Elektroingenieure.

Mathematik. von Dr. phil. H. E. Timerding, o. Professor an der Technischen
Hochschule zu Braunschweig. Mit 192 Textabbildungen. (250S.) 1922. (Hand-
bibliothek fiir Bauingenieure, herausgegeben von Geh. Med.-Rat Pro-
fessor Robert Otzen in Hannover. I Teil: Hilfswissenschaften, 1. Bd.)

Gebunden 6.40 Goldmark / Gebunden 1.60 Dollar

Gesammelte mathematische Abhandlungen. von Felix Kiein.

In drei Bénden. .

I. Band: Liniengeometrie — Grundlegung der Geometric — Zum Erlanger
Programm. Herausgegeben von R. Fricke und A. Ostrowski. (Von F. Klein
mit erginzenden Zusdtzen versehen.) Mit einem Bildnis. (624 S.) 1921.

’ 25 Goldmark / 6 Dollar

II. Band: Anschauliche Geometrie — Substitutionsgruppen und Gleichungs-
theorie — Zur mathematischen Physik. Herausgegeben von R. Fricke und
H. Vermeil. (Von F. Klein mit erginzenden Zusédtzen versehen.) Mit 165 Text-
figuren. (720 8.) 1922 25 Goldmark / 6 Dollar

IIL. Band: Elliptische Funktionen, insbesondere Modulfunktionen, hyper-
elliptische und Abelsche Funktionen, Riemannsche Funktionentheorie und
automorphe Funktionen. Anhang: Verschiedene Verzeichnisse. Herausgegeben
von R. Fricke, H. Vermeil und E. Bessel-Hagen. (Von F. Klein mit er-
ginzenden Zusdtzen versehen.) Mit 188 Textfiguren. (783 8.) 1928.

30 Goldmark / 7.20 Dollar
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Tafeln zur harmonischen Analyse periodischer Kurven. von
Dr.-Ing. L. Zipperer. Mit 6 Zahlentafeln, 9 Abbildungen und 28 graphischen Be-
rechnungstafeln. (16 S.) 1922 In Mappe 4.20 Goldmark / 1 Dollar

Einzelne Grundtafeln je 10 Stiick 0.50 Goldmark / 0.15 Dollar

Santz-Multipllkator. D. R. G. M. Kleinste, das gesamte Zahlenreich umfassende
Rechentafel -zum unmittelbaren Ablesen des Ergebnisses aller Lingen-, Flichen-,
Inhalts-, Gewichts- und Preisberechnungen, wie iiberhaupt der Multiplikation und
Division beliebig vieler Zahlen von Adolf Santz, Oberingenieur in Berlin. (212 S.)
1920. Gebunden 8 Goldmark / Gebunden 1.95 Dollar

»Serve Schnellrechner. p. 8. 6. M. D. R. W. Z.  Der neue ideale Schnell-
rechner fiir Lohnabrechnungen, Preisberechnungen, Kalkulationsrechnungen, Massen-
berechnungen und alle Multiplikationsarbeiten. Von Joseph Serve, Leiter eines
Lohn- und Kalkulationsbiiros der Firma Ludwig Loewe & Co., A.-G., Berlin. (85 8.)
1920. Gebunden 5 Goldmark / Gebunden 1.20 Dollar

Weickert-Stolle, Praktisches Maschinenrechnen. pie wicntigsten
Erfahrungswerte aus der Mathematik, Mechanik, Festigkeits- und Maschinenlehre in
ihrer Anwendung auf den praktischen Maschinenbau.

I.Teil: Elementar-Mathematik. Kine leichtfaBliche Darstellung der fiir Maschinen-
bauer und Elektrotechniker unentbehrlichen Gesetze von A. Weickert, Ober-
ingenieur und Lehrer an Hoheren Fachschulen fiir Maschinenbau und Elektro-
technik.

Erster Band: Arithmetik und Algebra. Neunte, durchgesehene und
vermehrte Auflage. (231 S.) 1921.

150 Goldmark; gebunden 2 Goldmark / 0.40 Dollar; gebunden 0.50 Dollar

Zweiter Band: Planimetrie. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 348 Text-
abbildungen. (338 S.) 1922

4 Goldmark; gebunden 4.70 Goldmark / 0.95 Dollar; gebunden 1.15 Dollar

Dritter Band: Trigonometrie. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 106 Text-
abbildungen. (167 S.) 1923.

215 Goldmark; gebunden 8.75 Goldmark / 0.65 Dollar; gebunden 0.90 Dollar

Vierter Band: Stereometrie. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 90 Text-
abbildungen. (118 S.) 1923.

2.50 Goldmark ; gebunden 8.25 Goldmark / 0.60 Dollar; gebunden 0.80 Dollar

II. Teil: Allgemeine Mechanik. Eine leicht faBliche Darstellung der fiir Maschinen-
bauer unentbehrlichen Gesetze der allgemeinen Mechanik als Einfiihrung in die
angewandte Mechanik. Achte Auflage neu bearbeitet von Dipl.-Ing. Hermann
Meyer, Professor, Studienrat a. d. Staatlichen Vereinigten Maschinenbauschulen
zu Magdeburg und Dipl.-Ing. Rudolf Barkow, Zivil-Ingenieur in Charlottenburg.
Mit 152 in den Text gedruckten Abbildungen, 192 vollkommen durchgerechneten
Beispielen und 152 Aufgaben. (281 8.) 1921.

1.50 Goldmark; gebunden 2 Goldmark / 0.40 Dollar; gebunden 0.50 Dollar

III. Teil: Festigkeitslehre und angewandte Mechanik mit Beispielen des prak-
tischen Maschinenrechnens in elementarer Darstellung. Bearbeitet von A. Weickert.
Oberingenieur und Lehrer an héheren Fachschulen fiir Maschinenbau und Elektro-
technik.

Erster Band: Festigkeitslehre. Siebente, umgearbeitete und vermehrte
Auflage. Mit 94 in den Text gedruckten Abbildungen, vielen vollkommen durch-
gerechneten Beispielen, Aufgaben und 20 Tafeln. (242 S.) 1921.

Gebunden 2 Goldmark /| Gebunden 0.50 Dollar

Zweiter Band: Angewandte Mechanik. In Vorbereitung

IV. Teil: Ausgewiihlte Kapitel aus der Maschinenmechanik und der tech-

nischen Wirmelehre. Zweite Auflage. In Vorbereitung
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Mathematische Schwingungslehre. Theorie der gewdhnlichen Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten sowie einiges iiber partielle Differential-
gleichungen und Differenzengleichungen. Von Dr. Erich Schneider. Mit 49 Text-
abbildungen. (200 S.) 1924.

8.40 Goldmark; gebunden 9.15 Goldmark |/ 2 Dollar; gebunden 2.20 Dollar

Technische Schwingungs]ehre. Ein Handbuch fiir Ingenieure, Phy-
siker und Mathematiker bei der Untersuchung der in der Technik ange-
wendeten periodischen Vorginge. Von Dipl.-Ing. Dr. Wilhelm Hort, Oberingenieur
bei der Turbinenfabrik der AEG., Privatdozent an der Technischen Hochschule in
Berlin, Zweite, vollig umgearbeite Auflage. Mit 423 Textfiguren. (236 S.) 1922.

Gebunden 24 Goldmark / Gebunden 5.75 Dollar

Grundziige der technischen Schwingungslehre. von Professor Dr.-
Ing. Otto Foppl in Brauunschweig, Techuische Hochschule. Mit 106 Abbildungen
im Text. (1578.) 1928. :

4 Goldmark; gebunden 4.80 Goldmark / 0.95 Dollar; gebunden 1.15 Dollar

Lehrbueh der Hydraulik fiir Ingenieure und Physiker. zum ce-
brauche bei Vorlesungen und zum Selbststudium. Von Professor Dr.-Ing. Theodor
Poschl, o. 6. Professor an der Deutschen Technischen Hochschule in Prag. Mit
148 Abbildungen. (196 S.) 1924,

8.40 Goldmark; gebunden 9.30 Goldmark / 2 Dollar; gebunden 2.25 Dollar

Beitridge zur technischen Mechanik und technischen Physik.
August Foppl zum siebzigsten Geburtstag am 25. Januar 1924 gewidmet von
seinen Schiilern. Mit dem Bildnis August Foppls und 111 Abbildungen im Text.
(216 8.) 1924. 8 Goldmark; gebunden 9.60 Goldmark |/ 2 Dollar; gebunden 2380 Dollar

Grundziige derTechnischen Mechanik des Maschineningenieurs.
Ein Leitfaden fiir den Unterricht an Maschinentechnischen Lehranstalten. Von Pro-
fessor Dipl.-Ing. P. Stephan, Reg.-Baumeister. Mit 283 Textabbildungen. (166 S.) 1923.

2.50 Goldmark [ 0.60 Dollar

Aufgaben aus der Technischen Mechanik. von Professor Ferd. Witten-
bauer ¥ in Graz,

Erster Band: Allgemeiner Teil. 839 Aufgaben nebst Losungen. Fiinfte, ver-
besserte Auflage, bearbeitet von Dr.-Ing,. Theodor P6schl, o. 6. Professor
an der Deutschen Technischen Hochschule in Prag. Mit 640 Textabbildungen.
(289 8.) 1924 Gebunden 8 Goldmark / Gebunden 1.95 Dollar

Zweiter Band: Festigkeitslehre. 611 Aufgaben nebst Losungen und einer Formel-
sammlung. Dritte, verbesserte Auflage. Mit 505 Textfiguren. Unverinderter
Neudruck. (4088.) 1922 Gebunden 8 Goldmark /| Gebunden 1.95 Dollar

Dritter Band: Fliissigkeiten und Gase. 634 Aufgaben nebst Lésungen und
einer Formelsammlung. Dritte, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit
433 Textfiguren. Unverinderter Neudruck. (898 S.) 1922.

Gebunden 8 Goldmark / Gebunden 1.95 Dollar

Graphlsche Dynamik. Ein Lehrbuch fiir Studierende und Ingenieure. Mit zahl-
reichen Anwendungen und Aufgaben. Von Professor Ferdinand Wittenbauer ¥ in Graz.
Mit 574 Textfiguren. (818 S. 1923. Gebunden 80 Goldmark / Gebunden 7.15 Dollar





