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Vorwort. 
Der vorliegende, auf abbildungsgeometrischer Grundlage ge­

gebene Leitfaden der Nomographie unterscheidet sich von ande­
ren Bearbeitungen dieses Stoffes in Darstellung und Anlage. Zwar 
hat das Lehrbuch in erster Linie die Aufgabe, den Leser in die 
Praxis nomographischer Fragen einzufUhren und mit den wich­
tigsten Hilfsmitteln der Nomographie vertraut zu machen, es 
solI aber darftber hinaus zeigen, welche Zusammenhange diesen 
Zweig der angewandten Mathematik mit Nachbargebieten ver­
binden; auf diese Weise wird der Versuch unternommen, auch dem 
Kenner der Nomographie Anregungen zu geben. Es ist nicht das 
wesentliche Ziel der Darstellung, die verschiedensten Tafeltypen 
erschopfend zu skizzieren, da dies weder in theoretischer noch in 
praktischer Hinsicht einen Gewinn bedeuten kann; anstatt den 
Leser vor eine Fftlle einzelner Darstellungsmittel zu stellen, er­
scheint es methodisch erfolgreicher, die Leitgedanken zu ent­
wickeln, unter denen sich neue Tafelformen herleiten lassen, und 
die Methoden an den wichtigsten Beispielen in extenso dar­
zulegen, ein Weg, den auch andere Autoren bisweilen beschritten 
haben. Als neuer und besonders glftcklicher Gesichtspunkt hat 
sich in dieser Richtung das Prinzip der Abbildung erwiesen, das 
im ersten Abschnitt aufgestellt und dann konsequent durchgeffthrt 
wird. Die wesentlichen V orzftge dieser Betrachtungsweise zeigen 
sich darin, daB es gelingt, verschiedene Typen kritisch in Vergleich 
zu ziehen, sie schmiegsam zu gestalten und damit ihre Eigenart 
vollig auszunfttzen; dazu kommt, daB nun die zur Zeit wichtigsten 
Darstellungsformen, die Netztafeln und die Fluchtlinientafeln, 
unter einheitlichem Gesichtspunkt erscheinen, und daB sich auf 
diesem Wege als neues Darstellungsmittel die Gleitkurventafel 
ergibt. Ein nicht zu unterschatzender V orteil dftrfte ferner in 
der besonderen Anschaulichkeit liegen, die allen Entwicklungen 
auf abbildungsgeometrischer Grundlage in hohem MaBe innewohnt, 
auch da, wo zur Erfassung eines Ergebnisses rechnerische Schritte 
notwendig sind. Der Konstrukteur muB schon beim Entwurf 
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einer Rechentafel in der Lage sein, ein Ergebnis zu uberschauen, 
das er nachher durchAb bildung im einzelnen gunstig gestalten kann. 

Unter den verschiedenen Punkttransformationen nehmen die 
projektiven Abbildungen eine bevorzugte Stellung ein, da sie die 
Theorie der Fluchtlinientafeln beherrschen und fUr die Praxis 
wertvolle Erleichterungen gewahren; zugleich lassen sich auf 
Grundlage der projektiven Verzerrungen die dualen Abbildungen 
zwanglos und anschaulich einfuhren. 

Dem Charakter eines Lehrbuches entsprechend baut sich die 
Gliederung nach methodischen Gesichtspunkten auf. Um auch 
ffir das erste Studium rasch Anregung zu vermitteln und den 
spateren Erorterungen eine hinreichend breite Unterlage zu schaf­
fen, sind im Abschnitt I die Grundlagen der Darstellung in ein­
fachster Form entwickelt worden. Die bei jeder Konstruktion 
wiederkehrenden Oberlegungen, die sich z. B. auf Wahl der Zeichen­
einheiten, Genauigkeitsbetrachtungen, Anordnung oder Struktur 
der Teilungen, Ausgleichung innerhalb einer Darstellung beziehen, 
sind nicht immer von Fall zu Fall wiederholt, sondern an geeig­
neten Stellen in Zusammenfassung gegeben worden. Dies gilt 
vor allem ffir die mit den Funktionsleitern zusammenhangenden 
Fragen. Eine grundliche Kenntnis der besonderen Merkmale 
und typischen Eigenschaften der einzelnen Leitergattungen ist 
fur weitergehende Studien unerlaBlich; die Untersuchung der 
gebrauchlichen Funktionsskalen ist demzufolge einem eigenen 
Abschnitt zugewiesen. 

Ein neuer Weg wurde auf dem Gebiete der Genauigkeits­
betrachtungen beschritten. Diese Fragen, die in der Nomographie 
vielfach nur beilaufig erortert worden sind, bedurfen sorgfaltiger 
Beachtung. In der Literatur finden sich graphische Verfahren, 
deren Genauigkeit nicht immer der erforderlichen Scharfe ent­
spricht, andere, die in ihren Ergebnissen uber die sachlich ge­
rechtfertigte Genauigkeit hinausgehen. Eine gewisse Unsicherheit, 
die hinsichtlich der Wertigkeit zeichnerischer Rechenhilfsmittel 
zu bestehen scheint, durfte die Zuruckhaltung erklaren, mit der 
oisweilen die graphischen Methoden aufgenommen werden. Dem­
gegenuber solI durch wiederholte Untersuchungen der Genauigkeits­
fragen gezeigt werden, daB und in welcher Weise die graphisch 
ermittelten Ergebnisse praktisch definiert sind. Vielleicht tragen 
diese Untersuchungen mit dazu bei, der Nomographie weitere 
Beachtung zu gewinnen. - Es solI nicht verkannt werden, daB 
die in Zahlenbeispielen durchweg zugrunde gelegte Schwelle 
8 = 0,5 mm hohe Anforderungen an die Geschicklichkeit des Zeich­
ners und die Beschaffenheit des Materials stellt. Der Wert 0,5 mm 
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wurde gewahlt, um AnschluB an friihere Arbeiten von Vogler 
und Nitz zu nehmen; die Herleitung allgemeiner Beziehungen 
gibt die Moglichkeit, jeweils eine groBere Schwelle in Rechnung 
zu setzen. Die Ausgleichung innerhalb graphischer Darstellungen 
wurde nach der Methode der kleinsten Quadratsumme auf Netz­
und Leitertafeln iibertragen. 

Bei der Auswahl von Beispielen erwachsen gewisse Schwierig­
keiten. Manche Autoren haben sich entweder auf ein besonderes, 
einzelnes Fachgebiet beschrankt oder iiberhaupt darauf verzichtet, 
Anwendungen auszufiihren. Von der Diskussion eines Tafeltypes 
bis zum Entwurf eines brauchbaren Nomogrammes ist aber oft 
ein weiter Weg, und haufig besteht gerade ein wesentlicher Anteil 
der Entwurfsarbeit darin, die praktisch vorliegenden Daten aus­
zuwerten. Deshalb sind die Beispiele, selbst auf die Gefahr hin, 
daB jede Auswahl schlieBlich personlich gefarbt ist, zumeist An­
wendungsgebieten entlehnt; wenn es sich auch stets um einfachste 
sachliche Beziehungen handelt, so ist doch der technische oder 
physikalische Zusammenhang kurz skizziert, soweit dies fiir die 
Konstruktion einer Tafel geboten erscheint und im Rahmen dieses 
Buches moglich ist. Ein groBer Teil von Beispielen hat in der 
Aufgabensammlung Platz gefunden; die Losungen wollen nur 
als Hinweise angesehen werden, auch da, wo sie ausfiihrlicher 
gehalten werden muBten. Es liegt in der Natur der Sache, daB die 
Losungsangaben vorwiegend rechnerischen Charakter tragen, 
denn der Leser gewinnt so am leichtesten eine Kontrolle fiir die 
Richtigkeit seines Entwurfes. Eine Bevorzugung der rechnerischen 
Entwurfsweise vor der konstruktiven solI damit nicht zum Aus­
druck gebracht werden. - Die nomographische Darstellung rein 
mathematischer Gegenstande wird in systematischer Bearbeitung 
diesem Buche folgen. 

An Vorkenntnissen wird die Bekanntschaft mit den Anfangs­
griinden der analytischen Geometrie und einfachen Differentia­
tionen vorausgesetzt. Als Bezugssystem erscheint grundsatzlich 
ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem; die Linien­
koordinaten lehnen sich - im Gegensatz zu einigen anderen Dar­
stellungen - ebenfalls an ein rechtwinkliges System an, sie werden 
an gegebener Stelle eingefiihrt. Die Schreibung in Determinanten 
erfordert im wesentlichen nur die Kenntnis der ersten Rechen­
regeln; die Beziehungen zwischen adjungierten Systemen werden 
besonders abgeleitet und nur fiir Systeme 3. Grades in einfachster 
Form ausgesprochen. 

Der urspriingliche Plan, eine ausfiihrliche Literaturiibersicht 
zusammenzustellen, lieB sich im Raume dieses Buches nicht ver· 
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wirklichen. Es werden daher nm einige Schriften zitiert; eigene 
Arbeiten des Verfassers sind i. a. nicht namentlich angefuhrt wor· 
den. Auch die in § 9 zusammengestellten geschichtlichen Angaben 
sollen nur als Hinweise gelten und das Interesse auf die mittel· 
alterlichen Arbeiten lenken. Wie weit eine Vollstandigkeit auf 
diesem Gebiete erreicht werden kann, laBt sich zur Zeit nur schwer 
uberschauen; wenigstens solI einer vielfach einseitigen Auffassung 
entgegengetreten werden. Luckey diirfte das Verdienst zu­
kommen, aufmittelalterliche "Nomographie" aufmerksam gemacht 
zu haben. 

Die Anlage des Buches und seine Gestaltung als Lehrbuch 
erforderte die Einfuhrung einer einheitlichen Bezeichnungsweise, 
die zur schnellen Orientierung auf S. 262 zusammengestellt ist; 
in den Fachausdrucken werden Fremdworter nach Moglichkeit 
vermieden. Das ausfuhrliche Sachverzeichnis diirfte die Benut· 
zung des Buches erleichtern. 

Es sei gestattet, dem Verlage fur das freundliche Entgegen. 
kommen und die Ausstattung des Buches an dieser Stelle den Dank 
auszusprechen. 

Berlin.Schoneberg, Ostern 1924. 
H. Schwerdt. 
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Formulierung der Aufgabe. 
Den Werkzeugen des Ingenieurs haben sich in den letzten J ahr­

zehnten die graphischen Methoden als neue Hilfsmittel beigesellt, 
deren Vorteile auch auf anderen wissenschaftlichen Gebieten in 
steigendem MaBe anerkannt werden. Wenn auch das Verfahren, 
Gegenstande der Rechnung durch die Zeichnung darzustellen, 
schon in der Mathematik der Alten Anwendung gefunden hat 
und die ersten Ansatze heutiger Methoden vielfach im Mittelalter 
liegen, so ist dieser Zweig der angewandten Mathematik als selb­
standiges Gebiet erst im letzten Jahrhundert, und zwar vor­
wiegend an Hand technischer Probleme, ausgebildet und ver­
feinert worden. Dieser erhebliche Anteil der Ingenieurwissen­
schaft ist leicht verstandlich, da eine vorwiegend in kritischer 
Richtung eingestellte Mathematik an Fragen, die auf Anschau­
lichkeit beI'Uhen und die Anschaulichkeit zum Ziele haben, kein 
nennenswertes Interesse nahm. Erst in jiingster Zeit ist die 
zeichnerische Behandlung infinitesimaler Probleme eine Aufgabe 
der eigentlichen mathematischen Forschung geworden. 

Das unter dem Namen der graphischen Methoden zusammen­
zufassende Gebiet verdankt seine Entwicklung im wesentlichen 
den durch das Okonomieprinzip gegebenen Forderungen, und 
zwar handelt es sich um zwei Aufgabengruppen, die auf zeich­
nerischem Wege Erledigung finden: die Zeichnung dient del' 
Darstellung und der Rechnung. 

Man hat sich zunachst damit begniigt, die Konstante oder 
allgemeiner einen Zustand darzustellen. Die Versinnlichung der 
GroBen durch Strecken, deren sich schon die GroBenlehre E u klid s 
bedient, hat in der Auerbachschen Darstellung physikalischer 
Dimensionen eine schone Erweiterung erfahren und erreicht in 
den Zeichnungen gerichteter Strecken, durch welche die Vektoren 
eine Darstellung finden, einen besonderen Grad der Allgemein. 

s c h werd t, Nomographie. 1 



2 Grundlagen der Darstellung. 

heit. Die eigentliche Aufgabe der graphischen Methoden liegt 
aber heute in der Darstellung von Zustandsanderungen. Der 
Zusammenhang zwischen veranderlichen GroBen soIl anschaulich 
vermittelt werden, so daB aus dem geometrischen Bilde moglichst 
viele Eigenschaften der Funktion abgelesen werden konnen. 

Die zweite und groBere Aufgabengruppe erfordert die zeich­
nerische Ermittlung von Zahlenwerten, besonders in solchen 
Fallen, in denen die numerische Rechnung umstandlich oder 
mit Sc.hwierigkeiten verkniipft ist. So handelt es sich etwa darum, 
Naherungswerte ffir die Wurzeln numerischer Gleichungen zu 
konstruieren. Auch die groBe Anzahl der geometrischen Nahe­
rungskonstruktionen laBt sich in diesem Zusammenhang er­
wahrren. 

Den Aufgaben, welche die Bestimmung einer Einzellosung 
zum Ziele haben, stehen wiederum jene gegeniiber, in denen die 
zeichnerische oder mechanische Ermittlung einer Zahlenfolge 
vorgenommen werden solI. Haufig wiederkehrende Rechnungen 
innerhalb einer Funktion werden in einer Rechentafel erledigt, 
aus der zu gegebenen Argumentwerten der Funktionswert sofort 
-abgelesen werden kann. Der Schwerpunkt der graphischen Me­
thoden liegt gerade auf diesem Gebiete, das man als Nom 0-

graphie bezeichnet. Die Darstellung und die zeichnerische Be­
stimmung von Einzellosungen sollen im folgenden keine Be­
handlung erfahren; wir werden die graphischen Methoden in dem 
Umfange erortern, als sie auf die Ermittlung einer Folge von 
Funktionswerten fiihren. 

I~ Grundlagen der Darstellung. 
§ 1. Die Zeicheneinheit. 

ZahlengroBen lassen sich durch Strecken darstellen. Be­
zeichnet man eine beliebige, dann aber beizubehaItende Strecke 
als 1, so haben Strecken der doppelten, dreifachen, ... , n-fachen 
Lange als Bilder der Zahlen 2, 3, ... n zu gelten. Die zuerst 
gewahlte Strecke· heiBt Zeicheneinheit. Unter Zugrunde­
legung eines Richtungssinnes konnendie Bilder der Zahlen auf 
einer Geraden von einem festen Punkte 0 aus abgetragen werden; 
in bekannter Weise gelangt man zu einer zeichnerischen Dar­
stellung aller reellen Zahlen auf einer Z;ahlengeraden. Es hat 
sich als vorteilhaft erwiesen, nicht allein die Strecke, sondern 
auch. den freien (von 0 verschiedenen) Endpunkt der Strecke n 
-als Bild der Zahl n anzusehen. Man nennt die Punktreihe, die 
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einer Zahlenfolge entspricht, eine Teil u ng, die Gerade, auf der 
die Punkte liegen, ihren Trager. Beide Auffassungen iiber den 
Sinn der Abbildung bestehen nebeneinander, jedoch iiberwiegt 
die letztere; sie wird spater eine wesentliche Erweiterung er­
fahren. 

In den Anwendungen handelt es sich zumeist um die Dar­
stellung benannter Zahlen; dabei bedarf die Zeicheneinheit 
einer besonderen Erklarung. Aus der graphischen Statik ist be­
kannt, in welcher Weise Krafte durch Strecken wiedergegeben 
werden. Wird etwa eine Kraft von 5 kg* durch eine Strecke der 
Lange 15 cm dargestellt, so gehort der Kraft 1 kg* die Bildstrecke 
3 cm zu: die Zeicheneinheit der Kraft betragt in dies em FaIle 
3 cm. Wir schreiben dafiir bisweilen in abgekiirzter Form 
E (1 kg*) = 3 cm. Entsprechend werden andere GroBen in 
Strecken abgebildet. Will man z. B. die Lichtstarken einer 16-
kerzigen Gliihlampe und einer 60kerzigen Gasflamme zeichnerisch 
vergleichen, so stellt man die eine Lichtstarke etwa durch eine 
Strecke 32 mm, die andere durch eine Strecke 120 mm dar; die 
Zeicheneinheit betragt E (1 HK) = 2 mm. Ordnet man wiederum 
die Bildstrecken auf einer Geraden an, so kann auch hier die 
Auffassung Platz greifen, der (von 0 verschiedene) Endpunkt 
der Strecke sei das Bild der zugehorigen Lichtstarke. Wir denken 
zahlreiche Strecken dieser Art auf der Geraden abgetragen; dann 
gewinnen wir eine nach Kerzenzahlen bezifferte Teilung fiir die 
Lichtstarke. Da die gezeichneten Strecken zumeist eine andere 
MaBzahl haben als den GroBen, die sie darsteIlen, zukommt, ist 
cine strenge Untcrscheidung in der Ausdrueksweise erforderlieh. 
Wir nennen die Anderung einer dargestellten GroBe stets einen 
S e h r itt, die zugehorige Bildstreeke bezeiehnen wir als T e i I u n g s -
in tervall (Teilungsstreeke). 

Die Wahl der Zeieheneinheit ist fiir die Brauehbarkeit einer 
Darstellung wesentlieh. Wenn z. B. auf einem Zeichenblatt der 

kg* 
groBten Ausmessung 23 em Druekangaben von 1800 -- bis 

k * em2 

10 000 ~-i dureh Streeken dargestellt werden sollen, so kann der 
cm k * 

Druek 10 000 -~ hoehstens dureh die Streeke 23 em wieder-
em 

gegeben werden; wir vereinfaehen die Zeiehnung dadureh, daB 
wir dem groBten Druek die Streeke 20 em zuordnen; als Bild 

der Druekeinheit 1 kg*2 ergibt sieh dann die Streeke 120 emO 
em 000 

= 0,02 mm. Diese unbequeme Angabe vermeiden wir, indem 
l>i'> 
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wir uns auf eine groBere Druckeinheit beziehen, z. 
=2 mm I ). 

. ( kg*) B .. E 100 cm2 

Stellen wir im letzten Beispiel eine Druckteilung her, so 

kommt nur der Bereich 1800 ... 10 000 (:!:) in Betracht, 

dem die Teilungslange 200 mm - 36 mm = 164 mm zugehOrt. 
Es sei allgemein fiir eine veranderliche GroBe lX- der Bereich 

lX- = lX-l ••• IX2 vorgelegt, die verfiigbare Teilungslange betrage 
A mm; dann ergibt sich fUr die Zeicheneinheit eine obere Grenze 

(1) 

Dieser Wert ist im einzelnen Falle derart zu glatten, daB die 
Teilung in Anlehnung an ein (vorgedrucktes) Millimeternetz her­
gestellt werden kann. 

Graphischen Darstellungen Hegen zumeist empirisch ermittelte 
Zahlenwerte, Messungen oder Beobachtungen zugrunde; sobald 
eine Teilung eine rechnerische Auswertung erfahren soIl, muB 
die Ablesegenauigkeit der erreichten Beobachtungsscharfe ent­
sprechen. 

Es ist ublich, Zahlenangaben derart vorzunehmen, daB der Fehler 
kleiner ist als eine halbe Einheit der letzten Dezimale. An Stelle der kon­
tinuierlichen Folge der Zahlen tritt auf diese Weise eine Reihe diskreter 
Werte. Wird beispielsweise das spezifische Gewicht eines Holzes zu 0,84 
angegeben, so unterscheidet man nur die Werte, die um 0,01 voneinander 
abweichen, 0,83, 0,84, 0,85 ... ; die Angabe 0,840 gehOrt dagegen der 
um 0,001 fortschreitenden Reihe 0,839, 0,840, 0,841 ... an. Dem Schritt 
{}, in dem die Zahlen IX einander folgen, muB in der Zeichnung eine Strecke 
entsprechen, die mit hinreichender Sicherheit erkannt werden kann. Es 
ist nicht erforderlich, die Unterteilung bis zu der Dezimale auszufuhren, 
deren Ablesung gewiinscht wird, da innerhalb eines Teilungsintervalls 
Zwischenwerte bis zu Zehnteln eingeschatzt werden konnen. Die Er­
£ahrung hat gezeigt, daB die Fehlergrenze der Schatzung, die von der Be­
schaffenheit der Zeichnung, der thlUng und Sehweite des Beuutzers u. a. U. 
abhangt, bei Intervallen von 1 bis 2mm unterhalb der Sch welle 8 = 0,05mm 
bleibt; wir sehen daher 28 = 0,1 mm als das kleinste zuIassige Interpolations­
intervall an und erhalten demnach eine untere Grenze fur die Zeichen­
einheit 

I 2· 8 I 
E'(IX) =7J.- mm I . (2) 

1) Die sorgfaltige Bezeichnung der Zeicheneinheit ist notwendig. Die 

vieHach in Zeitschriften iibliche Schreibung 100 kg: = 2 cm, 1 HK = l mm, 
cm 

1 km = 3 mm oder dergL sollte unbedingt vermieden werden. 
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Solange E';£; E ist, bereitet die Darstellung keine Schwierigkeiten. 
1m Faile E' > E konnen nur einzelne, auieinanderfolgende Teilbereiche 
auf verschiedenen Tragern dargestellt werden. Man bezeichnet das Ver· 
fahren als Brechung der Teilung. 

Be i s pie 1: 1m sichtbaren Bereich (0,4.u .•. 0,7 p,) sollen die Spektral­
linien einzelner Elemente in der Schrittgr!)J3e {} (Genauigkeit) 0,000 1 p, 
dargestellt werden. Wahlen wir 28 = 0,2 mm, so ergibt sich E' (0,1 p,) 

= 0,1· 6~:'7 = 200 mm. Bei dieser Zeicheneinheit gehOrt dem vor­

gelegten Bereich die Teilungslange 600 mm zu; wir zerlegen daher die 
Teilung in zwei oder drei Abschnitte handlicher Lange. 

Die Anordnung gebrochener Teilungen laJ3t mannigfache Spielarten zu· 
sie sind von Werkmeister ubersichtlich zusammengestellt worden. 

§ 2. Kurvendarstellung im rechtwinkligen Netz. 
Der funktionale Zusammenhang p = f (~) laBt sich in einfach­

ster Weise durch ein Kurvenbild wiedergeben, wenn man 1). und P 
als Koordinaten eines Punktes ansieht und der Darstellung 
ein rechtwinkliges, kartesisches Koordinatensystem (Millimeter­
papier) zugrunde legt. Wahrend in der analytischen Geometrie die 
Aufgabe im wesentlichen darin besteht, den Verlauf einer Kurve 
allgemein zu diskutieren, handelt es sich in der Nomographie 
darum, Besonderheiten praktisch zu 
beriicksichtigen, die durch die Ab­
messungen des Zeichenblattes, die 
Bereiche der Veranderlichen, ihre 
Genauigkeit und den Zweck der 
Darstellung gegeben sind. 

Um etwa ein Bild der Funktion 
p = ! ~2 zu gewinnen, berechnet 
man eine Anzahl zusammengehti­
riger Werte (~, P); der Punkt mit 
den Koordinaten (~,P) heiBt Bild­
pun k t des zugehtirigen Werte­
paares. Liegen diese Punkte bin­
reichend dicht, so laBt sich mit ge­
wisser Genauigkeit ein verbindender 

\ 
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'I 
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\ ....... ./' 
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V 

I 
Kurvenzug einzeichnen. Die Abb. I -2 -1 0 1 2 3 If 

zeigt den Verlauf der Funktion 
P = i ~2 im Bereich IX = - 2 ... + 4 
mit den Zeicheneinheiten E (~) 

Abb. 1. Bild der Funktion 
fJ = tl¥2. Mallstab 2/3. 

= 10 mm, E (P) = 10 mm. Die Parabel gestattet nun, zu jedem 
W ert ~ den zugehtirigen Wert P zu finden, und umgekehrt 
bei gegebenem P die vorgelegte Funktion nach IX aufzulOsen. Der 
Bereich von p ist dabei durch den fiir IX gewahlten vtillig bestimmt. 
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Die Genauigkeit, mit der beide Aufgaben erledigt werden konnen, 
ist durch die Art der Darstellung bedingt. 

Wird fiir ex der Bereich O ... 10 vorgeschrieben, wobei sich 
fiir {J die Grenzen 0 und 50 ergeben, so ist es naheliegend, die 
beiden Veranderlichen in verschiedenen Zeicheneinheiten dar-

{J (J II 50 

'15 J 
110 V 

- 35 / 
7 35 

30 

25 1/ 
90 

25 

20 
20 / 
15/ 
V 15 

1a (X. 5 6 7 8 9 
1:7' 10 

5 /" 
.--' 

V 
o 3 'I 5 6 7 9 11 '0 

Abb. 2. Unterdriickung des O-Punktes. MaJ.\stab 3/5, 

zustellen. Das Format des Zeichenblattes kann auf diese Weise 
vorteilhafter ausgeniitzt werden. In Abb. 2 ist E (ex) = 10 mm, 
E ({J) = 2 mm gewahlt. 

Anstatt ftir aIle Teilungen die Zeicheneinheiten selbst anzugeben, die 
auf die metrischen Einheiten des Zeichenblattes zurtickgehen, im allgemeinen 
auf 1 mm, werden wir bisweilen dieMaBstabsverhiiltnisse aufirgendeine, 
dann aber bestimmte Einheit der Zeichnung beziehen. Die wesentlichen 
Eigenschaften einer Darstellung hangen haufig allein von diesen Verhalt­
nissen ab, und wir gewinnen den Vorteil, daB wir uns in allgemeinen Unter· 
suchungen von der absoluten GraBe der Zeichnung unabhangig machen. 
1m Beispiel der Abb. 2 ist der auf E (IX) bezogene MaBstab der p.Teilung 
;., =.k, der MaBstab der IX-Teilung in bezug auf E (fJ) gleich 5. Diese Aus­
drucksweise solI auch dann Platz greifen, wenn es sich urn die Darstellung 
benannter GraBen handelt. 

Unter dem MaBstab A. einer Teilung 
Verhiiltnis ihrer Zeicheneinheit E (ex) zu 
heitsstrecke e. 

I A. = E ~ex) I. 

(ex) verstehen wir das 
einer gegebenen Ein-

(3) 
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Der MaBstab 1 ist eine unbenannte Zahl, wahrend die Zeichen­
einheit die Dimension einer Strecke hat. 

Falls in Abb. 2 die Darstellung des Bereiches x = 5 .. 10 
verlangt wird, hat nur der durch Schraffierung hervorgehobene 
Teil des Zeichenblattes Bedeutung. In diesem FaIle wird man 
die lX-Teilung nur in dem vorgeschriebenen IntervaIl 5 ... 10 
beziffern und auch die p-Teilung sogleich mit dem Werte 10 
ansetzen. Man nennt dieses Verfahren Unterdruckung des 
O-Punktes; es gestattet, die Zeichnung in groBeren Zeichen­
einheiten zu entwerfen. Der Anderungsbereich von x moge sich 
von Xl bis X 2 erstrecken, der Bereich der Abhangigen P von PI 
bis P2; durch die Abmessungen des Blattes sind die Teilungs­
langen A mm bzw. B mm bestimmt; dann ergeben sich die 
Zeicheneinheiten 

und der MaBstab der P-Teilung in bezug auf E (x) betragt: 

1 = B .1 ~1 - X 2 I . 
A PI - P2 I 

Stellen wir bei Ermitt­
lung der Zeicheneinheiten 
die vorgeschriebene Ablese­
genauigkeit in den Vorder­
grund, so ist u. U. die 
Brechung der Teilungen sinn­
gemaB anzuwenden; die Dar­
steHung laBt sich nur ab­
schnittsweise in Teilzeich­
nungen durchflihren, die nach 
Art der Abb. 3 li berIagert 
werden konnen. Die untere 
tX-Teilung bezieht sich auf 
den unteren, die obere auf 
den oberen Parabelbogen. 

Durch die fur x vor­
geschriebene Genauigkeit 
ist auf Grund des Zu­
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Abb. 3. Uberlagerung. 

sammenhanges t (x) die Genauigkeit bestimmt, mit der P be­
rechnet werden kann. Wir werden daher fordern, daB die Ab­
lesegenauigkeit auf der p-Teilung dementsprechend weder un­
notig groB noch zu klein seL Gehort x einer praktisch ge­
gebenen, also diskreten Zahlenfolge an, so haben aIle Ande­
rungen von x, die unterhalb einer gewissen Grenze bleiben, als 

1% 
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unmerklich zu gelten, sie konnen daher auch keine merkliche 
Anderung des Zahlenwertes p bewirken1 ). Wir bezeichnen die 
Grenzen unmerklicher Anderungen mit LI IX und LI p, dann gilt 
in erster Naherung LI p = f'(IX) • LI IX. 

1m Beispiel der Abb. 2 liege der Darstellung der Wert 
LI IX = 0,05 zugrunde; aus f' ((X) = IX folgt J P = 0,05 . IX, d. h. fiir 
IX = 1 ergibt sich LI P = 0,05, fiir IX = 5 der Wert LI P = 0,25 
usw. Die p-Teilung ermoglicht in ihrem ganzen Verlauf die Ab­
lesung gemaB LIp = 0,25; die Genauigkeit der Rechnung wird 
daher iibertroffen an den Stellen IX > 5, die Darstellung erreicht 
aber fiir kleinere Werte IX die zu fordernde Genauigkeit nicht. 

Lly= 
A.Ll(l 

Es ist naheliegend, fiir die 
Bereiche zu geringer Genauigkeit 
eine groBere Zeicheneinheit zu 
wahlen und in anderen Bereichen 
auf die zwecklose Ablesegenauig­
keit zu verzichten. 

Urn den giinstigsten MaBstab 
fUr die Darstellung der Funktion 
P = t (IX) zu finden, legen wir der 
Zeichnung ein rechtwinkliges, 

X=/% kartesisches Koordinatensystem 
L.-----LlL..x-=-AL-~--. (xy) zugrunde (Abb.4). Die Zei-

cheneinheitE(p) beziehen wir auf 
Abb. 4. Zeicheneinheit einer ab-

hangigen GroBe. dieEinheit E(IX), E (P) =;'·E (IX); 
dann tragen die Achsen die 

Teilungen x = IX und y = ;. . p, so daB die Gleichung die Kurve 
y = ;.. t (x) lautet. Der Anderung LI IX, die noch als unmerklich 
gelten kann, gehort in der Zeichnung die Strecke LI x zu, die 
aus Griinden der Okonomie in der GroBenordnung der Schwelle 
liegt. Die Anderung LI P = f'(IX) • LI IX, die praktisch nicht merk­
lich ist, wird durch die Strecke d y = ;. . LI P dargestellt. Wir 
fordern, daB ILly I ebenfalls in der GroBenordnung der Schwelle 
liege: bei Konstanz von LI x solI die Strecke ILly I innerhalb ge­
wisser Grenzen bleiben, etwa zwischen t LI x und t LI x, all­
gemein zwischen 81 ' LI x und 8 2 ' LI x. Aus LIp = f'(IX)' LI IX folgt 
Lly =;.. f'(IX)' Llx. 

1) Gegen diese Forderung, eine abhangige GroBe nur in der zulassigen 
Genauigkeit zu ermitteln, wird vielfach verstoBen, besonders in den "an­
gewandten" Aufgaben mancher Schulbiicher. So werden mit Naherungs­
werten von :n; und zweistelligen spez. Gewichten bisweilen Korpergewichte 
auf 5 Stellen, bei der GroBenordnung eines Zentners also auf Gramm "be­
rechnet". 
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Wir setzen zuniichst ILly I = I LI x I und erhalten fiir die 
Umgebung der Stelle tXo' die in den wichtigsten Teil der Dar­
stellung verlegt wird, den MaBstab 

(4) 

Die Grenzen des Bereiches, in dem .( den giinstigsten MaBstab 

bedeutet, sind die Stellen lXl und lX2' in denen ILly I = I :: «::) I LI x 

einem der Werte 1':' ,1/ x gleic h wird: 

!'(lXl ) = 1':1 • !'(lXO) , !'(lX2) = 1':2 '!'(lXo) • (5) 

Aus (4) und (5) folgt 

A= 1':1 1':2 (6) 
1f'(lX1)I I !'(lX 2) I 

Wenn der gefundene Bereich 1X1 ••• 1X2 enger ist als der vorgeschriebene 
Bereich der Unabhangigen, so konnen wir eine Teilung der Darstellung 
vornehmen und die Aufgabe in Einzelzeichnungen erledigen, die auf dem­
selben Zeichenblatt vereinigt werden. 

Die Funktion fJ = 1(0<) sei monoton und f'(IX) moge in dem darzustellen­
den Bereich nicht verschwinden. Wir beginnen in einer der Grenzen IXI 

und finden nach Wahl von 81 den MaBstab 

), 8. 
1 = f'( IX1) , 

der bis zur Stelle "'2 zu verwenden ist: 

f( IX2) = ~. 1'("'1) • 
£1 

Von dieser Stelle "'2 an wiederholen wir die tiberlegung und bestimmen 
den MaBstab ),2 fUr den anschlieBenden Abschnitt wieder mit HiHe der 
Zahl 81: 

.Allgemein erhalten wir: 

),,, = (~r-1 ),1, 
!'(IX,,+1) = (~r . !'(IX1)' 

Die Zwischenwerte und MaBstabe werden geglattet. 
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Beispiel: In Abb. 5 ist die Funktion {J = to.:2 im Bereich 0.: = 2 ... 15 
unter Benutzung der Werte 81 = t und 82 = t dargestellt. Der Rechnungs­
gang ist in der folgenden Vbersicht wiedergegeben. 

Wert Berer.hnet 

~. 2 =~ 
4 2 
4 1 4 
9' "3=27 

-----1-----(:r· 2=8; 
(:r'!=2~63 

-----1---- ----~--- -- .----. 

700 

30 

zo 

10 
8 

5 

z 

0.:4 = 

[I/O 

lJo_ 

120 

10 V 
J 

/ 

(: r-

V 
/ 

2 = 729 32 
120 
110-

100· 
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V 
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10 

0,08 

20 

1/ 
/-
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~a:; 

Abb. 5. Wahl der giinstigsten Zeicheneinheit. MaBstab 1/2, 
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Die Darstellung liefert die Funktion fJ in allen Abschnitten mit der 
notwendigen Genauigkeit; die Teilungslangen stimmen auf beiden Achsen 
annahernd iiberein, das Zeichenblatt ist also ungefahr quadratisch. Es er­
gibt sich daher die giinstigste Genauigkeitsverteilung, wenn die einzelnen 
Kurvenstiicke unter etwa 45° gegen die x-Achse ansteigen. Die in den An­
wendungen auftretenden Funktionen lassen sich unter AusschluB der 
Stellen f'(or,) = 0 stets in monotone Abschnitte der behandelten Art zer­
legen. 

Bisweilen ist eine Abschatzung des giinstigsten MaBstabes 1 
auf anderem Wege rasch durchfiihrbar. Wir bestimmen den 
Mittelwert 

im darzustellenden Bereich iX l .•• iX2' 1m Beispiel der Funktion 
", 

fJ = t iX2 foIgt aus t'( iX) = iX, fd iX = In iX2 der Mittelwert 
iX iX l 

IDC (2) = 1 In iX2; wir erhalten"~n guter Ubereinstimmung mit 
iX2 - iX l iX l 

den oben angegebenen Werten: 

iX = 2 ... 4, 
iX = 4 ... 10, 
iX = 10 . .. 20, 

IDC(l) = i In 2 = 0,35, 
IDC(l) = i~ In 2,5 = 0,15, 
IDC(l) = T\r In 2 = 0,07. 

Es ist moglich, die verschiedenen Darstellungen derselben 
Funktion in Beziehung zueinander zu setzen, etwa die in Abb. 2 
und 5 gegebenen. Man hat sich die Vorstellung gebildet, die 
Zeichenebene der Abb. 2 habe in den einzelnen Parallelstreifen 
(2 ... 8, 8 ... 50) eine Verzerrung erfahren. Der Streifen 
2 ... 8 erscheint in Abb. 5 gedehnt, die anderen Streifen werden 
gedrangt. Diese Vorstellung kann iiberhaupt auf Teilungen der­
selben Veranderlichen iibertragen werden; so entsteht Abb. 2 
aus Abb. 1 durch Verzerrung in Richtung der Ordinaten. Die Zu­
ordnung der Fig. 2 und 5 laBt sich derart kennzeichnen, daB die 
eine als Bild der anderen angesehen wird. 1m vorliegenden FaIle 
wirkt sich die Abbildung der einen Zeichenebene auf die andere 
in gleichmaBigen Verzerrungen aus, die Zuordnung ist einfachster 
Art. Bei Ubergang zu allgemeinen Abbildungen werden die Vor­
teile der hier angebahnten Anschauung deutlich hervortreten, 
und wir werden die Begriindung nomographischer Tafeln stets 
auf diese Vorstellung zurUckfiihren. 
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§ 3. Kurvendarstellung im Polarnetz. 
Stellt eine der Veranderlichen in der Funktion F (iX , fJ) = 0 

einen Winkel oder eine auf Winkel zuriickfiihrbare GroBe dar 
(z. B. die Zeit, Ausschlage von MeBinstrumenten u. dgl.), so ist 
haufig die Wiedergabe des Zusammenhanges in einem Polar­
koordinatensystem (r, <p) angezeigt. Polarpapiere sind im Handel 
zu beziehen und vielfach den speziellen Zwecken angepaBt. 

So bedient man sich in der Beleuchtungstechnik bei der Aufzeichnung 
von Lichtverteilungskurven besonders vorbereiteter Blatter. Ferner ist 
in der Meteorologie die Anzahl der verwendeten Polarpapiere sehr groB, 
bei denen die Winkelteilung auf die Himmelsrichtungen, Zeitstunden, 
Monate, geogr. Breite und anderes Argumente zuruckgeftihrt wird. AIle 
diese DarsteIlungen haben den Vorzug besonderer Anschaulichkeit. 

Die Zeicheneinheit derjenigen GroBe (fJ), die der Lange r 
des Fahrstrahles zugeordnet wird, kann unter den gleichen Ge­
sichtspunkten gewahlt werden, die fUr ein rechtwinkliges N etz 
entwickelt worden sind; die Darstellung der anderen Variablen, 
(iX), durch einen Winkel bedarf aber einer kurzen Erorterung. 
In vielen Fallen der Praxis, in denen iX selbst einen Winkel be­
deutet, wird iX unmittelbar durch <p dargestellt: <p = iX; eine 
MaBstabsangabe eriibrigt sich. Bisweilen ist jedoch eine groBere 
Zeicheneinheit zu wahlen. Erfolgt die Anderung von iX etwa nur 
im Bereich 0° ... 90°, so konnen die Winkel ohne weiteres in 
vierfacher VergroBerung gezeichnet werden: <p = 4 - IX. Der 
Verhaltniswert, im Beispiel die Zahl 4, tritt als reine MaBstabs­
groBe auf. (Abb. 6 und 7.) Die Vorstellung, Abb. 6, werde einer 
Verzerrung· unterworfen, vermittelt im vorliegenden FaIle den 
Ubergang von Abb. 6 zu Abb. 7 mit besonderer Anschaulichkeit: 
wir denken die Ebene Abb. 6 um 0 facherartig entfaltet; die 
einzelnen Punkte der Ebene wandern dabei auf den Kreisen 
fJ = const. Die in Abb. 6 eingezeichnete Gerade g geht in die 
Kurve g' der Abb. 7 iiber. 

Bei Anderung der Zeicheneinheit E (fJ) erfahrt das Zeichen­
blatt von 0 aus eine allseitige Dehnung in Richtung der Radien; 
jeder Punkt durchwandert dabei den Fahrstrahl, auf dem er 
vor der Verzerrung liegt. 

Wenn wir auch in diesem Falle die Zuordnung der beiden 
Figuren als Abbildung ansprechen wollen, ist es zweck­
maBig, den eingangs gegebenen Begriff: "Bild einer Zahl" zu 
erweitern. Nachdem urspriinglich die Strecke als Bild einer Zahl 
eingefUhrt war, kam weiterhin dem (freien) Endpunkte der 
Strecke die wesentliche Bedeutung des Bildes zu. Ebenso wollen 
wir an dieser Stelle nicht den Winkel <p, sondern seinen (freien) 
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Schenkel als Bild der Zahl (%; ansehen. Dementsprechend hat 
als Bild der Zahl P der Kreis mit dem Radius r = P . E (P) mm 
zu gelten. Zahlen werden d urch Linien 
Teilungen dienen im ein­
zelnen Faile nur dazu, die 
Bezifferung der Glieder 
in Linienscharen zeich­
nerisch aufzunehmen. 
Unter demselben Ge­
sichtspunkt lesen wir 
auch die Darsteilungen 
Abb. 1, 2 und 5. Bild der 
Zahl (%; ist die Parailele 
zur Ordinatenachse, die 3 
auf der Abszissenteilung 
durch den mit (%; beziffer- Abb. 6. Polarnetz. 

()C,~ 
20 

~fJ 
Abb. 7. Verzerrung eines Polarnetzes. 

35 

die 

30 ~ 

25 \ 20 

15 

10 
5 

5 

ten Punkt hindurchgeht. Das Entsprechende gilt fiir p. Die 
Linienschar, die eine Zahlenfolge (%; darstellt, werden wir stets 
symbolisch als Kurven «(%;) bezeichnen1). 

1) Ein besonderes Symbol erweist sich alB notwendig. Die in der 
Flachentheorie iibliche Art, die Linien u=const als v-Linien zu bezeichnen, 
versagt in der Nomographie, da in den Anwendungen zumeist mehr alB 
zwei Scharen auftreten. 



14 Grundlagen der Darstellung. 

Wird allgemein der MaBstab ;., fiir die Winkel zugrunde gelegt, so 

wird der Winkel IX = 36;.°0 durch den Vollwinkel abgebildet. Das BiId des 

Winkels IX gelangt also, wenn IX den Wert 3~~O iiberschreitet, mit BiIdern 

zur Deckung, die friiheren Werten IX zugehoren. Auf Grund von Vor­
stellungen, die der Funktionentheorie entlehnt sind, denken wir die BiId­
ebene mit mehreren Belegungen bedeckt. (Vgl. hierzu Abb. 3.) Durch 
geeignete Bezifferung lassen sich auch im Polarnetz die einzelnen Belegungen 
kennzeichnen. - Die Zeicheneinheit fiir eine GroBe 0<, die nicht unmittel­
bar einen Winkel bedeutet, kann in praxi einfach durch E(IX) = nO ge­
geben werden; driickt man E(o<) im BogenmaB aus, so hat die Zeichen­
einheit die Dimension einer Zahl. 

Es ist fUr ein Polarnetz wesentlich, daB die Ablesegenauigkeit 
des Wertes ex yom Radius r, also von fJ abhangt. Auf Grund der 

1 
Beziehung cp = A, • ex ist der Winkel 1 das Bild der Zahl I; die 

Schwelle 8 auf dem Kreisbogen mit dem Radius r gehort dem 

Winkel ~ zu; also ergibt sich in der 0 ben gewahlten Bezeichnungs-
r 8 

weise (S. 8) LI ex =- . 
A,·r 

§,4. Die Funktionsleiter. 
Betonen wir in erster Linie das Ziel, eine Rechenzeichnung 

zu entwerfen, 'so k6nnen wir unter Verzicht auf die sinnfallige 
Anschaulichkeit, die einem Kurvenbilde innewohnt, ein wert­
volleres Hilfsmittel gewinnen. - Es werde im Beispiele fJ = t ex2 

der Wert fJ = 30, der zu ex = 7,75 gehort, wiederholt gebraucht; 
wir konnen dann die jedesmalige Ablesung an der fJ-Teilung 
vermeiden und auf der ex-Teilung selbst bei 7,75 den Wert fJ = 30 
festlegi:m (Abb. 8). Wird die entsprechende Konstruktion fur 
andere Werte fJ durchgefuhrt, so ergeben sich auf dem Trager 
zwei Teilungen: jeder Punkt des Tragers ist als Bild eines Werte­
paares (ex, fJ) anzusehen. Man nennt diese Art der Darstellung 
eine Doppelskala oder Doppelleiter 1). Die Kurve und das 
Millimeternetz, die beide zur Herstellung der Doppelleiter gefuhrt 
haben, werden nun unterdruckt, und wir erhalten die in Abb. 8b 
gesondert gezeichnete Darstellung. Die vorliegende Konstruktion 
kann an jedes empirische Kurvenbild angeschlossen werden; urn 
zu vermeiden, daB die, Koordinatenlinien die Kurve unter sehr 
spitzen Winkeln schneiden, ziehen wir zweckmaBig die Ergebnisse 
des § 2 heran. 

1) Die sehr gliickliche, von L1,lckey befiirwortete Bezeichnung hat 
allgemeine Aufnahme gefunden. 
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Wahrend die Zahlenwerte fJ in gleichen Schritten folgen, 
sind die Abstande der zugehtirigen Bildpunkte untereinander 
verschieden, sie nehmen im vorliegenden Beispiele mit wachsen­
dem fJ abo Eine spatere Untersuchung (S. 4S) wird zeigen, daB 
innerhalb kleiner Zeichenintervalle die Interpolation mit hin­
reichender Genauigkeit wie auf einer regelmaBigen Teilung er­
folgen kann. 

Wir haben durch die in Pfeilrichtung ausgefiihrte Konstruktion 
die Werte fJ auf der regelmaBigen lX-Teilung festgelegt; fixieren 

a wir umgekehrt die 
WertelX aufderregel- (3 
maBigen fJ -Teilung, so -t------------. 
so ergibt sich die in 
Abb. Sc gesondert ge- I/{) 

zeichnete Doppellei- +----------1 
ter derselben Funk­
tion. 

Der wesentliche 
Vorzug der Darstel­

30~'--_~ 

lung Abb. Sb beruht 20+----;( 
darin, daB die Zei­
cheneinheit E (fJ) kei-
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dad. Wenn der Be­
reich lXI ... IX2 des Ar­
gumentes auf einem 
Zeichenblatt vorge­
schriebener Abmes­
sung darstellbar ist, 

Abb. 8. Doppelleiter und Funktiousleiter einer 
gegebenen Kurve. 

so ist damit zugleich 
auch der Bereich der Abhangigen den GroBenverhaltnissen des 
Blattes angepaBt. Es laBt sich ferner leicht zeigen, daB die 
Ablesegenauigkeit der Funktion an allen Stellen einer Doppel­
leiter voIlig der Rechengenauigkeit entspricht. In manchen 
Fallen erscheint es zweckmaBig, die in Abb. Sa angedeutete 
Konstruktion dahin abzuandern, daB die Werte lX und fJ an der 
Kurve selbst fixiert werden, die dann Trager der entstandenen 
Leiter ist (z. B. Abb. 16). 

Eine bedeutsame Erweiterung gewinnen wir, wenn wir in 
einer Doppelleiter die regelmaBige Teilung unterdriicken (Abb. Sd); 
die iibrigbleibende Darstellung heiBt Funktionsleiter (Funk­
tionsteilung), ihr Aufbau wird durch die Funktion fJ = tlX.2 
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~100·log2~3q1mm~ I ; 
r-100.log 3 = *~7mm ----=>;;o.fl I 
rc 100·log 10 ="'OOmm.Zeichenein"eif---~?oilOll 

Abb. 9. Aufbau der logarithmischen Leiter. Ma/lstab 1/1. 

in 100· 1 = 100 mm Entfernung vom O-Punkt Iiegt. Dementsprechend 
ergibt sich das Bild der ZahllX = 2, indem die Strecke z = 100·0,301 mm 
= 30,1 aufgetragen wird. (Abb. 9.) Der Aufbau der Leiter log IX ist vom 
Rechenstab her bekannt; die Zeicheneinheiten betragen dort 250 mm, 
125 mm und 83,3 mm. 

Es sei besonders darauf hingewiesen, daB die Angabe der 
Zeicheneinheit einer Leiter sich stets auf die gezeichneten Funk­
tiollSwerte, nicht auf die Schritte des angeschriebenen Argumentes 
erstreckt. Wir wollen daher bei allen Zahlenwerten, die sich auf 
Leitern beziehen, wch in der Ausdrucksweise sorgfiiItig zwischen 
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den (gezeichneten) Teilungslangen und den (dargestellten) Werten 
~ unterscheiden, indem wir im ersten FaIle von metrischen, 
im anderen von numedschen Angaben sprechen. 

Die regelmaBigen Teilungen konnen wir in diesem Zusammen­
hange als spezielle Funktionsleitern ansehen. Um sie unter an­
deren Skalen besonders hervorzuheben, werden wir sie bisweilen 
mit reg ~, reg fJ bezeichnen. 

Nimmt man die Zeichnung einer Funktionsleiter in AnIehnung an ein 
Millimeternetz vor, so liiJ3t sich bei einfachem Wert 1 eine durch 1 bestimmte 
Anzahl von Millimeterstrecken ftir das Auge zu einer Einheit zusammen­
fassen. In anderen Fallen gewinnt man die gesuchte Teilung durch Pro­
jektion aus einer leichter herstellbaren Leiter nach dem bekannten Re­
duktionsverfahren. So wiirde z. B. die Leiter 173 . log IX mm aus der vor­
handenen Teilung 200 . log IX mm entstehen, wenn die beiden Trager parallel 
im Abstande n (200 - 173) = 27 . n mm angeordnet werden und das 
Projektionszentrum 0 von der gesuchten Teilung den Abstand 173 n mm, 
von der erzeugenden den Abstand 200 n mm hat. Falls die Leiter tiber 
eine groBe Teilungslange zu erstrecken ist, wahlt man zweckmaBig unter 
Verschiebung der erzeugenden Skala abschnittsweise neue Projektions­
zentren. Ebenso bekannt ist die Verwendung des Reduktionszirkels, der 
in den tiblichen Ausftihrungen die Einstellung der Verhaltniswerte t ... 10 
ermoglicht. - Bei ungiinstiger Lage des Punktes 0 gehen wir von zwei 
leicht herstellbaren, parallelen Teilungen ZI = 11 , f (IX) mm, Z2 = 12 , f(lX)mm 
aus, 11 < 1 < 12 , (Abb. 10); betragt der Abstand der beiden erzeugenden 
Teilungen d mm, so ergeben sich die Ab-
stande der gesuchten Leiter von ihnen: l2 . f{OG} 

t.f'(cx.) 

und 
1- 11 

c1 = - d 1--1- mm. 
1- 2 

Sobald es sich um Funktionen t(~) z 
handeIt, die in hinreichend kleinen 1 

Schritten der Unabhangigen tabel- a 
larisch festliegen, fiihrt die unmittel­
bare Einzeichnung nach der Tabelle 
am schnellsten zum Ziele. Andern­
falls gewinnt man aus wenigen Werte­
paaren ein Kurvenbild, das gemaB 
Abb. 8a gestattet, die Unterteilung 

·f(IX) 

ij 

3 

2 

1 
0 

:-o-c, Cz----3' 

d 

Abb. 10. Reduktion 
der Zeicheneinheit. 

3 

2 

1 
a 

weitgehend zu verdichten. Dieses Verfahren laBt sich als VeraIl­
gemeinerung der graphischen regula falsi auffassen. 

Der besondere V orteil der skalaren Darstellung besteht in 
der ihr anhaftenden Okonomie; der InhaIt zahlreicher Kurven­
blatter kann auf einem Zeichenblatt mit Doppelleitern ver­
einigt werden. Gerade im Hinblick auf die praktischen Bediirf-

Schwerdt, Nomographie. 2 
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nisse der einfachen Herstellung und Verviel£lUtigung einer Tafel 
ist die Doppelleiter dem Kurvenbilde zumeist iiberlegen. Be­
deutsamer ist die Okonomie in mathematischer Hinsicht. Die 
Kurve gibt eine Darstellungder einfachen Mannigfaltigkeit 
fJ = t(IX) im zweidimensionalen Gebiet. lndem wir bei der 
skalaren Darstellung die einfache Mannigfaltigkeit auf einen 
linearen Trager (Gerade oder Kurve) abbilden, ist uns der Ober­
gang zu Funktionen zwischen mehr als zwei Veranderlichen er­
leichtert. 

§ 5. Das Funktionsnetz. 
Auf die Verzerrung einer Teilung werden wir noch in einem 

anderen Zusammenhang gefiihrt. Wir denken das Zeichenblatt 
(Abb. 11) in seinen einzelnen Teilen beweglich; es ist dann mog­
lich, die vorgelegte Kurve l, die ein Bild der Funktion fJ = -! IX2 
ist, in die Gerade l' iiberzufUhren. Dies kann etwa in der 
Art geschehen, daB der Punkt P, (IX = 8, fJ = 32), parallel zur 
IX-Achse bewegt wird, bis er in die Lage P' gelangt; seine Bahn 

_IX 
7 

ist durch einen Pfeil 
kenntlich gemacht. 

---1.-+--'--+-'---i-"'X Die durch fJ = 32 
bestimmte Koordina­
tenlinie hat sich bei 
der Verzerrung nicht 
geandert, damit aber 
die Ablesung des 
Wertes IX = 8 auch 
in der Endlage P' er­
folgen konne, miissen 
wir uns vorstellen, 
die durch IX = 8 be­
stimmte Koordina­
tenlinie g sei bei der 
Bewegung mitgefiihrt 

7 10 worden und in die 
Endlage g' gelangt. 

Abb. 11. Streckung einer Kurve. Verzerrung des 
Koordinatennetzes. (Der Wert IX = 8 ist 

am oberen Rande der 
Abbildung vermerkt.) Die entsprechende Konstruktion nehmen 
wir fiir andere Punkte vor, wie dies in Abb. 11 fUr IX = 2, 3, 4 
und 9 angedeutet ist. Das Zeichenblatt erfahrt auf diese Weise 
eine ungleichmaBige Verzerrung in IX-Richtung; die regelmaBige 
(Ji,-Teilung geht in eine Funktionsteilung iiber, die mit der in 
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Abb. 8d dargestellten iibereinstimmt. Dieses Verfahren, das sich 
auf jede vorgelegte Kurve anwenden laBt, bezeichnet man kurz 
als Streckung einer Kurve. 

Die vorliegende Verzerrung kann als ein erstes Beispiel fiir 
den Nutzen von Funktionsleitern dienen. Nehmen wir etwa am 
Punkte P' die Ablesung der zusammengehorigen Werte (lX, (J) vor, 
so· ist es vollig belanglos, zu wissen, wie groB die gezeichnete Ent­
fernung zwischen den Punkten 0 und 8 der oberen Leiter ist, es 
kommt vielmehr allein darauf an, den Zahlenwert des Argumentes 
lX zu ermitteln. 

Wir konnen die Streckung einer Kurve auch derart vornehmen, daB 
unter Erhaltung der IX-TeiIung die Verzerrung sich in ,O-Richtung aua-

fJ 
6 

5 

2 

1 

o 1 2 5 

g' 

If J Z 1 
oc; 

z 
-(1 
1 

Abb. 12. Streckung einer Kurve. (Allgemeinerer Fall.) 

wirkt; die Kurvenpunkte werden dann in vertikaler Richtung bewegt. 
SchlieBlich kann eine Anderung des Zeichenblattes in beiden Richtungen 
vorgenommen werden.. Unsere Vorstellung, das Zeichenblatt erfahre mit 
seinen Koordinatenlinien und seinem gesamten zeichnerischen Inhalt eine 
Verzerrung, hat den Vorzug, jeder noch so allgemeinen Streckung ein an­
schauliches Geprage zu verleihen: wir konnen jeden Kurvenpunkt nach 
jedem beliebigen Punkt einer vorgelegten Geraden verschieben, wenn wir 
nur die beiden Koordinatenlinien jeweils mitfiiliren. Damit die Verzerrungen 
aber sinnvoll seien, werden wir fiir die Bahnen gewisse GesetzmaBigkeiten 
vorschreibe:n. Wir werden diesen Gegenstand in Abschnitt III eingehend 
behandeln. 1m Beispiel der Abb. 12 gehen die Bahnen durch einen festen 
Punkt R hindurch. 

Besonderheiten treten auf, wenn die darzustellende Funktion im V0r­
gelegten Bereich mehrdeutig ist oder Maxima und Minima aufweist. Abb. 13 
gibt ein Beispiel zweiter Art. Je zwei Punkte PI und P 2 liegen auf derselben 
Linie .8-const; nehmen wir die Streckung unter Erhaltung der Linien (.0) 
vor, so miissen in pI zwei verschiedene Vertikallinien zusammenfallen 
(z. B. IX = 1 und IX = 9). Die unter der Figur angegebene Funktions­
teiIung von IX ist daher doppelt belegt, und in der Bezifferung kommt 
deutlich zum Ausdruck, daB zu jedem gegebenen Wert fJ zwei Werte IX 
gehOren, mit Ausnahme des Falles IX = 5, .0 = 5. Erfolgt die Streckung 

2* 
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unter Erhaltung der Linien (IX), so miissen wir uns vorstellen, daB sowohl 
der Punkt P 1 als auch der Punkt P 2 die Linie fJ = 3 mitfiihrt; die ver­

zerrte fJ-Teilung enthii.lt jeden 
(:J Wert fJ zweimal mit Ausnahme 

5 des Wertes fJ = 5. - Bei mehr­
deutigen Funktionen lassen 
sich die VerhiiJtnisse auf die 

J soeben besprochenen leicht zu­

z 

O~·--+--r~--~-.-.--~-r~~ 
o 2 

1 2 $ 5 
I I IIIIII 

9 8 75 

riickfiihren. 

Das Wesentliche bei der 
Streckung einer Kurve liegt 
darin, daB das gesamte Ko­
ordinatenblatt eine Verzer­
rung erfahrt: an Stelle des 
regelmaBigen Millimeter­
netzes entsteht ein Funk-Abb.13. Streckung einer Kurve. Doppel-

deutigkeit der verzerrten IX-Leiter. tio ns netz. Wir konnen 
nun unmittelbar von der 

Herstellung eines Funktionsnetzes ausgehen; als Beispiel diene 
die Funktion fJ = t ~2. 

In einem rechtwinkligen, kartesischen Koordinatensystem 
(x, y) stellen wir auf der x-Achse die Funktionsleiter x = ~2 in 
beliebiger Zeicheneinheit her und nehmen zugleich die Einzeich­
nung der zugehorigen Koordinatenlinien (~) vor. Der Aufbau des 
Netzes ist dann derart, daB die zur x-Achse senkrechten Koordi­
natenlinien (~) mit wachsender Abszisse immer groBer werdende 
Abstande aufweisen, wahrend die zur y-Achse senkrechten Linien 
(fJ) in steps gleichen Abstanden folgen; das Gefiige ist im oberen 
linken Teile der Abb. 11 angedeutet. 

Wenn wir jetzt in das entstandene Netz die Wertepaare 
(~, fJ) als Punkte einzeichnen, so kommt die numerische Zu­
ordnung der W erte ~ und fJ zwar in den angeschriebenen Be­
zifferungen der Achsen zum Ausdruck, der geometrische Verlauf 
der Bildkurve wird aber durch die Beziehung zwischen den Ko~ 
ordinaten x und y bedingt; ersetzen wir ~ und fJ in der Funktion 
durch die Koordinaten, x = ~2, Y = A. • fJ, so ergibt sich die 

Gleichung der Bildkurve: y = ; x. (In Abb. 11 ist A. = 2.) 

Ein Funktionsnetz, das in der Nomographie von fundamentaler 
Bedeutung ist, wird durch die logarithmischen Achsenteilungen 
definiert. Abb. 14 stellt einen Ausschnitt aus dem sog. doppelt­
logarithmischen Papier dar, dessen Achsen die Funktionsleitern 
x = log ~ . 100 mm und y = log fJ· 100 mm tragen. Wollen wir 
die Funktion fJ = t~2 in dies em Netz darstellen, so ergibt sich 
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nach Logarithmierung log fJ = 2 . log IX - log 2, wir erhalten also 
als Bild die Gerade y = 2· x '- 30,1. 

1m ailgemeinen Faile k6nnen wir eine der beiden Achsen­
teilungen beliebig vorschreiben, etwa x = x (IX). Wenn das Bild 
der Funktion F (IX, fJ) = 0 eine Ge- t=+++~=+=+=+=l 
rade werden solI, so ergibt sich eine 5 I--l--t--t--t-t--l-+---+-I 'f5 
Gleichung y = a . x (IX) + b; aus If I---+--+-t-+-If--t--f-H 
dieser Gleichung und F = 0 laSt Jpl--t--+-t-+-If--t--I-H 
sich (X, eliminieren, und wir erhalten 
somit die zugehOrige Teilung der J 
y-Achse: y = y (fJ). ~p~+-+-I--+-+---+-I--H 

Die Funktionen x = x (IX) und 
y = y (fJ) geben an, in welcher Weise Z 1-+-1-+++--+-+-+1 
ein regelmaBiges Netz (IX, fJ) in das 1,8~+---+-+-+--+--+_+---+-f 
Funktionsnetz (x, y) abgebildet ~:~+---+-+-+--+--+-+---H 
wird, sie heiBen Verzerrungs-
gleich ungen. 1.2 

Die vorIiegenden Abbildungen schei- 11!:--::1,'-::Z-1.=l.,,"~1,0:;-~=lr8:-Z:!--::2,5~-!J!-¥# 
nen sehr allgemeiner Art zu sein, wenig-
stens erkennen wir schon jetzt, daB sie Abb.14. Doppe1t-1ogarithmisches 
weder konform zu sein brauchen, noch Funktionsnetz. MaBstab 2/3• 

zu jenen gehoren mussen, die aus der 
Perspektive bekannt sind. Wir werden in den folgenden Abschnitten 
jedoch erhebIich allgemeinere Verzerrungen benutzen; die erorterten weisen 
die Besonderheit auf, daB parallele KoordinatenIinien bei der Verzerrung 
parallel bleiben, eine Einschrankung, auf die wir spater verzichten werden. 

Bei der Abbildung eines regelmaBigen Netzes erweist es sich bisweilen 
als vorteilhaft, eine Kurve l in einen Kreis uberzufuhren. So ist es nahe-

2 {J2 
Iiegend, die Ellipse :2 + b2 = 1 durch Wahl der Achsenteilungen x = IX . b, 

y = p . a in den Kreis x2 + y2 = (a b)2 zu verwandeln, besonders dann, 
wenn sich die gegebenen Werte a und b leicht darstellbaren metrischen 
Zeicheneinheiten anschmiegen. 

§ 6. W RbI der Veranderlichen. 
Die bisher er6rterten Darstellungsweisen, die wir anschaulich 

als Verzerrungen gedeutet haben, lassen sich formal unter einem 
anderen Gesichtspunkt betrachten, der fUr die Ausdrucksweise 
und den raschen Ansatz einer Umformung bisweilen eine Er­
leichterung bedeutet. 

In der Dynamik des starren K6rpers stellt man die Abhangig­
keit des Tragheitsmomentes J in bezug auf eine durch den Punkt 0 
gehende Gerade dar, indem man auf jeder durch 0 gehendenRich-

1 
tung den Wert fJ abtragt.; die Endpunkte dieser Strecken er· 
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fullen dann eine Flache, die als Tragheitsellipsoid bekannt ist. 
Die Gedankenkonstruktion bedient sich uberhaupt nicht der 

1 "iT GroBe J, sondern allein des Wertes fJ' Die uberlegung beruht 

also darauf, daB fur den funktionalen Zusammenhang die ab­
hangige Variable geeignet gewahlt wird. 

Weitere Beispiele lassen sich leicht anfiihren. Die elektrische Leit-

fahigkeit eines kreisrunden Drahtes wird durch die Beziehung v = i -~ . d2 

angegeben. Stellen wir fiir Drahte bestimmten Materials (0 = const) und 
derselben Lange (l = const) die Leitfahigkeit v in Abhangigkeit vom Durch­
messer d dar, so ergibt sich als Bildkurve eine Parabel. Wir konnen als un-

n 
abhangige Veranderliche aber auch den Querschnitt q = "4 d2 wahlen, 

dann fiihrt die Funktion v = (~) . q im regelmaJligen Netz (q, v) auf eine 

Gerade. Diese in der technischen Literatur haufig hervortretende, rein 
formale Auffassung der zugrunde liegenden Abbildung erscheint besonders 
in den Fallen berechtigt, in denen fiir ein lind dieselbe Veranderliche meh­
rere MaBsysteme bestehen. So bieten sich im letzten Beispiel die beiden 
Moglichkeiten, die Abmessungen des Drahtes durch Querschnitt und 
Durchmesser anzugeben, zwanglos dar. - Bekannte Beziehungen aus der 
Physik seien nur kurz erwahnt. Man weill, welche Vereinfachungen sich 
bei Benutzung der absoluten Temperatur T an Stelle der gemessenen 
Celsiustemperatur in allen rechnerischen Entwicklungen erge1?en; auch die 
Einfiihrung der Gasmenge 1 Mol stellt eine besondere Wahl der verander-

15 lichen GroBe dar. - Die Hohlspiegelgleichung ~ + ~ = 7-
geht in die einfache Newtonsche Form IX. {J = /2 iiber, 

10 wenn wir Bild- und Gegenstandsweite ani die Lage des 

5 

-10 

-15 

Brennpunktes ~beziehen. 

Abb. 15. Zeitgleichung ab­
hangig vom Datum. 

Durch geeignete 
Wahl der Veran­
derlichen hat K. 
Hoecken eine 
Bch;one Darstellung 
der Zeitgleichung 
entworfen. In den 
Tabellen wird die 
Zeitgleichung fJ zu­
meist abhangig vom 
Datum IX angege­

ben. Abb. 15 zeigt in einer Skizze den Verlauf. Mit dem Datum 
zugleich andert sich die Deklination der Sonne, und es ist daher 
moglich, die Zeitgleichung fJ in Abhangigkeit von der Deklination () 
darzustellen. (Abb. 16.) Da zu jedem vorgeschriebenen De­
klinatiollBwert i. a. zwei Werte fJ gehOren, wird die Eindeutigkeit 
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der Darstellung erst durch Anschreiben der Datumsziffern erreicht; 
wir gewinnen damit den V orteil, daB sich dem Kurvenbilde der 
Zusammenhang zwischen d-rei GroBen, der Zeit, der Deklination 
und der Zeitgleichung entnehmen laBt. 

Unter dem Gesichtspunkt, einem Kurvenbild geeignete Ver­
anderliche zugrunde zu legen, laBt sich eine besondere Darstellungs­

art elementar einfUhren. Wir konnen 

__ Z_=_lX_l-_{J_-+_y_=_~ ____ im Beispiel fJ =! ex 2 den Wert l 
ex 1 

2 
3 
4 
5 

0,5 
2 
4,5 
8 

12,5 

usw. 

0,5 
1 
1,5 
2 
2,5 

als neue Veranderliche y ansehen, die 
wir fUr j edes Wertepaar (ex, fJ) einzeln, 
etwadurchNebenrechnung,ermitteln. 
Tragen wir nun die Werte y als Or­
dinaten zu den Abszissen x = ex auf, 
so erhalten wir als Bildkurve offenbar 
eine Gerade, namlich y ~ ! . x. Nach 

dem V organge P ira n i s bezeichnet man diese Darstellungs-

weise als Darstell ung ii ber f als Ordinate. Sie hat zwar 
ex 

den Vorzug, ein geradliniges Kurvenbild zu ergeben, gestattet aber 
nicht unmittelbar die Ablesung des Wertes fJ. In welcher Weise 
sich das Verfahren verallgemeinern laBt, zeigen die Funktionen 
{JP = a . exq + b . 0(:, (q > r). Nach Division durch ex! ergibt sich 

{JP = a • exq-· + b. Die Variablen x = exq-" y = {JP fiihren auf 
~ . ~ 

das geradlinige Kurvenbild y = a' x + b. Die zugrunde liegende 
. Verzerrung x = rx,q-r, y = (JP : ex' wird an spaterer Stelle im Zu· 
sammenhang mit anderen Fragen auftreten. 

Die Streckung einer Kurve im Funktionsnetz hangt eng mit 
der Konstruktion einer Doppelleiter zusammen. Handelt es sich 
lediglich um die Darstellung der Abhangigkeit fJ = t(ex), so ist 
es gleichgiiltig, in welchem Aufbau die Leiter fiir die unabhangige 
GroBe gegeben wird. Durch geeignete Wahl einer Funktions­
teilung fiir ex laBt sich in zahlreichen Fallen die Herstellung einer 
Doppelleiter fJ = t (ex) wesentlich vereinfachen. 

Fiihrt die Streckung der vorgelegten Kurve auf die besondere 
Gerade y = 1 . x + const oder y = - 1 . x + const, was in jedem 
FaIle durch passendeWahl des MaBstabes erreicht werden kann, 
so haben die zusammengehorigen Bereiche von ex und fJ gleiche 
Teilungslangen, und die Doppelleiter ergibt sich allein durch Auf­
einanderlegen der Leitern. Anstatt mit Hilfe der Funktiolli\~ 
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leitern x = x(x) und y = y((3) das Netz der Koordinatenlinien 
(x) und ((3) zu konstruieren, zeichnen wir auf einem beliebigen 
Trager unmittelbar die Leitern z = x und z = y. Dann ist die 
Darstellung der Funktion (:J = f( x) durch eine Doppelleiter er­
reicht. Dieses Verfahren gewahrt insofern wesentliche Vorteile, 
als die Berechnung oder Konstruktion der Leiterfunktionen x( x) 
und y((3) oft erheblich einfacher geleistet werden- kann als die 
Berechnung der Wertepaare (x, fJ) aus der Funktion f. Der Leser 
wird erkennen, daB diesem Verfahren eine sog. Parameterdar­
stellung einer Funktion zugrunde liegt. 

Beis piel 1. Die Doppelleiter fJ = + y r2 £X2 laBt sich an regel-
maBiger £x-Teilung mit Hilfe der Bildkurve, eines Kreises, leicht herstellen, 
wobei allerdings fiir absolut kleine Werte die Kon­
struktion durch Rechnung erganzt werden mull. 
(Abb.17 a.) Einfacher gestaltet sich der folgende 
Weg. Durch Umformung der gegebenen Funktion 
ergibt sich fJ2 = _£x 2 + r2. 1m Funktionsnetz 
x = £X2, Y = fJ2 wird die Funktion durch die Ge­
rade y = - x + r2 dargestellt. Wir nehmen nun 
unmittelbar die Zeichnung der Doppelleiter vor, 
indem wir die Teilung z = (x =) £X2 herstellen und 

{:I 
o 

oc. 
5 

1 

Is -of 
[,p:pJ (reg ~ 

" 
auf demselben Trager die Leiter z = (y =;=) - x + r2 
entwerfen, d. h. aber, da beide Teilungen in ihrem 
Aufbau iibereinstimmen, von z = r2 ab dieselhe 
Teilung in umgekehrter Richtung auftragen. Es 
handelt sich also lediglich urn die einmalige Er­
mittlung der Werle £X2; da diese tabellarisch fest­
liegen, kann die Herstellung der gesuchten Doppel­
leiter ohne Rechnung oder Konstruktion erfolgen. 
(Abb. 17b.) a b 

Beis piel 2. In der Beleuchtungstechnik wer- Abb.17. Doppelleitern 
den photometrische Ergebnisse sowohl in mittleren /X2 + fJ2 = 25 in ver­
spharischen Kerzen K() als auch in mittleren schiedenem Aufbau. 
horizontalen Kerzen Kh ausgedriickt. Fiir Unter- (Teilungsfunktion.) 
suchungen der Wirtschaftlichkeit ist vielfach die MaBstab %. 

Umrechnung der Werle W;;t (= fJ) in :a~t (= £x) erforderlic~, . wobei 

fiir Wolframdrahtlampen 1 K() = 0,8 Kh angenahert gilt: fJ = 0 8. £x. Die 

Teilung x = 100 mm kann unmittelbar einer Tabelle entnomm~n werden, 
£x 

die Einzeichnung der regelmalligen Teilung y = fJ • 80 mm ist wegen der 
glatten Zahl 80 gleichfalls leicht durchfiihrbar. - Ebenso einfach gestaltet 
sich die Verwendung logarithmischer Leitern: x = log £x . 100 mm, 
y = log fJ • 100 mm; die Beziehung lautet dann y = - x + 100 . log 1,25. 
Wir zeichnen also die Leiter log £x und tragen vom Punkte mit der Be­
zifferung 1,25 dieselbe Teilung in umgekehrter Richtung aufl). Da man 

1) In dieser Weise sind die Lichtstromtafein von A. R. Meyer ent­
worfen. E. T. Z. Bd. 43. S. 778, 1922. 
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sich vorgedruckter Teilungen bedienen k&IlIl, ist die vorliegende Aufgabe 
auf rein mechanischem Wege zu erledigen. 

Beispiel 3 1). Bei der rechtwinkligen dimetrischen Parallelprojektion 
ez : ey : ez = 1 : n: 1 handelt es sich darum, die Winkel q; und 'IjJ der 
Achsenbilder gegen die Vertikale sowie das Verhaltnis ez : e = v abhangig 
von n im Bereiche n = t· ··t zu ennitteln. Die Berechnung ergibt: 

n2 l/2 - n2 1 . ctg q; = ,/_' ctg'IjJ = 2 + 2' V = ,/ _. Entwickelt man die 
r4 - n'· n y2+n2 

Wurzelausdriicke in Reihen und vernachlassigt die Glieder vierter und hiiherer 
Ordnung, so erhiilt man {J = ctgq; = t n2, l' = ctg'IjJ = 1- t n2, und 
v2 = t- tn2. Fiir die Darstellung der Beziehung {J = tn2 kiinnen die 
Teilungsfunktionen x = n 2 • 1000 mm und Yl = {J • 2000 mm gewahlt 
werden. Die zweite Funktion 1 -1' = tn2 liiBt sich entsprechend durch 
x = n 2 • 1000 mm und Y2 = (2000 - l' ·2000) mm erfiillen. An derselben 
Leiter (n) werden also die regelmaBigen Teilungen ({J) und (1') in der Zeichen· 
einheit 2000 mm angetragen, wobei sich die 1'.Teilung in entgegengesetzter 
Richtung entwickelt. Die Bezifferung wird auf Grund der Naherungsformel 
{J + l' = 1 vorgenommen. Die Doppelleiter (v, n) liiBt sich ebenfalls an 
die Leiter x = n 2 • 1000 mm anschlieBen, wenn Ys = (1000 - 2000 v2 ) mm 
gesetzt wird: yom Punkte a; = Y = 1000 wird die Funktionsleiter v2 in 
der Zeicheneinheit 2000 mm in entgegengesetzter Richtung aufgetragen. -
Damit ist die Berechnung der drei Funktionen in erster Naherung auf rein­
quadratische Leitern, die nach der Tabelle eingezeichnet werden kiinnen, 
und auf regelmaBige Teilungen zuriickgefiihrt. Da die Leiter (n) in allen 
drei Darstellungen gleichbleibend ist, lassen sich die Doppelleitern besonders 
iibersichtlich anordnen. 

§ 7. N etztafeln. 
Wie Funktionen mit zwei Veranderlichen in einem ebenen 

Koordinatennetz Darstellung finden, konnen Funktionen zwischen 
drei Variablen F(IX, p, y) = 0 im AnschluBan ein raumliches 
System abgebildet werden. Wenn wir der Wertegruppe IX, p, Y 
die Koordinaten eines Punktes zuordnen, so erfiillen die Bild­
punkte eine Flache, die als Bild der Funktion F = 0 anzusehen ist. 

Liegt beispielsweise die Funktion IX· P - y = 0 vor,' so er­
halten wir als Rechenflache em hyperbolisches Paraboloid 
(Abb. 18; die Gestalt der Flache in der Nahe des O-Punktes tritt 
in Abb. 19 deutlicher hervor). Der MaBstab der y-Leiter inbezug 
auf E(IX) und E(P) betragt in der Abbildung 1..= 0,2. Durch das 
eingezeichnete Ablesebeispiel ist die Benutzung der Rechenflache 
veranschaulicht: die gegebenen Werte IX und p bestimmen zu­
nachst einen Punkt Q, die Vertikale in Q schneidet die Flache in 
P, demBildpunkt der Wertegruppe IX, p, y. 

Ein (etwa aus Draht gefertigtes) Modell einer Rechenfliiche besitzt ohne 
Zweifel hohen Anschauungswert; bei slatistischen Untersuchungen hat man 

1) Vgl. Aufg. 119, § 42. 
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die Ergebnisse vielfach in raumlichen Darstellungen zusammengefaBt. In 
der physikalischen Chemie wird das Verhalten binarer und ternarer Systeme 
durch Flachenmodelle sinnfallig veranschaulicht1). Fiir die praktische 
Rechnung, d. h. die Ermittlung zusammengehoriger Werte in vorgeschrie­
bener Genauigkeit, ist die Flache im raumlichen System jedoch nicht geeig­
net. Abgesehen von den Schwierigkeiten, mit denen die wirkliche Her­
stellung einer Rechenflache verkniipft ist, erweist sich die Ablesung der­
jenigen Koordinatenlinie, die aus der Ebene heraus zur Flache hinfiihrt , 

Abb. ] 8. Rechenflache y = <X • fJ. (Axonometrische Projektion t : l: 1.) 

praktisch bisweilen als vollig unmoglich. Bemerkenswert sind in dieser 
Hinsicht die von Lacmann2) entworfenen Stereobilder von Rechenflachen, 
bei denen die Ablesung mit Hille des Stereokomparators vorgenommen wird. 
Die Konsttuktion laBt sich aber nur bei einfachen Funktionsbildern hin­
reichend exakt durchfiihren; die Bedeutung dieses an sich schonen Ver­
fahrens liegt mehr auf theoretischem Gebiet. 

1) Es seien genannt: p - t - x = Flache eines binaren Systems, 
Auerbach, Physik, Tafel 130,5, und daB bemerkenswerte Karnallit­
Modell, ebenda, Tafel 132, 2, 4, 5. 

2) Zeitschr. f. Vermessungilwesen Bd.51, Nr.5, S. 136. 1922. 
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Um zu brauchbaren Rechentafeln fUr Funktionen zwischen 
drei Veranderlichen zu gelangen, mussen wir von der raumlichen 
Darstellung wieder in die Zeichenebene zuruckgehen. Dies kann 
auf drei Wegen erfolgen. 

I. Die Ebenen (lX) und ((3) legen in der Tafel (lX(3) ein Ko­
ordinatennetz fest, die Ebenen (y) bestimmen auf der Flache 
Schichtenlinien (Niveaulinien). Aus kartographischen Dar­
stellungen ist bekannt, daB man. die Schichtenlinien in die hori­
zontale Ebene projizieren kann, wie dies in Abb. 18 fur den 

~ 
Abb. 19. Rechenflache i' = ~. fJ. (Schiefe Parallelprojektion, 'P = 30°, m = ~.) 

Punkt P angedeutet ist. Die (lX (3)-Tafel enthalt dann eine Kur­
venschar, deren einzelne Glieder bestimmten Werten y zugeharen; 
man sagt, die Schar sei nach y beziffert. 1m vorliegenden Bei­
spiel ergibt sich eine Hyperbelschar, die in den Abb. 18 und 19 
zu erkennen ist und in Abb. 20 eine treue Darstellung gefunden 
hat. Rechentafeln dieser Art heiBen N etztafeln (Flachennomo­
gramme, Darstellungen mit Kurvenscharen oder Kurvenkreuzung, 
Tafeln mit Kurvenskalen). Fiir die Ablesung gilt die folgende, als 
Schlussel bezeichnete Vorschrift: man verfolgt die mit lX be­
zifferte Gerade bis zu ihrem Schnittpunkt mit der durch (3 be­
stirnplten, die Kurve durch den Schnittpunkt zeigt das Ergebnis 
yan. Es ist leicht zu ersehen, in welcher Weise Umkehrungen der 
gestellten Aufgabe ihre Lasung finden. Wesentlich fiir den 
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Schliissel einer Netztafel ist der Umstand, daB die Werte ex, jJ 
und y durch Linien, die Wertegruppe (ex, jJ, y) durch einen Punkt 
abgebildet wird. 

Bei Auswahl der (exjJ).Tafel hat eine gewisse Willkiir ob· 
gewaltet. Es HWt sich mit gleicher Berechtigung die (jJy).Ebene 
als Tafel ansehen; dann schneiden die Ebenen (ex) auf der Flache 
Schichten abo 1m vorliegenden Beispiel sind die Niveaulinien (ex) 
gerade Linien (sie mach en eine der beiden Geradenscharen des 
Paraboloides aus, die ex·Achse ist Striktionslinie). Die zugehorige 
Projektion, die einen Punkt (P) der Flache in einen Bildpunkt (R) 
der Tafel iibsrfiihrt, ist in Abb. 18 und 19 dargestellt. Es laBt 
sich der Aufbau der entstandenen Netztafel fiir dieselbe Funktion 
in der Abb. 19 leicht erkennen. 

Mit Riicksicht auf die Symmetrieverhaltnisse der Flache 
(vgl. die in beiden Figuren eingezeichnete Parabel), ergibt die 
Projektion der Hohenlinien (jJ) in geometrischer Hinsicht keine 
wesentlich neue Darstellung. Legen wir den Veranderlichen 
physikalische Bedeutung bei, etwa derart, daB ex das Volumen v 
eines idealen Gases, jJ den Druck p und y die Temperatur T dar· 
stellen, so fiihren die drei Projektionen auf die bekannten 
Zustandsbilder, indem die (ex jJ).Tafel die lsothermen, die 
(jJy).Tafel die lsochoren, die (exy)·Tafel die lsobaren enthalt. 

1m allgemeinen Falle haben wir also auf der Rechenflache 
Schichtenlinien zu ermitteln und in die ihnen parallele Tafel zu 
projizieren. Die Aufgabe laBt drei im allgemeinen verschiedene 
Losungen zu. Das Beispiel hat gezeigt, daB die drei entstehenden 
Netztafeln in praktischer Hinsicht nicht gleichartig sind. 

II. Wir konnen die vorstehenden Gedankengange unmittelbar 
als Erweiterung des Verfahrens ansehen, nach dem wir die Doppel· 
leiter gewonnen haben. Die in Abb. 8 ausgefiihrte Konstruktion 
projiziert die Schichtenpunkte einer Kurve in die ex·Achse. 
Die Analogie weist darauf hin, ebenso wie die Doppelleiter auch 
die Netztafel unmittelbar rechnerisch zu definieren. 

In der Funktion ex jJ - y = 0 wahlen wir einen festen Wert y, 
etwa y = 10, und konstruieren die Kurve 0(, • jJ - 10 = O. Die· 
selbe Zeichnung wird fiir andere Werte I' vorgenommen, in Abb. 20 
fiir y = 10, 20, 30, 40 und 50. Unter den drei Veranderlichen 
nimmt also y eine Sonderstellung ein: y ist Parameter der Kurven· 
schar. Die Vorstellung einer Rechenflache kommt bei dieser Er· 
klarungsweise einer Netztafel nicht mehr zum Ausdruck. DaB 
die sinnfallige Anschaulichkeit dabei verloren geht, darf nicht als 
Nachteil gelten. Fiir die Ausfiihrung von Rechenoperationen, 
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die wir auf N etztafeln vornehmen werden, und fiir die Vereinigung 
der Kurventafeln mit anderen Darstellungsmitteln wiirde die 
starke Betonung des raumlichen Zusammenhanges eher be-

10 schwerend als forderlich 
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sein. - Man erkennt leicht, 
daB die in der (,8y)-Tafel 
liegende Geradenschar nach 
dem Parameter IX entsteht. 
Die beiden verschiedenen 
Netztafeln fiir dieselbe 
Funktion lassen sich in die­
sem Zusammenhange for­
mal auf verschiedene Wahl 
der Veranderlichen zuriick­
fiihren. 

Beide Auffassungen (I 
o und II) der Netztafel sind 
o 1 Z 3 II 5 6 7 8 9 10 in den Anfangen der syste-

---«. 
Abb. 20. Hyperbeltafel nach Po u c h e t. 
Orthogonale Projektion der Rechenflache 

r = IX • P in die (IX ,B)-Tafel. 

matischenNomographie be-
tont worden. Wahrend der 
erste, der die Hyperbeltafel 
bewuBt zu Multiplikationen 

verwendet hat, Pouchetl), durchaus auf dem Boden des zweiten 
Erklarungsweges steht, stellt Lalanne2) die Deutung der Kurven­
schar als Schichtenlinien in den Vordergrund. Der offenbare Ein­
fluB der Arbeit von Philippe Buache3) iiber die Niveaulinien 
tritt bei· ihm klar hervor. 

III. Es kann davon abgesehen werden, daB die Darstellung 
in einer der drei Tafeln erfolge. Auf der Flache selbst werden 
durch die Ebenen (IX), (,8) und (y) Koordinatenlinien bestimmt, 
von denen im Beispiel der Funktion IX',8 - y = 0 die beiden 
ersten Scharen Geraden sind. Die Rechnung kannalso auf der 
Flache selbst vorgenommen werden: Bei dieser Auffassung steht 
die Flache in volliger Analogie zu der nach zwei Werten bezifferten 
Kurve (vgl. Abb. 16). Die Flache mit ihren Linienscharen denken 
wir nun, etwa durch Zentralperspektive oder auf Grund einer 
Parallelprojektion, in eine belie big~ Ebene abgebildet. So kann 
die Fig. 18, wenn man die Vorstellung des Raumlichen unter-

1) Pouchet: Arithmetique lineaire 1797. 
2) Siehe Anmerkung auf S. 38. 
3) Buache, Philippe: Geograph und Zeichner. Paris 1700-1773. 

Assistent; spater Nachfolger von Delisle. Mem. de l'Acad. des sciences 
1752, S. 415. 
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driickt, selbst schon als Netztafel ffir die Funktion angesehen 
werden. In Abb. 21 ist unter Verdichtung der Linienscharen ein 
Ausschnitt aus Abb. 18 wiedergegeben; die Zeichnung ist ala 
eben zu lesen. Bei dieser Darstellung treten die Koordinaten­
linien eines Millimeternetzes nicht mehr in Erscheinung, die Tafel 
geh6rt einer allgemeineren Form an. Unsere VOIstellung, das 
Zeichenblatt werde Verzerrungen unterworfen, gewinnt scharlere 
Umrisse, wenn wir die Hyperbeltafel (Abb. 20) zuerst in der 
(1X:p)-Ebene der Fig. 18, sodann auf der Flache und schlieBlich 
in der rechtwinkligen Projektion (Abb. 21) oder in der (Pr)­
Tafel der Abb. 19 wiederfinden. Die Feststellung, in welcher 
Weise sich dabei dieeinzelnen 
Kurven transformieren, sei 
dem Leser fiberlassen. Wir 
erkennen, daB es sich um eine 1 110 

Streckung der Hyperbeln ~-+-*-A--jf---T-7"i~ 
handelt; dabei ist wesent­
lich, daB aIle Hyperbeln der 
Schar in gerade Linien fiber­
gehen. Es ist eine der nomo­
graphischen Aufgaben, Kur­
venscharen zu strecken; 
schon an dieser Stelle sei be­
merkt, daB diese Aufgabe 
nicht allgemein l6sbar ist. 
1m vorliegenden FaIle laBt 

Abb. 21. Multiplikationstafel r = IX • fJ • 
Axonometrische Projektion der Rechen­

Hache. E ben e Figur. 

sich leicht eine Parallelprojektion der Flache nach Art der Abb. 21 
angeben, bei der auch die Hyperbeln in eine Geradenschar, und 
zwar in eine Parallelschar verwandelt werden. Der Vorteil der­
artiger Darstellungen fUr Herstellung und Benutzung einer Rechen­
tafel ist evident. 

In praktischer Hinsicht sei bemerkt, daB immer nur einzelne GIieder 
einer Kurvenschar eingezeichnet werden konnen. Die Einschatzung .von 
Zwischenwerten bereitet bei der Ablesung im allgemeinen keine Schwierig­
keiten, jedoch erscheinen fur die Herstellung der Schar selbst Hilfsmittel 
angezeigt. 

Die Verdichtung einer Kurvenschar kann auf Grund der Methoden 
erfolgen, die dem Topographen gelaufig sind: tiber das Zeichenblatt werden 
durchsichtige Tafeln oder MaBstabe geftihrt1). Da diese Verfahren aber 
zumeist auf der Voraussetzung eines linearen Hohenabfalles beruhen, wird 
man nur dann mit einigem Erfolg auf sie zurtickgreifen, wenn die Kurven­
schar schon verhaltnismaBig dicht vorIiegt. 

1) Literatur tiber diesen Gegenstand bis 1919: Zeitschr. f. Vermessungs­
wesen 1919, S.247. Vgl ferner Rothe, R.: Darstellende Geometrie des 
Gelandes. Leipzig 1914. 
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Von groBerer .Anpassungsfahigkeit ist der Wechsel der Veranderlichen. 
In Fig. 22a ist die relative AusfluBgeschwindigkeit des Eises bei verschie­
denen Temperaturen abhangig vom Druck dargestellt. Die Versuchsanord­
nung hat auf "unglatte" 'remperaturwerte gefiihrt, und es Iiegt die Aufgabe 
vor, die nach glatten Werten t bezifferten Kurven zu finden. - Von der 
Netztafel Fig. 22a entwerfen wir eine AbbiIdung in Fig. 22b derart, daB 
die Temperatur a1s Unabhangige, der Druck als Parameter erscheint. Auf 
diese Weise wurden die Temperaturkurven in die senkrechten Koordinaten­
linien gestreckt, die nach dem Druck p bezifferte Parallelschar geht in eine 

Kurvenschar iiber. Fiir die Drucklinie p = 9 kg
2 ist die Umwandlung der 

cm 
Punkte P, Q, R in die BiIdpunkte P', Q', R' angedeutet; die Druck1inien 
p = 8, 9, 10 sind eingezeichnet. Von Abb. 22b aus nehmen wir nun riick­
warts die Verdichtung der Kurvenschar vor; die Skizze zeigt, in welcher 

·Weise die Temperaturkurve _120 aus der Geraden _120 gewonnen wird: 
der durch p = 10, t = _.12 0 bestimmte Punkt A' wird parallel zur Ab­
szissenachse bis zur Geraden p = 10 nach A gefiihrt; das Entsprechende 
gilt fiir B' und 0'. . 

Dabei dieser Konstruktion die Koordinaten (v) erhalten bleiben, laBt 
sie sicb. auf einem Millimeternetz rasch erledigen. Ein NachteiI dieses Ver­
fahrens besteht aber darin, daB fiir die AbbiIdung nicht immer geniigend 
viel Punkte vorhanden sind. Eine wesentliche Verbesserung hat diese Kon­
struktion durch PiranP) erfahren. Man legt iiber die vorhandene Schar 
der Urkurven ein beIiebiges, aus ZweckmaBigkeitsgriinden aber derart 
gerichtetes Netz (Kreuzkurven), daB die Kurven des HiIfsnetzes die zu 
verdichtende Schar mogIichst rechtwinklig schneiden. In Fig. 22a sind 
die Kreuzkurven a, b und c eingezeichnet. Auf jeder dieser Kurven Iiegen 
vier Zustandspunkte fest. Wir nehmen nun die Streckung der Temperatur­
kurven durch AbbiIdungder Kreuzkurven vor. Die PunkteS, T, U, V 
werden, wie die Figur andeutet, in die Punkte S', T', U', V' iiberfiihrt 
(Abb.22c). 

Die groBere .Anzahl von festIiegenden Zustandspunkten gestattet, den 
Verlauf der BiIdkurven mit groBerer Sicherheit zu ermitteln. Der Vbergang 
von der AbbiIdung zur Ausgangsdarstellung erfolgt wie oben dargelegt. 

Das Verfahren, Kurvenscharen zu verdichten, ist besonders fiir empi­
rische FunktionsbiIder geeignet, gewahrt aber auch bei der Herstellung von 
Rechentafeln wesentIiche VorteiIe, indem die numerische Rechnung auf eine 
kleine .Anzahl von Wertegruppen beschrankt bleibt. So ist es Pirani auf 
diesem Wege gelungen, eine sehr iibersichtIiche Darstellung des Wien­
Planckschen Gesetzes in hinreichender Genauigkeit mit geringem Aufwand 
an Rechenarbeit zu entwerfen. 

1m AnschluB an die Ausftihrungen tiber Netztafeln laBt sich 
ein Prinzip erortern, das zwar im vorhergehenden stillschweigend 
benutzt worden ist, aber erst an dieser Stelle in seiner Bedeutung 
ftir die Praxis klar hervortritt: es handelt sich um die Benen­
nungen und MaBe der Veranderlichen. 

Die praktische Nomographie hat nicht die Aufgabe, Rechen­
tafeln fUr funktionale Zusammenhangeschlechthin zu konstruieren, 
wenigstens besteht ihr- Ziel im aUgemeinen nicht darin, Produkt-, 

1) Z. ang. Math. Mech. 1923, S.235. 
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Summen- oder andere Tafeln darzustellen, die vorhandene Rechen­
mechanismen ersetzen konnen. Eine graphische Tafel solI durch 
Beschriftung und gegebenenfalls auch durch die Anordnung ihrer 
Elemente die besonderen Bedeutungen und MaBe der Verander­
lichen deutlich zum Ausdruck bringen und dabei die speziellen 
Konstanten eines Vorganges oder Zustandes berlicksichtigen. 
Gerade hierauf beruht der groBe Vorzug nomographischer Tafeln 
vor Universalrechenhilfsmitteln, von denen etwa der Rechenstab 
zu nennen ware. Bei Benutzung allgemeingliltiger Rechenhilfen 
muB der Rechner, wenigstens beim Einstellen und beim Ablesen 
der Ergebnisse, die Vorstellung von der Bedeutung der Zahlen­
groBe aufnehmen; die fiir einen besonderen technischen Zusammen­
hang beschriftete Tafel entlastet diese V orstellung, sie gewahrt 
dem Benutzer fernerhin die Moglichkeit, Mufig wiederkehrende 
Werte besonders zu kennzeichnen, die Bevorzugung gewisser 
Materialien oder Dimensionen hervortreten zu lassen, Notizen 
liber gesicherte und unsichere Beobachtungen einzutragen u. dgl. 
mehr. Gerade die Ausstattung mit betriebstechnischen Daten, 
Werkserfahrungen oder die Versuchsanordnung betreffenden Be­
zeichnungen bewirken in wissenschaftlicher Hinsicht und wirt­
schaftlicher Richtung den hohen Wert eines Nomogrammes, der 
weit liber die Bedeutung eines einfachen Rechenhilfsmittels 
hinausgeht. Dies gilt in gleicher Weise fiir alIe Darstellungsarten, 
die weiterhin entwickelt werden. 

Flir die Konstruktion einer Tafel ist dagegen ein anderer Ge­
sichtspunkt angezeigt. Wir beziehen uns auf das Beispiel der 
Multiplikationstafel. Die Funktion IX fJ - r= 0 tritt in auBer­
ordentlich vielen Zusammenhangen der Technik und Natur­
wissenschaften auf. Hat IX beispielsweise die Bedeutung einer 
in Ampere gemessenen Stromstarke, fJ die Bedeutung eines in 
Ohm gemessenen Widerstandes, so erhalt r zwangHiufig die Be­
deutung einerSpannung mit der Benennung Volt. 

Legen wir andererseits lX den Sinn einer in Farad gemessenenKapazitat bei, 
fJ den Sinn eines in Volt angegebenen Potentials, so bedeutet r eine in Coulomb 
gemesseneElektrizitatsmenge. 1m letzten Beispielkann ein anderesMaBsystem 
gewahlt werden, etwa das elektromagnetische. Wird die Kapazitat in der 

3 1 
sec2 cm-2-gr2 

Einheit -- ( = 109 Farad), das Potential dureh --2- (= 10 - 8 Volt) gemes-
em sec 11 

sen, so folgtfiirdie Elektrizitatsmenge die Dimension em' gr2( = 101Coulomb). 

SolI schlieBlich lX eine in c~ (= 1 gal) angegebene Beschleunigung, fJ 
sec 

eine in sec gemessene Zeit bedeuten, so folgt, daB " den Sinn einer 

Geschwindigkeit em besitzt. 
sec 
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In jedem einzelnen Falle werden Bedeutung und MaBsystem 
(Dimension) von 'Y durch die besondere Bedeutung und das ge­
wahIte MaBsystem von IX und fJ vollig bestimmt, die MaBzahl 'Y 
ergibt sich aber in allen Fallen in gleicher Weise als das Produkt 
dar MaBzahlen IX und fJ. Demnach kann eine nomographische 
Tafel fiir das Ohmsche Gesetz, falls die Bereiche brauchbar sind, 
ebenso gut fiir die Bestimmung einer Elektrizitatsmenge oder einer 
Geschwindigkeit Verwendung finden oder etwa die Zustands­
gleichung der Gase veranschaulichen, wenn nur die zusammen­
gehorigen Benennungen angeschrieben werden l ). 1 1 1 

Als weiteres Beispiel HeBe sich der Ausdruck - + -fJ = -
. IX 'Y 

nennen, der bei Parallelschaltung Ohmscher Widerstande, bei 
Reihenschaltung von Kapazitaten, in der Optik, der Lehre von 
der Oberflachenspannung und anderweitig auftritt; 

Wir konnen daher bei der Konstruktion einer Rechentafel die 
besonderen Benennungen auBer acht lassen und brauchen allein 
die numerischen Bereiche der Veranderlichen zu beriicksichtigen. 
Die Untersuchungen der Nomographie erstrecken sich im 
wesentlichen nur auf unbenannte Zahlen lX, fJ, 'Y, ••• ; die folgenden 
Ausfiihrungen werden grundsatzHch unter diesem Gesichtspunkte 
stehen. 

§ 8. Leitertafeln. 
Eine Darstellungsart, die zunachst vollig aus dem Rahmen 

der bisher besprochenen herauszufallen scheint, gewinnen wir im 
AnschluB an eine elementar-geometrische Betrachtung. Drei 
parallele Geraden (1), (2) und (3) mogen 
in der durch Abb.23 angedeuteten Lage 
festgehalten werden, derart, daB die Ab­
stande (1) - (3) und (3) - (2) einander 
gleich sind. Durch die feste Gerade flo 
und eine bflie bige Gerade fl wird die Figur a 
eines Trapezes gewonnen; daher stehen 
die durch fl und flo auf den Parallelen be­
stimmten Strecken a, b und c in der Be-

1/ 

ziehung a + b = 2c. Diese Gleichung gilt 110 

c 

c 

b 

8 g 

go 
80 

immer, in welcher Lage auch fl die (1) (3) (2) 

Parallelen schneidet. Wir tragen nun auf Abb. 23. Entstehung einer 
den Geraden (1), (2) und (3) von den Leiterlafel. 

1) Diese an sich selbstverstandliche Tatsache ist in der Literatur viel­
fach nicht berucksichtigt worden; es finden sich zahlreiche VerOffent­
lichungen, welche dieselbe 'rafel in verschiedenen Deutungen ableiten. 

3* 
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Festpunkten Ao' Bo und 0 0 aus Teilungen in geeigneten 
Zeicheneinheiten auf. Wahlen wir die regelmaBigen Leitern 
a = ~ . l mm, b = fl . l mm, C = Y . ! l mm, so geniigen die den 
Schnittpunkten A, B und 0 angeschriebenen Werte stets der 
Funktion ~ + fl = y. Die Abbildung liefert also eine Rechentafel 
fiir die genannte Funktion mit folgender Ablesevorschrift: die 
"Punkte" ~ und fl werden durch eine Gerade verbunden, der 
Schnittpunkt dieser Geraden mit der y-Leiter ergibt den ge­
suchten Funktionswert. Auch diese Darstellung laBt sofort Um­
kehrungen der Aufgabe zu. Die Zahlen ~, fl und y werden durch 
Punkte, die Wertegruppe (~, fl, y) durch eine' Gerade dargestellt. 
Die Bedingung, drei zusammengehorige Bildpunkte sollen in 
einer Flucht liegen, kommt in der treffenden, von Mehmke ge­
gebenen Bezeichnung FI uchtlinientafel zum Ausdruck; das 
Darstellungsverfahren wird als Methode der fluchtrechten Punkte 
bezeichnet. In neuerer Zeit hat der Name Leitertafel weite 
Verbreitung gefunden. 

Die Fluchtlinie g laSt sich praktisch in einfacher Weise realisieren, 
indem man etwa einen Faden straff tiber das Zeichenblatt spannt oder ein 
Lineal anlegt;. wenigstens ist die Einzeichnung der Ablesegeraden keines­
wegs notwendig oder empfehlenswert. 

Mit der soeben behandelten Additionstafel ist lediglich ein 
sinnfalliges Beispiel gegeben worden. Wir erkennen, daB Leiter­

10 
9 
8 

6 

5 

1-

cc; 7. f! 
100 10 

9 
8 

50 7 
¥O 

[Z] 
-6 

30 
[l] 5 

~ 
lJrnn1 _~~e~====+; 

10 m j~ 
5 
~ 2 
3 

Z 

1 

Abb. 24. Leitertafel r = IX • fJ mit Ablesebeispielen. 
IJineal: 4· 5 = 20. Faden: 6 : 2 = 3. 

tafeln erst dann brauchbare Darstellungen ergeben, wenn wir 
Funktionsteilungen einfiihren. Werden beispielsweise die Funk-
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tionen a = eX 2, b = {J2, c = f· 1'2 aufgetragen, so erfahrt die 
Funktion eX 2 + fJ2 = 1'2 eine Darstellung, die bei der Ermittlung 
der Impedanz, in der Fehlerlheorie, bei Untersuchungen der 
Festigkeitslehre in mannigfacher Form auftritt. 

Von besonderer Bedeutung erweist sich die Leitertafel 
l 

a = log eX . l mm, b = log fJ • l mm, C = log I' • "2 mm. Aus 

10geX + 10gfJ = logy folgt namlich eX' fJ = /" wir gewinnen aus 
der Grundform, die fiir Additionen kennzeichnend ist, eine Multi­
plikationstafel; Abb. 24 gibt eine schematische Skizze. Durch 
leichtverstandliche Bezeichnung sind zwei Ablesebeispiele hervor­
gehoben. 

Wenn wir nach Verallgemeinerungen der vorIiegenden Tafelform suchen, 
miissen wir die wesentliche Forderung des Schliissels beibehalten; es kann 
sich also zunachst nur darum handeln, die Anordnung oder Gestalt der 
Trager zu verandern. Die Tafeln mit geradIinigen, aber in allgemeiner Lage 
befindlichen Tragern lAssen sich mit Hilfe elementar-geometrischer Satze 
(wir nennen den Straplensatz und den Satz des Menelaus) in ahnIicher 
Weise herleiten, wie es fiir die Trapeztafel gezeigt worden ist. Da diese 
Begriindungsart das Wesen der Darstellungen aber nicht hervortreten 
laBt, verzichten wir darauf, den in der ZeitschriftenIiteratur haufig gewahl­
ten Weg einzuschiagen. Allgemeine Leitertafeln, die auch krummIinige 
Trager enthalten k6nnen, werden wir in anderem Zusammenhang unter­
suchen. 

In welcher Weise unsere Vorstellung der Verzerrungen auf 
Leiterlafeln Anwendung finden kann, soIl an einer Dberlegung 
gezeigt werden, die bei der Herstel-
lung von Tafeln vielfach vorleilhaft 
ist. - Die inAbb. 25 dargestellte Tafel P e 
werde unter Festhaltung der beiden 
auBeren Trager, des Anfangspunktes A 
und der Zeicheneinheit der Teilung BQ 

p' so verandert, daB die mittlel'e Leiter 
parallel (nach links) verschoben wird. 
J eder Punkt R der bewegten Leiter 
wird durch den Punkt A und einen 
Punkt Q der Leiter BQ bestimmt. Da 
A und Q auf Grund der Voraussetzung 
festbleiben, muB R bei der Verande- C' C B 
rung, die 0 nach 0' fiihrt, auf det Abb. 25. Schema. Verzerrung 
durch A gehenden Fluchtlinie wan- einer Fluchtlinientafel. 
dern, R gelangt nach R'. Der Punkt R 
bestimmt aber mit B zugleich einen Leiterpunkt P. Bei der 
Wanderung von R nach R' andert sich die Lage der Flucht­
linie B R P, die eine zusammengehorige Werlegruppe darstellt; 
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die Parallelversehiebung der mittleren Leiter zieht also die 
Wanderung von P in die Lage pi naeh sieh, sie hat eine Ver­
kleinerung der Zeieheneinheiten auf der linken und mittleren 
Leiter zur Folge. Dementspreehend wirkt sieh eine Versehie­
bung des Tragers OR naeh reehts in einer VergroBerung der 
beiden Zeieheneinheiten aus. - "Oberlegungen dieser Art, die 
einen anschaulichen Einblick in das Gefiige einer Leitertafel 
vermitteln, erweisen sich bei der Herstellung von Tafeln insofern 
als nfitzlich, als wir den darzustellenden Bereichen handliche 
Teilungslangen zuordnen konnen. Werden ffir Abb 24 etwa die 
Bereiche IX = 1 ... 1000, fJ = 1 ... 10 vorgeschrieben, und wer­
den die IX- und fJ-Leiter in derselben Zeicheneinheit entworfen, 
so ist die Teilungslange der Leiter (IX) dreimal so groB" wie die 
der Leiter (fJ). Falls nicht andere Grfinde entgegenstehen, ist "es 
ffir die Handlichkeit und "Obersicht fiber eine Tafel vorteilhaft, 
die Teilungslangen abzustimmen; dies en:eichen wir im vor­
liegenden FaIle durch Parallelverschiebung des mittleren Tragers 
nach links. 

Ein Beispiel gibt die im Anhang IT dargestellte Tafel fiir die Ermitt­
lung der Zeicheneinheiten reguJ.arer Teilungen. Die Unterteilung der E-Leiter 
ist nur in bezug auf die Einheiten ausgefiihrt, die sich einem Millimeternetz 
anschmiegen. D~e mittlere Gerade tragt eine Doppelskala, die zugleich 
angibt, welche Anderung LI '" dem Teilungsintervall 1 mm zugehiirt. Ab­
lesebeispiel: Der Bereich 1 "'1 - "'21 = 170 solI auf etwa 130 mm Teilungs­
lange dargestellt werden. Die Fluchtlinie 1 "'1- "'21 = 170, E(lO",) = 8mm 
gibt die beste Annaherung an A = 130 mm. Das Teilungsintervall 1 mm 
gehiirt dem Schritt LI", = 1,25 zu. (Vgl. § 34.) 

§ 9. Geschichtliches. 
Das Wesen der nomographischen Methoden liegt im Begriff der Ver­

zerrungen, die sowohl in den Funktionsleitern als auch in den Funktions­
netzen zum Ausdruck kommen. Erst in verhaltnismaBig neuerer Zeit sind 
sie als wertvolle Hilfsmittel der graphischen Darstellungsverfahren erkannt 
worden. In der fiir die Nomographie grundlegenden Arbeit "Mem. Bur les 
tables graphiques et sur la geometrie anamorphique", Ann. d. Ponts 
et Chaussees, 1846, 1, S. 61, hat Leon Lalanne1) die Verzerrungen von 
Teilungen analytisch entwickelt und als erster ihre allgemeine Bedeutung 
erkannt. Wenn Lalanne auch mit Recht als Begriinder der systematischen 
Nomographie angesehen wird, so lassen sich nomographische Vorarbeiten 
doch bis in das Mittelalter hinein verfolgen. Die im AnschluB an die Plani-

1) Leon Lalanne: 3. Juli 1811 bis 12. Marz 1892 (Paris). Langere Zeit 
Baudirektor der Schweizer Eisenbahnen. Seine ersten Arbeiten iiber gra­
phische Tafeln fallen in die Jahre 1840-45. Die nach ihm benannte Tafel 
(Anhang I, Abb. 135), die in ahnlicher Gestalt spater von G. Hermann, 
Braunschweig 1875, Aachen 1876, und Vogler, Berlin 1877, entworfen 
worden ist, wurde als besondere Arbeit bereits 1845 verofientlicht. 
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sphare des Ptolemaus offenbar von den Arabern ausgebildeten Astro­
labien1) stellen Netztafeln mit bemerkenswert planmaBig ausgewahlten 
Funktionsteilungen dar. Das alteste der bisher bekannt gewordenen In­
strumente dieser Art scheint Vinc. Mortillarus, Palermo 18482), beschrie­
ben zu haben, das ala Hersteller Hamed ben Ali und das Jahr 348 der 
Flucht (959 n. Chr.) angibt. In der Bezifferung finden wir durchaus moderne 
Gebrauche, so werden zwischen vollen Zehnerzahlen die Flinfer nur durch 
das Symbol ~ (5) betont. Weite Verbreitung haben die Astrolabien in 
Indien und Persien gefunden, wenigstens wird berichtet, daB Olearius 
sie mehrfach erwahnt. Von B. DornS) sind vier in RuBland befindliche 
arabische, persische und tiirkische Astrolabien iibersetzt worden. Die 
genaue Angabe des Konstrukteurs und der JahreszahllaBt darauf schlieBen, 
welchen wissenschaftlichen Wert man diesen Instrumenten beimaB. Die 
Literatur des XVI. Jahrhunderts erscheint geradezu iiberschwemmt mit 
Biichern, die sich auf Konstruktion und Benutzung der Astrolabien beziehen 
und mehr oder weniger bedeutungsvolle Verbesserungen in Vorschlag oder 
Ausfiihrung bringen4); die zahlreichen Auflagen, die einzelne von ihnen 
erfahren haben, zeigen das groBe Interesse, das damala diesen Fragen der 
angewandten Mathematik entgegengebracht wurde. 

In diesem Zusammenhange waren ebenfalls die Horologien, Sonnen­
uhren fiir verschiedene Breiten, zu nennen. So enthiUt das Horologium 
generale Regiomontans (Ende des XV. Jahrh.) eine Netz1lafel, in der 
alle Linien durch trigonometrische Verzerrung in gerade Linien gestreckt 
sind. Die Ablesung erfolgt mit Hilfe einer an einem Faden befestigten 
Perle. Ala Kuriosum kann gelten, daB die Halterung des Fadens, die durch 
einen dreiteiligen, gelenkigen Arm bewirkt wird, in jiingerer Zeit fiir nomo­
graphische Tafeln wieder aufgenommen worden ist. In einem bemerkens­
werten Aufsatz hat Luckey5) dieses Horologium bildlich wiedergegeben 
und in moderner Schreibweise nomographisch entwickelt. Ebenso kommt 
in den verschiedensten Konstruktionen von Sonnenuhren vielfach eine Auf­
fassung zum Ausdruck, die wir heute ala nomographische Denkweise be­
zeichnen wiirden, wie die Schrift Philipp Lansbergs, Horlogiographia 
plana, Middelburg 1663, zeigt. Auch die Benutzung von Naherungsfunk­
tionen, die erst verhaltnismaBig spat in die neuere Nomographie Eingang 
gefunden hat, laEt sich in alten Horologien erkennen. So werden bisweilen 
nur gewisse geographische Breiten durch Linien A, E, C, ... dargestellt, 
eine beigefiigte Tabelle gibt an, welche Ortschaften den einzelnen Linien 
naherungsweise zugehoren. Nicht ohne Interesse ist die "Wiedererfindung" 
alten Gutes. So wurde Patrick Boghan im Jahre 1884 ein D. R. P.6) 
erteilt auf ein Instrument zum Messen der geographischen Breite aus der 
Mittagssonnenhiihe, das seinem Werte nach einem Vergleich mit den mittel-

1) lJ.a~e'ov }.ut-t{J&,'w, 
2) lliustrazione di un astrolabio arabo-siculo. 
3) Bull scient. publ. per l'Acad. Petersburg Bd. 9 (I), Nr. 5, S. 197. 1842. 
4) Aus der Fiille der Autorennennen wir: StOffler, Andr. Schonerus 

(Niirnberg 1562), Vopelius, Apian, Clavius, Joannes Krabbe 
(Frankfurt 1609), Zelstius, Stempelius, Barbarus, Gemma Frisius, 
M. Franciscus Ritter (Niirnberg 1599, 1610, 1612, 1617, 1650), Cada­
mosto (Mailand 1507), Bormann (Berlin 1584), Colbius (Koln 1532), 
Boemius (Wittenberg 1529). Weitere Angaben in Murhard, Teil3, S. 258. 

5) Zur iUteren Geschichte der Nomographie: Unterrichtsblatter f. Math. 
u. Naturw. Bd. 29, H. 5/6, S. 54-59. 1923. 

6) Kl. 42, Nr. 27 595. 
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alterlichen Vorrichtungen nicht standhalt. Auch del' sog. MaBstabzirkel 
von Rehse!) laBt das alte Problem des Proportionalzirkels wieder aufleben, 
wenn auch in neuem Gewande. 

Wir miissen ferner die gl'oBe Zahl von Quadranten erwahnen, die ur­
spriinglich lediglich del' Winkelmessung beim Visieren dienten, nach dem 
Vorgange Apians aber bald mit Funktionsteilungen und Kurvenscharen 
versehen worden sind. Die erste Veroffentlichung ist von Apian 1532 
zu Ingolstadt vorgenommen worden. Die wiederholten Auflagen der 
Schl'iften von Benj. Bro mer (Marburg 1615, 1616, 1617; Kassel 1622) 
und anderen zeugen von del' groBen Verbreitllng, welche diese als N?mo­
gramme zu bezeichnenden Tafeln ihrer Zeit gefunden haben. Einen Uber­
blick iiber die Verwendung del' Quadranten gibt die Arbeit Lansbergs: 
Van't Gebruyck des Astronomischen ende Geometrischen Quadrans, Middel­
burg 1633. Zwei besondere planmaBig entworfene Tafeln stellen das Foli u m 
populi Apians und ein als Sciographia facilis, inst.rumentuIT\ azymutalis. 
um 1625 anonym beschriebenes Instrument dar. Das Folium enthalt Funk­
tionsleitern und eine doppelt bezifferte Kul'venschar, wobei in der Praxis 
del' Beziffel'ung eine hochentwickelte Technik zum Ausdruck kommt. Das 
Instrumentum azymutalis enthilt eine drehbare Leiter. 

Auch die skalare Darstellung ist keineswegs eine Erfindung der neueren 
Zeit. Die von Nicole Ores me (urn 1350) im Tractatus de latitudinibus for­
marum entwickelte Regula falsi bedient sich zur Dal'stellung del' Funktion 
fJ = f(ex) nicht des Kurvenbildes, sondern zweier Leitern. G. Scheffers2) 

hat dargelegt, wie diese ul'spriingliche Auffassung durch die Denkweise del' 
analytischen Geometrie an Verallgemeinerungsfahigkeit verlorerr hat. 

Die erste geschichtlich belegte Stelle, in del' eine Funktionsleiter bewuBt 
entwickelt wird, diirfte in Joannis Verneri de meteoroscopiis libri sex, 
Cracoviae 1557, zu Buchen sein; wir finden im lib. I. Propositio X "pro 
saphea regulam fabric are artificiosam" die klal'e Erfassung des Begriffs 
del' Leitern reg IX und sin ex und den ersten Fachausdl'uck3). Ein In­
strument, dem die Funktionsleiter dem Wesen nach inharent ist, stellt del' 
Galileische Proportionalzirkel dar, der in del' Geschichte der Mat,hematik 
eine vielfache, wenn auch nicht immer sympathische Rolle gespielt hat. 
Rein auBerliche Gesichtspunkte treten hier in Erscheinung, die in del' 
neueren Nomographie erst allmahlich wiedergewonnen worden sind. Die 
Linea metallorum weist eine nach dem Dichteverhaltnis del' Metalle geteilte 
Leiter auf, die aber nicht nach Dichtezahlen, sondern nach Materialangaben 
beziffert ist. 

Bekannt sind ferner die Gedankengange, die zur Erfindung del' Loga­
rithmen gefiihrt haben, und denen deutlich die Vol'stellung von Leitern 
zugrunde liegt. Auf einer Geraden wandert ein Punkt del'al't, daB die in 
gleichen Zeitabschnitten zuriickgelegten Wege in geometrischer Reihe 
stehen; auf einer anderen Geraden bewegt sich ein Punkt gleichformig. 
Die erste Gerade werden wir in der heutigen Ausdrucksweise als Leiter 
einer Exponentialfunktion bezeichnen, wenn wir die Lage des beweglichen 
Punktes nach Zeiteinheiten beziffern; die andere ist als logarithmische 
Teilung anzusprechen, wenn jeder Punkt die zugehorige Weglange auf del' 

1) 1). R. P. Kl. 42, Nr. 26 010_ 1883. 
2) Scheffel'S: Sitzungsber. d. Berl. Math. Ges. 1916, S. 29. In un­

mittelbarer Anlehnung an die,Darstellung Oresmes hat er die Regula falsi 
fiir komplexe Veranderliche entwickelt. 

3) Man verdankt Wiirschmidt eine vorbildliche Bearbeitung und 
Herausgabe del' Wernerschen Schriften. Leipzig 1913. Vgl. dort S.25. 
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ersten Geraden als Bezifferung erhiilt. Schliel3lich seien die nach ihrem 
Erfinder Gunter1) benannten Skalen erwiihnt, die als.~rste Form unseres 
logarithmischen Rechenstabes gelten konnen. Ein Uberblick tiber die 
friihere Verwendung von Funktionsteilungen darf nicht an den Arbeiten 
von Picard, Romer und de la Hire voriibergehen; das von de la Hire 
entworfene Astrolabium hat durch Parent (1702) sogar schon eine Ge­
nauigkeitsuntersuchung erfahren. 

Eine fast stetige Folge nomographicher Arbeiten ftihrt in der Nautik 
vom Mittelalter, den Anfangen einer mathematisch orientierten Navigation, 
bis auf unsere Tage. In einer aul3erordentlich sorgfaltigen und kritischen 
Abhandlung hat Eugen Gelcich2) (Lussinpiccolo) alte Quellen erschlossen 
und damit wohl als erster eine geschichtliche Bearbeitung der Nomographie 
angebahnt. Wenn die einzemen Tafeln und Instrumente zumeist auch in 
Verbindung mit gewissen Operationen des Visierens zu benutzen waren, 
so haben wir in ihnen doch zum Teil hochentwickelte Ansatze zu nomo­
graphischen Tafem zu sehen: flir aIle moglichen Werte der unabhangigen 
Veranderlichen sind die L6sungen einer Rechenaufgabe graphisch fixiert. 

Unsere Funktionsnetze haben ferner in den geographischen Karten­
netzen Vorlaufer gehabt. Ais die stereographische ProjektlOn schon Gemein­
gut war, schuf Mercator3) die nach ihm benannte Darstellung der Erd­
oberflache durchaus in geometrischer Verzerrung. Noch am Ende des 
XVII. Jahrhunderts erstreckt sich die Herstellung einer Mercatorkarte auf 
die regulare (affine) Verzerrung e ndlicher Paralleistreifen von 1_20 Breite, 
und es ist nicht ohne Interesse, zu lesen, wie de Lagni4) in sorgsamer 
Wahrung seiner Prioritat die heutige Differentialmethode auf verschwindend 
kleine Gradfelder ausdehnt. Die Mercatorkarte hat auch, bevor die Nomo­
graphie sich grundsatzlich dieses Hilfsmittels bediente, die Einftihrung 
beweglicher Ableselinien vorbereitet·». Auch in der Herstellung eigent­
licher Rechentafeln im heutigen Sinne hat Lalanne Vorlaufer (die er in 
seiner Abhandlung allerdings auch anftihrt). Wir nennen ein Nomogramm, 
das la Hachette6) flir den Bau von Heliostaten entworfen hat. 

Unabhangig von geometrischen Funktionsbildern hat Laplace7 ) Funk­
tionalgleichungen diskutiert, die spater - und wahrscheinlich ohne Kennt­
nis dieser Arbeit - in der Nomographie ein Analogon gefunden haben. Mit 
Hilfe von Integrationen wird die Funktion x' y = cp (~ + '7) durch den 
Ansatz x=A.ea~, y=B'eb; (vgl. die Lalannesche Tafel), durch 
xy = H(x + y)2 - (x - y)2] oder durch xy = Hcos(~ - '7)- cos(q +'7)] 
erftiIlt; die letzte Form steht in engem Zusammenhang mit einer Tafel 
Collignons fiir den spharischen Cosinussatz. 

Die Methode der fluchtrechten Punkte haben zum ersten Male Gan-
guillet und Kutter8 ) angewendet. Dennoch wird mit Recht Maurice 

1) The Works of Edmund Gunter. London: William 1673. 
2) Zentralztg. f. Optik u. Mech. Bd. 5, S. 241 und vier Fortsetzungen. 1883. 
3) Gerhard Kremer, 1512--1594 (Dtisseldorf): Entwurf der Karte 

urn 1569. 
4) Hist. de l' Acad. frang. 1702, S. 87; 1705 ("anntie 1703), S. 92. -

Mem. de l' Acad. 1705, S. 95. 
5) Caillet: Traite de navigation, 1868, benutzt ein transparentes Blatt 

mit "grol3ten Kreisen". 
6) Journ. de I'Ecole polyt. 1809, S.229-265: Sur la reduction des 

fonctions en tables. 258. 
7) Journ. de I'Ecole polyt. Bd.9, S.263. 1813; Bd. 10, S.632. 1815. 
8) Z. ost. Ing.-V. 1869. 
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d'Ocagne1) als Begrlinder dieses Zweiges der Nomographie angesehen; 
man verdankt ihm die allgemeine Diskussion dieser Darstellungsweise, und 
seine Arbeiten haben das Gebiet der eigentlichen FluchtlinientafeIn fast 
erschopfend, behandelt. Ala grundlegende Schrift haben wir: "Coordonnties 
paralleles et axiales" zu nennen, Nouv. Ann. d. Math. 1884 und Gauthiers­
Villars 1885. 

Neuere Darstellungsmittel, HexagonaltafeIn, GleitkurventafeIn und 
Nomogramme mit besonderen SchllisseIn sollen in dieser "Obersicht nicht 
erortert werden. 

§ 10. Aufgaben. 
Zu § 1. 
1. Welche Zeicheneinheit liegt der SchieberteiIung eines vortragenden 

Nonius zugrunde? 
Zu § 2. 
2. Wie ist ein Millimeternetz 20 X 25 em fUr die Darstellung des Baro­

meterstandes bei voller Ausnlitzung des Zeichenfeldes vorzubereiten, wenn 
die aIle 6 Stunden erfolgenden Ablesungen sich liber 10 Tage erstrecken? 

3. Die Funktion (1 = 1,050 IX + 0,850 ist im Bereich IX = 3,000 ... 4,000 
darzustellen; die Ablesung solI auf 0,001 moglich sein. 

4. Die Kurve (1 = 1.778Iog IX aus der logarithmischen Kurve (11 = l°log IX, 

die nach der Tafel zu zeichnen ist, durch MaBstabsiinderung abzuleiten. 
5. TeiIbereiche und (1.MaBstiibe fUr (1 = In IX im Bereich IX = 1 ... 10 

unter der Annahme 81 = t, 8 2 = i zu ermitteIn. Die TeiIungsliingen 
sind zu vergleichen. 

6. In welchem mittleren MaBstab Wl (2) ist die Funktion (J = 1X3 im 
Bereiche 1X1 ••• 1X2 zu entwerfen? 

7. Wl(2) fUr (1 = IX" zu bestimmen (n =!= 2). 
8. Flir (1 = In (IX) ist Wl(2) mit den Werten der Losung (5) zu ver­

gleichen. 
9. Beim Einschalten steigt die Lichtstiirke einer Kohlenfaden­

gllihlampe an: 

IX Sekunden I 
Efn~~~rt':n 0,100 10,13010,14010,15510,16510,17010,17510,1801 0,185 1 0,195 1 0,240 

P ~~~':l~~r I unlic~k-I 10 1 20 1 30 1 40 1 50 1 60 I 70 1 80 I 90 1 tOO 
Lichtstilrke 

Mit welcher Genauigkeit sind die Prozentangaben zu bewerten, wenn 
die Zeiten auf 0,005 sec bekannt sind? 

Zu § 3. 
10. Die der Abb. 16 zu entnehmenden Werte der Zeitgleichung (1 sind 

in ein Polarnetz unter Abhiingigkeit yom Datum einzutragen. Wie kommen 
negative Werte zum Ausdruck? 

n. Die Darstellung ist dahin abzuiindern, daB dem Werte (1 = 0 der 
Kreis mit dem Radius e = 20 . E ((1) mm zugeordnet wird. 

12. Welcher MaBstab kann bei einfacher Belegung fUr die Abhiingig­
keit von der Deklination gewahlt werden? 

1) M. d'Ocagne, geb. 25. Miirz 1862, Prof. an der Ecole Polytechn. 
Unter dem Pseudonym Pierre Delix hat er sich auch belletristisch be­
tiitigt (Le JubiIe de la Reine, La Candidate). 
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13. Bei einem Feldgeschiitz sind den SchuBwinkeln /X die SchuBweiten {J 
zugeordnet: 

/X I 10° I 20° I 30° I 40° 

{Jkm I 4,65 I 6,19 I 7,05 I 7,89 

Welche Gestalt hat die SchuBkurve im Polarnetz q; = /X und welche im 
Netz q; = 30 . /X ? 

Zu § 5. 
14. Welche Funktionsteilung x = x(/X) Iiegt dem Netz y = {J zugrunde, 

das den Halbkreis /X 2 + fJ2 = 1O/X in die Gerade y = x iiberfiihrt? 
15. Welche Teilung y = yiP) enthalt das Netz, wenn x = /X gewithlt 

wird? 

Es sind Bildkurven der folgenden Funktionen in den zugehiirigen Funk­
tionsnetzen anzugeben und zu zeichnen: 

/X 2 {J2 
16. 16 + 9" = 1. Netz: x = /X ·30 mm, 

y={J.40mm. 
/X2 {J2 

17. 25 +"9 = 1. Netz: x = 012 • 4 mm, 
y={J2.lOmm. 

18. 

19. 

20. 

21. 

/X" {J = 60. 

{J = 10"'. 

120 
Netz: x = -- mm, 

/X 

y={J.2mm. 

Netz: x = /X ·100 mm, 
y = log {J • 125 mm 

(R"echenstabteilung). 

/X2 yP = 2,5. Netz: x = log /X • 100 mm, 
y = log {J - 100 mm. 

(Man bediene sich eines vorgediuckten Netzes). 
1 

/X • {J = 4 • (01 + {J). Netz: x = - . 100 mm, 
/X" 

1 
y=p.200 mm. 

4-=;-_,,-
22. {J=Y25-t/X. Netz: x=ya.25 mm, 

y = {J2 • 100 mm. 

Welche Funktionsnetze ergeben in Anlehnung an die Aufgaben 16-22 
einfach zu entwerfende Bilder der folgenden Funktionen? 

012 {J2 
23. 25 + 36 = 1. Kleinste Seite des Zeichenblattes 16 cm. 

24. /X. {J2 = 4. Bereich: /X = 0,5 ... 100. Abmessungen des 
BIattes 25 X 25 cm. 

25. {J = 2 . 3"+1. 

26. {J = 0,75· /X3,1; ot = 1 ... 100. 

27. {J = 2 lO+CX 3; /X = 1 ... 2. Teilungslitnge hiichstens 150 mm 
01 verfiigbar. 

28. {J = 2 . riO-=-3 /x. Zeichenblatt 12 X 12 cm. 
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Zu § 6. 
29. Eine Doppelleiter zu entwerfen, welche die Drehzahlen n pro Minute 

mit der Winkelgeschwindigkeit ~ in Beziehung setzt. n = 100 ... 200. 
sec 

30. Umwandlung einer in PS gegebenen Leistung in kW. 
31. Der Aufzinsungsfaktor q = 1 + 0,01 P ist abhiingig vom ZinsfuB p 

in einer Doppelleiter darzustellen. Inwiefern muft die Aufgabe auf eine 
Verzifferung hinaus? _ 

32. Nietdurchmesser d = (V58 - 0,2) cm, 8 cm Plattendicke. Be­
reich d = 1 ... 2,6 cm. Welche Funktionsleitern sind fiir die Herstellung 
handlich? 

33. Wie gestaltet sich das auf S. 26 behandelte Beispiel 3 bei Verwendung 
der Leiter x = log n • 125 mm ? 

Zu § 7. 
34. Das Ohmsche Gesetz i· w = e solI in einer Hyperbeltafel dar­

gestellt werden: i = 2 ... 10 Amp, w = 10 ... 100 Ohm. a) Welche 
Gestalt hat die Tafel? b) Darf ein Bereich fur e angegeben werden? c) Wel­
che Aufgaben sind lOsbar, wenn innerhalb der dargestellten Bereiche e und w 
umgekehrt die Stromstarke aus Spannung und Widerstand ermittelt wer­
den soll? 

35. Wie liegen die entsprechenden Verhiiltnisse in einer Strahlentafel 
nach Art der Abb. 19? 

36. Die Einschaltung von Kurven in eine Hyperbeltafel ist zu unter­
suchen. 

37. Der Spannungsabfall v im Glimmstrom ist nach Stark bei ver­
schiedenen Drucken p von der Stromstarke wie folgt abhiingig: 

102 Volt. 

i Milliampere p=O,089 mm p=O,141 mm p=O,313 mm p=O,794mm 

0,1 9,1 6,9 5,0 4,1 
2 11,0 8,3 6,0 

I 

4,6 
3 12,9 9,6 6,6 5,0 
4 14,2 10,8 7,1 5,3 

0,5 15,4 I 11,8 I 7,6 I 5,6 

6 16,4 12,7 8,1 5,9 
7 13,5 8,6 6,2 
8 14,3 9,0 6,4 

0,9 15,9 9,3 6,6 

Die Kurvenschar (p) ist im System (i, v) darzustellen und nach p = 0,1, 
0,2, 0,3, 0,5 mm Hg zu verdichten. 

:rI. Funktionsleitern. 
§ 11. Allgemeine Sitze. 

Die Ausfuhrungen des ersten Abschnittes haben gezeigt, welche 
Bedeutung den Leitern in der Nomographie zukommt, und zwar 
nicht allein mit Rucksicht auf die skalaren Darstellungen, sondern 
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auch in Funktionsnetzen und Netztafeln: der Aufbau eines Netzes 
und die Aufeinanderfolge von Kurven werden stets durch Leitern 
bestimmt und an Leitern zahlenmiiBig ausgewertet. Die vorher­
gehenden Beispiele haben ferner erkennen lassen, daB ein und 
dieselbe Funktion vielfach unter Verwendung verschiedener Lei­
tern dargestellt werden kann. Fiir die Praxis der Nomographie 
ist es daher zweckmaBig, die besonderen Eigenschaften und Vor­
ziige der verschiedenen Leitergattungen im Zusammenhang zu 
untersuchen. 

In den einzelnen Abschnitten einer Funktionsleiter entsprechen 
gleiche Zeichenintervalle verschieden groBen Schritten der Ver­
anderlichen. Daher kann die Unterteilung einer Leiter nicht 
iiberall bis zu derselben Dezimale durchgefiihrt werden. Fiir die 
Darstellung der Funktionsskala z = 1· I«()(,) gewinnen wir ausder 
gegebenen Teilungslange A und dem Bereiche 11 bis In die Zeichen-

einheit l = I t .:-~ I' An der Stelle IX1 entspricht dem vorzu­

schreibenden Teilungsintervall to mm der Schritt 8 1, der auf 
Grund der Beziehung 

to = l'l 1(.x1 ) - 1(.x1 + 8~) I (7) 
ermittelt werden kann; to, lund 1(.x1) sind gegeben, die Gleichung 
wird nach «()(,1 + ( 1), mithin nach 8 1 aufgelOst. Der Wert 8 1 

kann in praktischer Hinsicht zunachst nicht geniigen. Es ist 
iiblich, Unterteilungen nach ganzen Vielfachen von Zehner­
potenzen fortschreiten zu· lassen, wo bei die Zahlen 1, 2 und 5 
bevorzugt werden; bei Winkelteilungen geht man auch auf Sech­
stel und verwandte Stufen zuriick. Die Schritte 8 miissen daher 
der Folge 
1251020 1111 

lOn' 10'" 10'" lOn' 10" usw. bzw. 3' 6' 12' 30 usw. (8) 

h .. b' t tt 2 U 2,5 "hIt' d ange oren, wo el s a Ion u. . 10" gewa WIT. 

Der aus (7) ermittelte Wert wird durch den nachstliegenden 
Schritt 8 der Folge (8) ersetzt. Falls sich die Leiter in fortschreiten­
der Drangung entwickelt, gelangen wir von .xl ausgehend zu 
einer Stelle .x2 folgender Beschaffenheit: vor IX2 ist das zu 8 1 

gehorige Zeichenintervall groBer als to, hinter .x2 dagegen 
kleiner als to' Die Stelle ()(,2 gibt also an, wie weit der Schritt 8 1 

verwendet werden darf, ohne daB die zugehorigen Teilungsinter­
valle die vorgeschriebene Grenze to unterschreiten: 

II I( ()(,2) - I( ()(,2 - ( 1 ) I > to > l I I( ()(,2) - I( ()(,2 + ( 1) I . 
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Nach Division durch l· 8 1 erhalten wir in erster Naherung 

I !'(1X2) = l.teli· (9) 

Der Wert 1X2 wird durch Auf- oder Abrundung geglattet. Fur 
den folgenden Teilungsabschnitt legen wir dfm in der Reihe (8) 
auf el folgenden Schritt e~ zugrunde und erhalten die Grenze 
lXa, bis zu der 8 2 benutzt werden kann, aus der Gleichung 

I'( to 
lXa) = l· 8 . 

2 

(10) 

Eine Vereinfachung des Rechnungsganges ergibt sich, wenn wir 
fUr den Anfang 1X1 der Teilung denjenigen Schritt 8 0 ermitteln, 
der von 1X1 ab nicht mehr zulassig ist, 

I-~-~~~' (11) 

und 8 1 als das auf 8 0 folgende Glied der Reihe (8) wahlen. Es 
ist leicht zu ersehen, in welcher Weise die Anordnung der 
8-Folge vom Verhalten der Ableitung f' (IX) im vorgelegten Bereiche 
abhangt. Die in den Anwendungen auftretenden Funktionen 
lassen sich stets in monotone Abschnitte der behandelten Art 
zerlegen. 

Als Beispiel werde die Teilung log (a) des Rechenstabes entwickelt. 
z = 250 . loge. Ina mm; to = 0,5 mm; al = 1. 

eo = 250 ~'~,43 . 1; eo;:;::; 0,005 . al = 1; el = 0,01 . 

0,43 0,5 
a;- = 250 . 0,01 ; a2;:;::; 2,2. 

0,43 0,5 
a;- = 250 . 0,02 ; 

0,43 0,5 
~= 250.0,05; 

Die Folge (8) zeigt in Annaherung das Bildungsgesetz: 
8 1 = 2. f)o. Daher ergibt sich aus (11) 

Die Grenzen 1X1 und 1X2' in de~en der Schritt e1 Verwendung 
findet, geniigen (naherungsweise) der Bedingung 

(12) 
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Der Aufbau einer Leiter oder einer Linienschar gestaltet sich 
nachMaBgabe derFormeln (7) bis (ll) besonders zweckmiiBigund 
iibersichtlich. Es ist jedoch zu bemerken, daB die nomographische 
Praxis bisweilen andere Gesichtspunkte in den Vordergrund 
stellt. In den Anwendungen treten vielfach diskrete, in un­
gleichen Schritten angeordnete Zahlenfolgen auf, etwa in der 
Elektrotechnik, wenn es sich um gebrauchliche Drahtquerschnitte 
handelt, im Maschinenbau bei Normalien u. dgl. mehr; in der­
artigen Fallen wird eine Teilung bzw. ein Netz nur in den prak­
tisch moglichen Werten ausgefiihrt und beziffert. 

Den vorstehenden Entwicklungen laBt sich die Ablesegenauig­
keit auf einer Leiter entnehmen, wenn wir statt des Teilungs­
intervalls to die Schwelle 8 beriicksichtigen. Die Grenze des mog­
lichen Ablesefehlers betragt an der Stelle 0(: 

I __ ~8 I 
ILliX -Z. f'(iX) I' (13) 

Wenn auf Grund der Formeln (7) bis (ll) erreicht ist, daB langs 
der Leiter das Teilungsintervall in derselben GroBenordnung 
bleibt, so kann 8 auch auf Funktionsteilungen als konstanter 
Mittelwert angesehen werden; LltX hangt demnach nur von der 
Zeicheneinheit und der Stelle iX abo 

Innerhalb eines Teilungsintervalls nehmen wir die Einschatzung 
der Zwischenwerte linear vor, d. h. wir teilen das Intervall in (zehn) 
gleiche Unterteile. Diese Ersetzung der Funktionsleiter durch eine 
regelmaBige Teilung bewirkt eine VergroBerung der Ablesefehler. 
Vom Gebrauch des logarithmischen Rechenstabes her ist bekannt, 
daB beispielsweise auf der Teilung log sin tX die Interpolation in der 
Gegend 0( = 80° auf diesem Wege gewiB nicht mehr zulassig ist. 

Wir setzen eine ansteigende Funktion f(iX} voraus und be­
ziehen uns auf den Schritt von iX bis iX + e, dem das Teilungs­
intervall t = l [f( iX + e) - I( iX)] zugehOrt. Es handelt sich um 
die Einschatzung der Zwischenwerte iX + 0,1 e, iX + 0,2 e, 
••• , iX + ne, n = 0,1, 0,2, ... 0,9. Die Lage des wahren Bild­
punktes iX + ne ergibt sich aus 

Z = l . I( iX + n e) . 
Das eingeschatzte Bild verlegen wir bei linearer Interpolation in 
die Stelle, die von l . I( iX) um n . t entfernt ist: 

Zl = l 'I( iX) + n . t . 
Diese Art der Einschatzung ist zulassig, solange der Abstand 
beider Punkte unterhalb der Schwelle bleibt: 

Zl - Z I :s 8. 
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Wir setzen die fur z und Zl gefundenen Ausdrucke ein und ent­
wicke'ln die Funktion I in eine Taylorsche Reihe: 

8 
1 f( <X) + n . I( a + e) - n I( a) - I( a + n e) 1 < T ' 

I I(a) + n' I(a) + n' f). f'(a) + n' e2
/ "(a) + ... 

2 
-n·/(a) 

e2 
- I(a) - n' e f'(a) - n 2 • 2 !,,(a) - ... 

8 
<yo 

Brechen wir die Entwicklungen mit den Gliedern zweiter Ordnung 
ab, so erhalten wir 

In(l-n)~~.!,,(a)1 ~ ; . 

Das Produkt n (n -1) erreicht innerhalb des ausgewahlten 
Schrittes fUr n = 0,5 seinen groBten Wert t. Wenn daher in der 
Mitte des Schrittes die Bedingung 

I ~2 • !,,(a) I < ; 
erfullt ist, kann die regelmaBige Einschaltung an den anderen 
Stellen des Intervalles erst recht als gesichert angesehen werden. 
Der Schritt e, in dem wir regular interpolieren durfen, muB daher 
der Bedingung genugen 8 

• 8 

e2 < Ylf'{,X)1' (14) 

Wollte man durch Zulassung einer groBeren Schwelle die regel­
maBige Einschaltung uber einen groBeren Schritt erstrecken, 
so zeigt (14), daB erst eine Vervierfachung der Schwelle den Schritt 
verdoppelt . 

Stellt e1 den von a l an giiltigen Teilungsschritt dar, 

2· t 
el = 2· eo = r:j'(~l) , 

so folgt aus (14): 

1 t6·1 !,,(a) 1 

> 2 8' ff'(al )]2 

Unter Berucksichtigung der fUr gezeichnete Nomogramme ub­
lichen Werte to = 1 mm, 8 = 0,05 mm ergibt sich demnach 

I If"(a) 1 I 

I~~ 1O~)]2 mm I' (15) 
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Die Ungleichungen (14) und (15) stellen Naherungsformeln dar, 
denen in der Praxis jedoch v611ig ausreichende Sicherheit zu­
kommt. Die Abschatzungen werden spater auf einzelne Leitern 
angewendet werden; wir nehmen zwei besondere Beispiele voraus. 

Auf dem Rechenstab ist die Teilung log sin IX in der Zeicheneinheit 
l = 125 mm ausgeftihrt; ala Teilungsintervall. ist to = 0,5 mm anzusetzen. 

f(lX) = loge ·lnsinlX; /'(IX) = loge· ctglX; f"(IX) = -loge. +. In der 
Umgebung der Stelle IXI gilt daher in erster Naherung sm IX 

t~ • I f" I 2,5 mm 5 mm 
--- f::::i ----- >=:::! ---
2 8 • (f]2 log e • cos2 IX cos2 IX • 

Die regelmaBige Einschatzung ist zulassig, solange 
5 I 

125 > --2 - , cos IX > -5 cos IX 

iat, d. h. bis zur Stelle IX = 78°. I I 2 
Als zweites Beispiel diene die Leiter z = l . -. Aus /' = - '2-, f" = 3 

IX IX IX 

folgt die Abschatzung (15): l> 20 IX rum. Urn von der Stelle IXI = 5 ab 
eine brauchbare Darstellung zu erhalten, ist also mindestens die Zeichen­
einheit l = 100 mm zugrunde zu legen. Wir vergleichen zwei Leitern 
l = 100 mm und l' = 50 mm; die erste schreitet an der Stelle IX = 5 
nach 8 = 0,5, die zweite nach 8' = I fort. 

1=100mm 

Eingezeichnete Punkte . IX = 5; z = 20,00 mm 
IX = 5,5; z = 18,18 " 

Eingeschatzter 
Zwischenwert 

Wahre Lage 
Einschatzung 

Unterschied. . . . . I 

IX = 5,25 
z = 19,05 " 
z = 19,09 " 

0,04mm < 8[ 

§ 12. Potenzleitern. 

1'=50mm 

IX = 5; 10,00 mm 
IX = 6; 8,33" 

IX = 5,5 
9,09 " 
9,17 " 

0,08mm > 8 

Die Herstellung der Leiter z = l . ()(.n kann leicht an die ge­
brauchlichen Tabellen der technischen Handbiicher angeschlossen 
werden, wenn der Exponent sich auf eine der Zahlen ± t, ± t, 
± 2 oder ± 3 zuriickfiihren laBt. In anderen Fallen bedient 
man sich zweckmaBig eines doppelt-Iogarithmischen Hilfsnetzes 
~ = log ()(. , 'Y} = log z, das die Funktion z = l . ()(.n durch die 
Gerade 'Y} = n . ~ + log l darstellt; dabei wird zugleich die 
Zeicheneinheit beriicksichtigt, und es lassen sich die Teilungs­
langen z unmittelbar in Millimeterangabe ablesen. Der notwendige 
tibergang von der logarithmischen 'Y}-Achse zur metrischen Zeich­
nung kann bei Herstellung einer Leiter nicht als Nachteil gelten. 

s ch w erd t, Nomographie. 4 
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Der Begriff der Potenzleiter bedarf einer Verallgemeinerung. 
Auch die Teilung z = l . [f( IX )]n solI allgemein eine Pot e n z -
leiter genannt werden, die aus f(IX) a bgeleitet ist. In dieser 
Ausdrucksweise ist z. B. z = [log IX] 2 eine (aus der logarithmischen 
abgeleitete) Potenzleiter, Z = log (IX2) dagegen eine (aus der 
Potenz abgeleitete) logarithmische Teilung. 

Eine Konstruktion, die sich besonders auf empirische Funk­
tionen f( IX) anwenden Ui,Bt, ist in der technischen Thermodynamik 
als die Brauerschel ) bekannt. 1m rechtwinkligen System (x, z) 
sind die Winkel cp und 'IjJ in der durch Abb. 26 kenntlich ge­
machten Lage gewahlt. Wir gehen von einemPunkte PI = (Xl' ZI) 

Z aus; seine Koordinaten­

c· 

c 
p 

a 

linien bestimmen die 
Punkte Al und 0 1 , durch 
die unter 45 0 gegen die 
Achsen die Geraden Al B 
und 0 1 D gelegt werden. 
Die durch Bund D gehen­
den Koordinatenlinien be­
stimmen den Punkt P. 
Von A und a aus laBt sich 
die Konstruktion entspre­
chend fortsetzen und auch 
von BI und DI aus in ande­
rer Richtung erstrecken. 
Offenbar handelt es sich 

Abb. 26. Bra u e r sche Konstruktion der di h' h D 
Potenzleiter. um e grap ISC e ar-

stellung einer geometri­
schen Reihe, wie sie beispielsweise in der Akustik Verwendung 
findet, um die Bunde auf den Griffbrettern der Saiteninstrumente 
zu konstruieren2 ). 

Die Koordinaten von P seien mit X und z bezeichnet; dann gilt: 

Xl =x+a, 
a = Xl • tgcp, 
X x- . 1-I_tgcp 

ZI=Z+C, 

c=z·tg'IjJ, 

Zl = z· (1 + tg'IjJ). 

Wird nun PI derart gewahlt, daB Zl = l . xf ist, so folgt: 

1 
z=l·xn • , 

(l+tg'IjJ)(I-tgcp)n, 

1) Z. V. d. I. 1885, 8. 433. 
2) Horn, W.: Z.f.phys.Unt. Bd.34,Nr.4. 8.165.1921. 
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d. h., auch der Punkt P stellt ein Wertepaar (x, z) der Funktion 
z = l· xn dar, wenn die Bedingung 

(1 + tg1p)· (1 - tg<p)n = 1 

beiWahl der Winkel <p und 'II' erfiillt wird. Das Entsprechende 
gilt bei Fortsetzung der Konstruktion in beiden Richtungen. 

Beispiel: n = 2, tg<p = t; es folgt tg1p = t. 
n= --to tg<p= --f6; " "tg1p=l 

Die Konstruktion liefert unabhangig von der Zeichenein­
heit, in der x = m ./ (IX) entworfen ist, die Potenzleiter z = l· [f (IX)]n. 

Da das Verfahren rekurrierend ist, iibertragen sich Zeichen­
fehler; es eignet sich daher im wesentlichen zur Einschaltung von 
Zwischenwerten in eme vorhandene Wertefolge. Durch Wahl 
emes kleinen Winkels <p k6nnen die Zwischenwerte stets bin­
reichend dicht gedrangt werden; es gilt dann in erster Naherung 
tg1p = n· tg<p. 

In praktischer Hinsicht i~t zweierlei zu bemerken. Falls die Bereiche 
fiir x und z weit vom Nullpunkt entfernt liegen, wird man bei Unterdriicken 
des O-Punktes die freien Schenkel OA und OB aus zwei Festpunkten P l 
und P2 ermitteln. Man berechnet mit Hilfe der Werte tg<p und tg1Jl die 
Strecken A1Bl = al = Xl tg<p und A2B2 = a2 = x2 tg<p, entsprechend 
OlDl = cl = Zl tg1Jl und 02D2 = C2 = Z2 • tg1Jl. Alsdann bleibt auch fiir 
die Anordnung der Trager X und Z groBer Spielraum. Ferner kann die 
Konstruktion dahin abgeandert werden, daB von Al aus die Koordinaten­
linie BA, von Dl aus die durch 0' gehende Koordinatenlinie gezeichnet 
wioo. Die Bedingungfiir die Hilfswinkellautet dann (1 + tg1Jl) = (l-tg<p)", 
die unter Umstanden vor der oben genannten gewisse Vorteile gewahrt. 

Wir untersuchen zunachst den allgemeinen Aufbau der Potenz­
leiter IXn fiil' positive Exponenten. Ais Vergleich diene die regel-
maBige Teilung n = 1 0 0,5 1 2 
(s. Abb. 27). Fiir aIle 1 ~ 1 ~ 
positiven Werte n 0 1 2 3 
bleiben die Punkte 1-1 _-141-5 --11----+1----+-1 -

o 
I 

0,5 1 
I~ I 

~ 

= 2 1 0,5 
11------+1--11----+1-------------

00 5 J 2 
1 III I 

1 
I 

= 2 1 
1 1 I 

0,5 
1 

n=1 

1>n>O 

O>n>-1 

n=-1 

n<-1 

0, 1, 00 fest; wenn 
n > 1 ist, werden die 
in gleichen Schritten 
folgenden Teilungs­
punkte vom Fest­
punkt 1 aus nach 
beiden Richtungen 
hin auseinandergezo­
gen; liegt dagegen n 
zwischen 0 und 1, so 
findet von beiden Abb.27. Schema. Aufbau von Potenzleitern. 

4* 
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Richtungen her eine Drangung der Teilungsintervarlle auf den 
Festpunkt 1 hin statt. 

Die Leitern n < 0 vergleichen wir mit der reziproken Teilung 
n = - 1. Fur aile negativen n werden die Zahlen IX > 1 auf das 
Intervall z = o ... 1 abgebildet, die Punkte IX < 1 erstrecken sich 
von z ~ 1 ab nach rechts; das Bild der ZahlIX = 0 ist der uneigent. 
Hche Punkt z = 00. Auch fiir n < 0 sind IX = 0, 1,00 Festpunkte. 

n 

3 
1 
1 
If 

--
-t 
-1 
-3 I 

lX=l 

1 
512 

1 
11 
1 .. 

--
2 
8 

512 

",=8 

512 
8 
2 

--
1 
2 

t 
1 

512 

Liegt n zwischen 0 und -1, so findet nach 
eX = 1 hin eine Drangung statt; in den Leitern 
n < - 1 werden die Teilungspunkte von IX = 1 
nach beiden Richtungen hin auseinander· 
gezogen. Als Beispiel diene die nebenstehende 

z 
Obersicht fur T 

Abb. 28. Potenzleitern auf der Teilungslitnge I) l. 
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Die Abb. 28 und 29 geben cine Anuhl von Leitcrn wieder; 
in Abb. 28 erstreckt sich die Teilungsliinge etwa fiber 5· l, in 
Abb. 29 liber ll. Urn ein Bild vom Aufbau der Leitern auch in 
anderen Bereicben zu gewinnen, brauchen wir nur die Beziffcrung 
zu andern. So konncn in Abb. 29 z. B. auf der Leiter n = -!- aIle 
Wcrle lX mit l()() multiplizicrt werden; es Iauft diese .Anderung 
lediglich auf die Wahl ciner ncuen Zcichcncinheit hinau8. Das 
Verfahrcn, cine fcrtige l'eilung nachtraglich eincr anderen Zahlen­
folgc zuzuordncn, gewiihrt bei dcr Konstrnktion nomographischcr 
Tafeln wesentlichc Erleichterungcn, do. es uns in die Lage scv;.t, 
hiiufig auf (einmal bcrgestellte) Grundl e i torn zuriiekzu­
gehen. Wir mmnen das Vcrfahren Vc rzifferun g. 

Dcr Abb. 29 entnehmen wir cino Besonderhcit der Potcnz­
leiter, die mit Riicksieht auf ihre Anwcndllngcn. Beachtung ver-

o 05 " , 1,0 
n -.L4~~~,L~--~--~~ 

to 

• l,a 

" 
, 

" " 
(a 

"" 
...... as 10 -- ~ . --:.--

-3 

_.~ _________ lmm ________ ~ •• 

Abb. 29. Pownzleitern auf def Tei1un~lange 11. 
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dient. Es sei n > 0. Auf der Teilungslange z = ° ... 1 liegen aIle 
Zahlen <X = ° ... 1, jedoch treten bei verschiedenen Werten von 

n verschiedene Teilbereiche besonders hervor. So ist 
n f die Teilungslange zwischen den Werten <Xl = 0,1 

---+--- und <X2 = 0,5, wenn n dicht bei ° liegt, sehr klein, 
- 2 0,24 nimmt mit wachsendem Exponenten zunachst zu 
-1,5 32 
-1 40 und wird schlieBlich wieder zusammengedrangt. SolI 
_ 0,9 41 ein gewisser Teilbereich auf Grund des praktischen 
- 0,8 42 Zusammenhanges besonders hervortreten, so ist 
-0,7 0,42 also die Auswahl eines bestimmten Wertes n an-
-0,6 41 
_ 0,5 39 gezeigt. Entsprechende Beziehungen gelten fur 
_ 0,4 36 negative Exponenten in bezug auf die Zahlen 
- 0,3 31 <X > 1. Die nebenstehende Tabelle gibt die Teilungs-
- 0,2 2144 lange des Bereiches <Xl = 2, <X2 = 10 fur verschie-
-0,1 dene Exponenten an. 

Die Teilungsstrecke z = l· I<x~ - <X~ i wird ein Maximum, 
wenn <x~. log <Xl = IX~ • log 1X2 ist. Daraus ergibt sich fur n > 0, ° < <Xl < <X2 < 1 : 

1,0 

! I 
-p---; 'I 5 10 
1 ill <I I 

/ 
/ 

/ 

/ 

Abb. 30. Gunstigster Ex­
ponent flir bevorzugten 
Teilbereich auf Potenz-

leitern. MaBstab %. 

log [ -log 1X2] -log [ -log !Xl] 
n--~ 

- log !Xl - log 1X2 ' 

fur n < 0, 1 < !Xl < 1X2 : 

log [log £x2] -log [log <Xl] n = -------~.--.--. -- - • 
log !Xl - log 1X2 

Beispiel: £Xl = 1,5, <X2 = 5: n f':::I -1. 

<Xl = 1,1, 1X2 = 1,5: n f':::I - 5. 

Abb. 30 gibt eineDarsteIlung der For­
mel n < 0. Die beiden Werte !Xl und 1X2 wer­
den auf derselben krummlinigen Leiter IX 

abgelesen, der Wert, der das Optimum her­
beifuhrt, erscheint auf der oberen Teilung. 
Die Ableitung der Fluchtlinientafel wird 
in § 37 gegeben; vgl. auch S. 71. 

Die Auswahl des gunstigsten Wertes n 
wird dann am Platze sein, wenn gewisse 
Punkte, z. B. z = ° und z = 1, im Rahmen 
eines N omogrammes festgelegt sind und 
daher eine VergroBerung der Zeichenein­
heit, die eine VergroBerung der bevorzug­
ten Teilungslange bewirken kann, nicht 
angangig erscheint. 
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Wir wenden die Ergebnisse des § 11 auf die spezielle Potenz­
leiter an. Um zu einer fUr alle Exponenten gemeinsamen Dar­
stellung zu gelangen, wollen wir die Leitern stets in steigender 
Schrittfolge durchlaufen. Fiir n > 1 gilt dann IX2< IX1' fUr n< 1 
dagegen /Xl < IX 2• Auf Grund der Formel § 11, (12), ergibt sich: 

(Vgl. Aufg. 110.) 

IX;-l = t· IXf-1, 
1 

IX2 = 2 1 - n • IX1 (n =l= 1, n cf 0) . (16) 

In einer Potenzleiter stehen die Argumentwerte, die einen 
Bereich gleichbleibender SchrittgroBe 6>1 begrenzen, in geometri­
scher Reihe. (Vgl. Abb. 29.) 

Erheben wir (16) in die nte Potenz und erweitern mit l, so folgt: 
n 

z2=2n - 1 ·Zt· 

Demnach betragt die Teilungslange, auf der 6>1 beizubehalten ist, 

A1 = ! Z2 - Zl! = l· IX~ ·121~n - 11, 

~1 = IXf ·121~n - 11. (17) 

Beziehen wir uns beispielsweise auf die Stelle IX1 = 1, so ergibt 

sich fur n = ! der Wert ~1 = 1, yon der Stelle IX1 = 10 ab der 
A 

Wert T 'l:::J 3, wie an Hand der Abb. 28 leicht zu bestatigen ist. 

Die Zulassigkeit regelmaBiger Einschatzung bedarf fUr n > 0 
bei kleinen Werten IX, fUr n < 0 bei groBen Werten IX einer Unter­
suchung. Setzen wir die besondererr Funktionen t' = n' IXn - 1 

und f" = n' (n - 1) IXn - 2 in die Formel § 11, (15) ein, so erhalten 
wir fiir die Zeicheneinheit l die Bedingung: 

l > 10 11 - ~ I ~- mm . (18) 
n IXf 

Sobald ! n ! > 1 ist, bleibt 11 - ~ I unter 2. An der Stelle 

IX1 = 1 ist fiir Potenzleitern ! n ! :> 1 die Zeicheneinheit 20 mm 
ausreichend. Die in den Anwendungen auftretenden Leitern 
werden aber in erheblich groBeren Zeicheneinheiten entworfen, 
so daB also in der Praxis die regelmaBige Einschatzung inner­
halb der 6>-Schritte yollig gesichert ist. FUr n = - i ergibt sich 
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l > 30 mm; die Abb. 28, der eine kleinere Zeicheneinheit zu­
grunde Iiegt, IaBt erkennen, daB fiir Werte IX> 1 die Ablesung 
unzureichend ist. 

Aus (18) folgt 
z > 10 ./1 - ~ I mm. (19) 

Unabhangig von der gewahlten Zeicheneinheit konnen wir 
daher eine Teilungslange Zo derart angeben, daB nach dieser 

n z, 
Teilungslange die Potenzleiter den gesteilten 
Forderungen geniigt; eine grobe Abschatzung 

>0,5 10 mm gibt die nebenstehende Tabelle. Die Teilungs-
0,25 30 langen bis zu 50 mm lassen sich in der Praxis 

- 0,25 50 stets unterdriicken. Damit haben wir gezeigt, 
- 0,5 30 daB Potenzleitern trotz ihres eigentumlichen 
- 1 20 Aufbaues innerhalb der 8-Folge eine volIig ge-
< - 2 15 sicherte Ablesung ermoglichen. 

Der prozentuale Ablesefehler laBt sich in einfacher Weise un­
abhangig von der Zeicheneinheit auf die Teilungslange zuruck-

fiihren : I LI IX /_ 5 
100·- -'-I . (20) 

IX n z 

In Abb. 31 ist der prozentuale Grenzfehler p = /lOO LlIXIX I 
abhangig von z mm und 'n' in einer logarithmischen Tafel dar. 

f~----~---+--+-~~ 

f~~~---1~--+-~~+-i 
50 100 150 200 

mm TBi/ungs/ange 
300 

Abb. 31. Grenze des prozen­
tuaIen Ablesefehlers auf Po­

tenzleitern. MaLlstab 1/2, 

gestellt. Man erkennt, daB p bei gro­
Berer Teilungslange ala 50 mm stets 
unterhalb 0,2 bleibt; auf der Tei­
lungslange 300 mm sinkt der Ablese­
fehler bei n = 5 auf 0,005%. Die 
Tafel 31 kann als Beispiel dafiir 
gelten, daB die Unterteilung nach 
praktischen Gesichtspunkten aus­
gefiihrt wird; es handelt sich im vor­
liegenden Faile um eine Abschatzung 
der GroBenordnung, eine weiter­
gehende Unterteilung ware sachIich 
ohne Nutzen und wurde die "Ober­
sicht iiber die Tafel beeintrach­
tigen. 

Wir haben in den Untersuchun­
gen der Potenzleiter das Argument IX 

als positiv angenommen. Fur ganz­
zahIige Exponenten ist die Darstel­
lung negativer Argumente ohne 
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weiteres durchsichtig; bei beliebigen Exponenten erstreckt sich 
die Definition der Funktion ~n im reellen Gebiet nur auf 
Werte ~ >0. 

§ 13.Projektive Leitern. 
In der Theorie der Fluchtlinientafeln kommt den linear ge-

brochenen Funktionen :: ~ i:~ ! ! eine fundamentale Bedeutung 

zu. Ferner finden aus spater zu erorternden GrUnden diese 
Funktionen in der Physik und Technik zur Darstellung empirischer 
Abhangigkeiten ausgedehnte Anwendung. 

Von den vier Parametern a, ... d sind nur drei wesentlich, 
dader Bruch durch jede der vier GroBen a, ... d gehoben werden 
kann. Wir wahlen im folgenden c = 1; der besondere Fall der 
regularen Leiter c = 0 wird von vornherein ausgeschlossen. Die 
Zeicheneinheit (l mm) sei nach erfolgter Multiplikation in die 
Konstanten a und b einbezogen. 

a·~+b 
Z=---. (21) 

~+d 
Die Leiter ist durch Ailgabe der Determinante 

D = 1 ~ ! 1 =ad - b (22) 

bestimmt. Losen wir (21) nach ~ auf, so erhalten wir die in-

F kt' -dz + b d h" D t . t verse un lOn ~ = , eren zuge tinge e ermman e 

1-~ _: I = ad - b, also ze~~alls ~eich D ist. Aus der Ableitung 

d~ = (IX + d)2 (23) 

folgt sofort die Bedingung 
(24) 

da andernfalls die Funktion zu einer Konstanten, die Leiter in 
einen Punkt ausartet. 

In (23) ist der Nenner als Quadrat wesentlich positiv, das Vor­
zeichen von D ist also fur den Richtungssinn auf der Leiter be­
stimmend. Fiir D > 0 wachsen ~ und z gleichsinnig, fur D < 0 
nehmen mit wachsendem eX die zugehorigen Teilungsstrecken abo 
Die Diskussion laBt sich an vier besondere Wertepaare anschlieBen: 

b b 
~=o, z=7' ~=-a' 

IX = 00, IX=-d, z=a. 
z=o.! 
z=oo. 

(25) 
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Gehen wir von positiven Parametern und positiver Deter­
minante aus, so ergibt sich die in Abb. 32 wiedergegebene An­
ordnung. Die Bilder der positiven Zahlen (X, erfiillen die Teilungs-

b 
c(, -d - ~ 0 -i>o 00 -d lange Zo = d bis z= = a, 

------------~I--------ff~~~Wfi~~~Wfl~9~------
z = o b a. 00 die negativen Zahlen 

Ii liegen auBerhalb dieser 

a wiichsf 
Strecke; der uneigent­
liche Punkt z = 00 schei-

---~>~ .... ECE-----
a nimmf ab det die Bereiche 

Abb. 32. Schema. Aufbau einer projektiven (X, = 0 ... - d 
Leiter. und 

(X, =-d ... -00. 

Urn zu erkennen, in welcher Weise der Aufbau der Leiter von den 
Parametern abhangt, andern wir die GroBen a ... d. Wir lassen zunachst 
a wachsen. Wahrend die Punkte IX = 0 und· IX = - d festbleiben, wandert 
der Bildpunkt IX = 00 nach rechts und bewirkt dadurch eine Dehnung der 

b 
zum positiven Bereich gehorenden Teilungslange. Da - - absolut kleiner 

a 
wird, gelangen also in den Punkt z = 0 Bildpunkte mit absolut kleincrer 
Bezifferung. Bei VergroBerung von a werden die Bildpunkte unter Er­
haltung des uneigentlichen Punktes IX = - d vom festen Punkte IX = 0 
aus nach beiden Richtungen auseinandergezogen. Einer Verkleinerung von a 
entspricht eine Drangung der Punkte auf IX = 0 hin. Wenn dabei D 
negativ wird, ergibt sich der in Abb. 33 dargestellte Aufbau. 

Die Diskussion im AnschluB an b und d sei dem Leser tiberlassen. Wir 
wollen lediglich betonen, 

_Q oo~ 0 d daB ftir d < 0 die negati-
C(, -d a - ven Zahlen die abgeschlos-___________ ~I--v~~~~~o/~~~~m~~~-------------
z 00 

o I 1 sene Teilungslange erfiil-
a £ 00 len; der Bereich der posi-

a nimmf ab 

Abb. 33. Schema. Aufbau einer projektiven 
Leiter. 

tiven Zahlen wird durch 
den uneigentlichen Punkt 
IX = I d I, z = 00 in die Teil­
bereiche IX = 0 . . . I d lund 
IX = I d I ... 00 geschieden . 

. SolI die Darstellung der Leiter (21) auf rechnerischem Wege 
erfolgen, so ist eine Umformung der Funktion zweckmaBig: 

a(x'+b a(X,+ad-(ad-b) z = = ~~~~~----=~~-
(x'+d (x'+d 

,-----!--n! 
Iz=a-(X,+d!' (26) 

1) 
Wir berechnen daher die einfacheren Werte u = ~~- und 

(x'+d 
tragen die zugehorigen Teilungslangen u von z = a aus in nega-
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D 
tiver Richtung auf. Die Berechnung --d laBt sich unter Ver­

IX+ 

zifferung leicht an die bekannte Tabelle 1000 anschlieBen. Da­
x 

mit ist die linear gebrochene Funktion auf die reziproke Teilung 
§ 12, n = -1, zuruckgefuhrt. 

Beispiel. (Abb.34.) 
3IX + 2 

D=IO. Z= 
IX + 4 ' 

10 x-4 x -x +' 00 10 1,00 6 I I~ 9 1,01 5 z=o I u=1 1 
8 1,25 4 IE >1 
7 1,43 3 U=1,25 z=J 

Abb. 34. Schema. Verzifferung. 
u IX 

Die eigentliche Bedeutung der linear gebrochenen Funktion 
liegt auf geometrischem Gebiet; die Funktion vermittelt den 
Zusammenhang zwischen projektiven Punktreihen und heiBt da­
her projektive Funktion, ihre Leiter wird pro j e k t i veL e it e r 
genannt. Der Nachweis, daB Skalen, die sich in perspektiver 
Lage befinden,. wird zu­
meist mit Hille des kon­
stanten Doppelverhaltnis­
ses gefuhrt. Wir schlagen 
folgendenanalytischen Weg 
ein. (Abb. 35.) 

Die Abszissenachse (1) 
des kartesischen Systems 
(xy) trage die Teilung 
x = l . /(IX). Den Punkt 
p = (p, q) wahlen wir zum 
Trager eines Geraden­
buschels, dessen einzelne 

y 

II 

*----lf~)------~ 

Abb. 35. Erzeugung der Leiter proj IX. 

Glieder durch die Bezifferung ihres Schnittpunktes mit 1 be­
zeichnet seien; die Gleichung einer dieser Geraden lautet: 

y= P-t/(IX) .(x-l·/(IX)). 

Der Punkt P heiBt Kollineationszentrum oder »Pol«. Wir bringen 
das Buschel mit einer festen (nicht durch P gehenden) Geraden 
(II), y = x . tg q; + r, zum Schnitt. Die Abszisse x des Schnitt-

x 



60 Funktionsleitern. 

punktes ergibt sich durch Elimination von y aus den beiden letzten 
Gleichungen; sie fiihrt sofort auf die Teilungslange 

_ x _ j(a)[l' (q - r)] + [rp] 
z---- . 

cos tp j(a)[l' sin tp] + [q cos rp - p sin rp] 

Bezeichnen wir die Ausdriicke in den eckigen Klammern bzw. mit 
a, b, c und d, so liefert die Konstruktion auf dem Trager II die 

L . a . j( a) + b d h k' . h Abb'ld d elter Z = -j--)--d urc perspe tlVlSC e 1 ung aus er 
c' (a + 

Leiter l· j(a) auf f. 
Es laBt sich leicht zeigen, daB aus vorgelegten GroBen a, ... d 

ein System (p, q; r, tp) stets reell herstellbar ist. 
Auf Grundder Tatsache, daB jede linear gebrochene Funktion 

durch perspektivische Abbildung dargestellt werden kann, ge­
langen wir zu einer einfachen Konstruktion der projektiven Leiter. 

. . aa +b 
Wir beziehen uns auf die spezlelle FunktlOn Z = c a + d-' Die 

projektive Zuordnung ist entsprechend der Anzahl der wesent­
lichen Parameter durch drei Wertepaare aI' Zl; a 2 , Z2; aa, Za be­
stimmt. Wir gehen von der regelmaBigen Teilung f aus und 

-3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +11 

a I I L I I I I I (I) 
reg~ 

fX=O (X=1 0::=00 (]I) b I I -~ I 
I , 

I I I 
-3 -2 0 1 2 3 'I 

reg z 
II 

c 

Abb. 36. Konstruktion der Leiter proj a. Beispiel: z = 3aa: 42 . 
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bezeiehnen auf ihr die drei Bildpunkte lX~, lX~ und lXs. Auf dem 
Trager II, der die projektive Teilung aufnehmen soIl, bestimmen 
wir mit Hilfe der (reehneriseh) ermittelten Teilungsstreeken Zl' 

Zz und Za die Bildpunkte lXI' lX z und lX a• (s. Abb. 36 aund b.) Es 
handelt sieh nun darum, die beiden Trager in perspektiver Lage 
anzuordnen; dies gelingt, indem wir etwa die Punkte IXl und IXi 

zur Deekung bringen, die Trager gegeneinander neigen und das 
Kollineationszentrum P aus den Strahlen IXzlX~ und IXalX3 be­
stimmen; naeh Wahl des Deekungspunktes laOt die Aufgabe 001 

versehiedene Anordnungen zu. In Abb. 36 ist das Beispiel 

Z = 3 lX +42 behandelt. D Pl· d b t· t d h d· W t er 0 WIT es Imm ure Ie er e-
IX+ 

paare lXl = 1, Zl = 1; IXz = - 4, Zz = (01); IXa = 00, Za = 3. 
Werden auf dem Trager II ·sowohl die regelma13ige Teilung Z 

als aueh die projektive Teilung IX ausgefiihrt, so stellt die Doppel-

leiter die Funktion Z = 3 (XlX : 42 in regelma13iger Ablesung Z dar. 

In gleieher Weise konnen die Punkte des Tragers I naeh Z und tX 
beziffert werden; dieselbe Funktion wird dann in einer Doppel­
leiter mit regelma13iger Ablesung IX wiedergegeben. 

Ffir die praktisehe Durehfiihrung sei bemerkt, daO zur Er­
mittlung des Poles in erster Linie die Werte lX = 0, IX = 00, 

Z = 0 und Z = 00 herangezogen werden, aueh dann, wenn 
sieh der Bereich von IX. oder Z nieht bis zu diesen Werten erstreekt 
oder die Funktion an diesen Stellen praktiseh keine Giiltigkeit 
mehr besitzt. So sei beispielsweise die Umwandlung der Beaunie­
grade n in spezifisehes Gewieht 8 > 1 erwahnt: 

8 = 14!~~8~ n ' (t = 12,5° C). , 
Schon die Werte n > 5Q haben keine praktisehe Bedeutung, 

ffir n = 145,88, 8 = 00 verliert die Formel ihren Sinn, aIle nega­
tiven Werte n liegen auOerhalb des GiiItigkeitsbereiehes (8) 1). 
Trotzdem kann die Bestimmung des Punktes P zweekma13ig mit 
Hilfe der Paare n = 0, 8 = 1; n = 00, 8 = 0; n = 145,88, 8 = 00 

erfolgen. Um zu mogliehst giinstigen Lageverhaltnissen zu ge­
langen, empfiehlt es sieh, von den drei Werten tXl < IXz < ~a 
den mittleren zum Deckungspunkt zu wahlen. . 

Da die Konstruktion von der Zeieheneinheit E[f(lX)] unab­
hangig ist, bietet sieh eine Vereinfaehung dar. SoIl die projek­
tive Leiter etwa im Bereich IX = 0 ... 100 entworfen werden 

1) In Abb. 36 unterdriickt. 
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(s. Abb. 37), so stellen wir die Leiter I regIX zunachst in groBer 
Zeicheneinheit nur im Bereich IX = 0 ... 50 dar und bestimmen 

, 
P, 1;.,' 

-----o---------------------?----->ccoo 

Abb. 37. Projektion mit Hilfe verschiedener 
Pole. 

einen Pol PI' Durch Ver­
zifferung der Leiter I fin­
det der Bereich O ... 100 
seine Darstellung, und wir 
fuhren die Konstruktion 
fUr denanschlieBendenBe­
reich 50 ... 100 mit Hilfe 
eines zweiten Poles P 2 

durch. PI undP2liegenauf 
einer Parallelen zum Tra­
ger I, wie sich sofort a us der 
Projektion von IXooersehen 
laBt. Auch dieses Verfah­
ren gewahrleistet auf der 
ganzen Teilungslange gun­
stige Schnittverhaltnisse; 

FUr die Untersuchung der Schrittfolge e und der Interpolation 
auf projektiven Leitern mussen wir die Zeicheneinheit l mm be­
sonders berucksichtigen. Aus § 11, (11) folgt der bis zur Stelle IXl 
giiltige Schritt '" _ to (IXI + d) 2 

eo - l'IDI 
Man erkennt, daB fUr groBe Werte IXl der Schritt auBerordentlich 
rasch geandert wird; der Schrittfolge ist daher ein Bildungsgesetz 
el = n' eo, n > 2, zugrunde zu legen, und wir erhalten aus 

§ 11, (12) IX2 + d = (IXI + d) y;. (27) 

In einfache Gestalt laBt sich die Abschatzung fur die untere Grenze 

derZeicheneinheit bringen (§ 11,15): /'= ( D d)2' f" = ( - 2~)3. 
11"1 .IX+ IX+ 

Mithin ergibt sich aus l > 10 [f']2 mm. 

20 
l > TDT IIX + d I mm. (28) 

§ 14. Die projektive Funktion als Nitherungsfunktion. 
Mit Rucksicht darauf, daB die linear gebrochene Funktion 

drei wesentliche Parameter enthalt, konnen wir mit Hilfe der 
projektiven Teilung eine weitgehende Annaherung gegebener 
Funktionen erreichen. Da die projektive Leiter durch eine be-
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sonders einfache Konstruktion herstellbar ist, gewinnt ein der­
artiges Annaherungsverfahren an praktischer Bedeutung. 

Wir entwickeln die Funktion p (lX) = a . IX +d b an der Stelle IXo 
nach der Taylorschen Reihe IX + 

8 2 
P (lXo + 8) = p(IXo) + 8· p'(1\o) + 2 . p"(IXo) + P3' (29) 

wobei P3 das Restglied darstellt. Die Ableitungen von p(lX) lauten 

p'(IX) = + (IX ~ d2)' p"(lX) = - 2! (IX ~ d)S' p"'(IX) = + 3! (lX! d)4' 

Soll die Funktion z = f (IX) an der Stelle IXo durch p (lX) angenahert 
dargestellt werden, so entwickeln wir 

Durch gliedweise Vergleichung der Reihen (29) und (30) erhalten 
wir fiir a, b und d das Bestimmungssystem 

(31) 

aus dem sich die gesuchten GroBen a ... d leicht ermitteln lassen. 
Die Reihenentwicklungen fiir p (IX) und f(IX) stimmen dann in 
der Nahe der Stelle 1\0 bis zu den dritten Gliedern einschlieBlich 
iiberein. 

Wegen D 1= 0 ist die projektive Annaherung einer Funktion 
f{lX) an die Bedingungen gekniipft: ((IX) 1= 0 und /"(1\) 1= O. 

Das soeben gewonnene Ergebnis laBt sich dahin formulieren: 
Kleine Bereiche auf Funktionsleitern konnen ala projektive Tei­
lungen aufgefaBt werden. Soll eine vorhandene Leiter feiner 
unterteilt werden, so schlieBen wir die projektive Konstruktion 
an drei benachbarte Leiterpunkte an. lndem wir feststellen, ob 
sich bei Extrapolation vorhergehende und folgende Leiterpunkte 
der Konstruktion einfiigen, gewinnen wir eine Abschiitzung, ob 
das Verfahren im gewahlten Bereich mit hinreichender Genauig-
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keit zulassig ist. Abb. 38 zeigt die projektive Annaherung einer 

Sinusleiter in der Umgebung der Stelle : . Die Konstruktion ist 

I 
It-
\ ~ 
\ \ 
\ \ 
\ \ 
\ \ 
\ \ 
\ \ 
\ \ 
\ \ 
\ \ 
I I 

Abb. 3S. Projektive Annaherung einer Sinus­
leiter. MalMab 1/3, 

an die Punkte 1XI = 40°, 
Zl = 0,6428; 1X2 = 45°, 
Z2 = 0,7071; 1X3 = 50°, 
Z3 = 0,7660 angeschlos­
sen. Auf Grund der 
Gleichungen (31) lautet 
die zugehOrige Nahe­
rungsfunktion 

Sin(~+8) ~-V238-t_~ 
,4 28+4' 

wobei die Abweichung 
b = IP3 - R31 kleiner als 
} i2. 8 3 bleibt. 1m Be­
reiche 38° - 52° liegt der 
Fehler unterhalb 0,0005. 

Die groBe Schmiegsamkeit der linear gebrochenen Funktion ist ein 
Grund daftir, daB in den Anwendungen empirische Formeln haufig in die 
Gestalt, (21) gebrachtwerden. Es sei besonders auf die technische und physi­
kalische Warmelehre verwiesen. Fiir die Warmekapazitat von Metallen 

gilt die Tildensche1 ) Formel (c _ .. co) = b· t3 
3' Die Werte (c - co) 

a+a·t· 
lassen sich projektiv aus der Leiter t3 ableiten, die Konstante Co wird durch 
nachtril,gliche Verzifferung beriicksichtigt. 

D~e Warme~apazitat einer wasserigen Losung hangt nach )V£athias2) 

von der auf 1 Aquivalent der gelosten Substanz entfallenden Aquivalenz-

zahl n des Losungsmittels ab: C = abo. + n . 
+ n n+5 

Auch die Naumannsche Formel K = ~~3 ware hier zu nennen. 
n+ 

Ein weites Feld eroffnet sich in den Formeln fiir die Spannkraft gesat­
at 

tigterDampfe: ~ = lOb+t (Roch~, August, Magnus), p5'oo = T :~86 
(Bertrand, Hg); logp = A-~- (Antoine). Die Warmekapazitat 

t + c 
gesattigter Wasserdampfe gehorcht der Formel von C la u s ius: 

_ 0305 = 0,708 . t - 607 . 
c, t + 273 

1) Proc. of the roy. soc. Bd. 66, S. 244. 1900. - Chwolson: Lehrbuch 
der Physik Bd. III, S.217. 

2) Cpt. rend. hebdom. de l'Acad. des Sc. Bd.l07, S.524. 1888. - J. de 
phys. et de pathol. gen. Bd. 8, TeiI 2, S. 204. 1889. 
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Hier gehoren auch zahlreiche Nti.herungsformeln aus der Festigkeits­
lehre und der Maschinentechnik her. In der Hydrodynamik ist die Anzah! 
projektiver Abhti.ngigkeiten besonders groB. Weiteres Material ist in den 
Aufgaben 45, 47-49, 52 angedeutet. 

Die projektive Konstruktion kann schlieBlich dazu dienen, 
Versuchsreihen zusammenzufassen, von denen man weiB, daB sie 
einer linear gebrochenen Funktion genugen, ohne daB die Para­
meter der Funktion selbst bekannt sind. 

So weist die Gleichung ~ + pI = _1_, deren allgemeine 
IX const c . IX 

Bedeutung auf S. 35 erwahnt wurde, in der Form p = -- un-
IX-C 

mittelbar auf die proj ektive Konstruktion hin. Aus (mindestens 
drei) Wertepaaren von Bild- und Gegenstandsweite bei einer Linse 
unbekannter Brennweite laBt. sich der Gesamtablauf der Funktion 
in einer Doppelleiter darstellen; aus IX = 00 bzw. P = 00 folgt so­
fort die Brennweite. 

Ein galvanisches Element von (konstantem) inneren Wider­
stand w liefert im SchlieBungswiderstand W die Stromstarke 

i = WE -. Die Abhangigkeit i (W) kann fur ein Element un-+w 
bekannter Konstanten aus einigen (mindestens drei) Beobach­
tungen konstruiert werden; dabei ergibt der praktisch sinnlose 
Zustand i = 00 aus W = - w den inneren Widerstand. 

Das Verfahren, eine Versuchs­
anordnung durch projektive Kon­
struktion zu e i c hen, ist zum ersten 
Male von Pirani auf Spektral­
photometer angewendet worden. 

Beispiel. AufalterenQuadranten1) 

findet sich vielfach eine Winkelteilung 
vor, von der Abb. 39 einen Ausschnitt 
schematisch darstellt. Die Einrichtung 
dieses Transporteurs ent!'!pricht dem 
TransversalmaBstab. Die Radien der 
durch A und B gehenden Teilkreise 
sind durch die Abmessungen des In­
strnmentes gegeben. Der WinkelOAB 
sei gleich 1°. Durch neun konzentrische 
Kreise um 0 werden auf der Strecke AB 

/ //-

0/-//-
o 
Abb. 39. Schema. Quadranten­

teilung. 

1) Wir nennen den Reduktionsquadranten von Blondel de St. Aubin: 
Veritable art de naviguer par Ie quartier de reduction. Au Havre 1671. -
Gaztaiieta: Norte de la Navegacion hallado por el cuadrante de reduccion. 
Sevilla 1692. - Es sei ferner an das bekannte Bild von Tycho Brahe aus 
dem Jahre 1587 erinnert (Astronom. instauratae mechanica, Wandsbeck 
1598), das Tychos Mauerquadranten wiedergibt. 

S ch wer d t, Nomographie. 5 

Q 
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neun Teilpunkte T 1 ••• T9 derart bestimmt, daB 1: AOT n = n . 0, 1° ist. 
Wir wahlen folgende Bezeichnungen: 0 A = a, 0 B = b, Radius 0 Tn = xn, 
1:0AB = ix. Dann ergibt der Sinussatz: 

Xn sin ix x = ___________ a __ ~ ____ _ 
-a- = sin[2R ~ (ix + O,In)]' n cos(O,InO) + ctgiX' sin (0,1 nO) 

Innerhalb des Bereiches 0° bis 1 ° ist cos<p auf drei Dezimalen gleich 1, 
ferner ist sin<p dem Argument <p proportional. Ziejlen wir den Faktor, 

100 der sich beim Ubergang vom Bogen-
I'"' mm ;>1 maB zum GradmaB ergibt, mit 

1 1.1 t!2 ctg ix zu einer Konstanten zu­
sammen, so gilt innerhalb der ge­
nannten Genauigkeit: 

a 
Xn = 1+011: . (32) 

Die Konstante c, mithin auch den 
Winkel iX, brauchen wir nun im ein­
zelnen nicht zu ermitteln. Die pro­
jektive Teilung Xn kann aus der 
regularen Teilung n auf Grund der 
Zuordnung von drei Werten ab-

~ geleitet werden. Es gehoren n = 00, 
~ x = 0 zusammen1). Zwei weitere 
'" Paare sind durch die Abmessungen 

des Instrumentes gegeben, indem 
xo=a zu n=O, xlO=b zu n= 10 
gehoren. Wir behandeln in Abb. 40 
das Beispiel OA = 1, OB = 1, 2. 
Der Wert n = 0 wird mit x = 1 
zur Deckung gebracht, der Tra­
ger (n) selbst unter dem Anstieg 
3 : 10 gegen die x-Teilung geneigt. 
Als Zeicheneinheit E(xn ) wahlen 
wir 500 mm. Der Pol P kann 
nicht unmittelbar zeichnerisch aus 
n = 00, x = 0 gewonnen werden, 

Abb. 40. Projektive Konstruktion einer da x = 0 urn 600 mm von x = 1,2 
Quadrantenteilung. Mallstab 2/5, entfernt liegt. Mit Hilfe des Strah-

lensatzes ergibt die Proportion 
y: 600 = 3: 10, daB P auf der durch x = 1, 2 gehenden Vertikalen 180 mm 
unterhalb der x-Leiter liegt. Ungiinstige Konstruktionsschritte werden 
stets durch kurze Rechnung ersetzt. 

Auf gleiehem Wege lassen sich andere Unterteilungen gewinnen. Solf 
die Teilung etwa nach -/; 0= 10' fortschreiten, so ist die projektive Beziehung 
durch die Paare n = 0, x = a; n = 6, x = b; n = 00, x = 0 festgelegt. 

§ 15. Logarithmische Leitern 2). 

Schon im erst en Abschnitt ist die Besonderheit der Leiter 
z = l· log (X: bemerkt worden, die Bereiche 0, 1 ... 1, 1 ... 10, 
10 ... 100 usw. durch dieselbe Teilungslange l mm darzustellen. 

1) Die Formel (32) gilt nur im Bereich n = O ... 1O(!) 
2) Vgl. hierzu Abb. 9 S. 16. 
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Die Multiplikation von IX mit einer Zehnerpotenz, lOn, bewirkt 
lediglich eine Verschiebung der Teilung in sich um ein ganzes 
Vielfaches . von l, namlich um n' l: die logarithmische Teilung 
reproduziert sich. Es ist dies ein wesentlicher Grund dafiir, daB 
man in der nomographischen Praxis haufig die Leiter log IX be­
vorzugt; aus Grundleitern kann ein vorgeschriebener Bereich 
durch Verzifferung gewonnen werden. Die handelsiiblichen Lo­
garithmenpapiere sind zumeist im Bereich 1 ... 1000 beziffert. 

Multiplizieren wir IX mit einer Konstanten m, so wirkt sich 
diese Verzifferung wegen Zl = l·logIX + l·logm in einer Ver­
schiebung der Teilung um den Betrag l· logm aus. Es ist auf 
diese Weise bisweilen moglich, einen vorgelegten Bereich in 
einen Teilungsabschnitt der Grllndleiter zu verlegen. 

Beispiel. Der Bereich oi = 8 ..• 45 erstreckt sich fiber zwei Teilungs-
abschnitte, namlich 1 ... 10 und 10 •.• 100. Die MultipIikation mit 2 
ergibt den Bereich 16 ... 90, der nun in einen Abschnitt der Teilung 
fallt. Die vorgedruckte Zahl 16 erhalt die Bezifferung 8, statt 18 wird 9 
geschrieben usw. Die Anordnung innerhalb der B-Folge auf der log. Leiter 
gewahrt gerade ffir die MultipIikation mit 2 besonderen Vorteil. 

Da sich die logarithmische Leiter in aufeinanderfolgenden 
Zehnerpotenzen wiederholt, eignet sie sich zur Darstellung groBer 
Bereiche. Als bemerkenswertes Beispiel sei die von Auerbach 
in logarithmischer Teilung gegebene "GroBenordnung typischer 
Strecken" genannt, in der sowohl der Durchmesser eines Gas­
teilchens, als auch die Entfernung Sonne-Sirius enthalten ist; 
die Zeicheneinheit E (log IX) betragt 5 mm. 

Negative Werte IX und IX = 0 konnen auf logarithmischen 
Leitern nicht dargestellt werden. 

Aus der vorgeschriebenen Teilungslange A mm und den 
Grenzen des Bereiches IXl ••• .%2 finden wir die Zeicheneinheit 

l=Amm 
log IX2 (33) 

IXI 

In Abb. 137 des Anhanges III ist eine Fluchtlinientafel fiir den 
haufig gebrauchten Zusammenhang (33) angegeben. Man ver­
meidet bei logarithmischen Leitern nach Moglichkeit unglatte 
Werte l und bezieht sich vorzugsweise auf handelsiibliche Grund­
leitern. Am haufigstensindauf log. Papierendie Leitern l = 250mm 
und l = 100 mm; ferner sind einzelne Grundleitern in gebrauch­
lichen Teilungseinheiten zwischen 30 mm und 350 mm heraus. 
gegeben worden; man hat im gleichen Bereich auch die aus 
Abb. 10 bekannte Harfenform angewendet. Die Grundleiter 

5* 
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l = 100 mm hat sich in der nomographischen Praxis besonders 
eingebiirgert. Wir werden bei Leitern log lX daher die Ma13stab­
angabe haufig auf die Zeicheneinheit 100 mm beziehen; in 
z = l·log lX bedeutet die MaBstabsangabe A. = t eine Zeichen­
einheit l = 150 mm. Die Ergebnisleiter der Tafel (Abb. 137) 
schreitet sowohl nach Zeicheneinheiten l mm, als auch nach 
MaBstabszahlen A. fort. 

Die Abschatzung der unteren Grenze fiir l fiihrt zu folgendem 

Ergebnis. Aus z = l·loglX = l·loge ·lniX folgt f'(lX) = loge, 

!"(lX) = _loge. Wir erhalten daher (§ 11,15): lX 
lX 2 

loge . lX~ 
l > 10· (1 -)2 2 mm , oge . lX 

10 
>l-mm. oge 

Il> 23mm l· (34) 

Auf allen logarithmischen Leitem l > 23 mm ist die Einschatzung 
der Zwischenwerte gesichert. 

Die gebrauchlichen Zeicheneinheiten liegen wesentlich iiber 
dieser unteren Grenze. Die soeben erwahnte A uerbachsche Dar­
stellung (l = 5 mm) geniigt nomographischen Anforderungen dem­
nach nicht, sie wird jedoch durch Wahll = 25 mm verbessert, ohne 
daB die Abmessungen unhandlich werden. 

Fiir die Leiter l = 250 mm ist die Schrittfolge e auf S. 46 mit 
to = 0,5 mm bestimmt worden. Unter Beriicksichtigung des 
Wertes to = 1 mm, d.er fiir gezeichnete Rechentafeln iiblich ist, 

lX 
ergibt sich eo = z:-0143 , in erster Naherung also 

, . 2· lX eo l::::i -Z_l. (35) 

lX'lI 
Die Grenze des absoluten Ablesefehlers betlagt LllX = 0,43 .z ' 

ILllXl::::i~I' (36) 

Von wesentlicher Bedeutung ist der prozentuale Ablesefehler 

I LllX 10 0 I 100 7 l::::iT Yo . (37) 



§ 16. Krummlinige Leitern. 69 

Damit gewinnen wir den wichtigen Satz: Langs einer logarith­
mischen Leiter ist der prozentuale Ablesefehler konstant. 
Aus diesem Grunde ist die Bevorzugung logarithmischer Teilungen 
in der Nomographie vollig berechtigt. 

Zusammenfa.ssung. 

Die vorhelgehenden Untersuchungen haben gezeigt, daB den 
einzelnen Leitergattungen vor anderen gewisse Vorziige inne­
wohnen, die in der Anordnung der Bildpunkte, der Ausdehnung 
der Bereiche oder der Genauigkeitsverteilung Hegen. 

Potenzleitern lassen gewisse Teilbereiche besonders hervor­
treten und ermoglichen dabei doch die Darstellung groBer Be­
reiche; den projektiven Teilungen ist eine hohe Schmiegsamkeit 
eigen, die Leichtigkeit, mit der sie entworfen werden konnen, 
sichert ihnen zudem eine weite Anwendbarkeit; logarithmische 
Leitern sind durch konstante Genauigkeitsverteilung ausgezeich. 
net; die Anordnung der Leiterpunkte laBt mannigfache' Ver­
zifferungen zu und weist damit auf die Verwendung von Grund­
leitern. 

In den Anwendungen treten die genannten Skalen oder Ab­
leitungen aus ihnen am haufigsten auf. Nach den Ausfiihrungen 
dieses Abschnittes wird es dem Leser keine Schwierigkeiten be­
reiten, andere Leitertypen, etwa die trigonometrischen Teilungen. 
an Hand des § 11 selbst zu diskutieren. 

§ 16. Krummlinige Leitern. 
Teilungen auf krummlinigen Tragern werden stets auf ein kar­

tesisches Koordinatensystem bezogen. Wir denken eine Teilung (eX) 
entstanden durch Schnitt einer nach eX bezifferten Kurvenschar 

!nit dem Trager 
lP(x, y; rX) = 0 

1jJ(x, y) = O. 

(38) 

(39) 

Die Gleichungen (38) und (39) konnen wir als zwei Gleichungen mit 
zwei Unbekannten, (x und y), ansehen und nach x und y auf-

lOsen: I ( ) 
X=X eX, (40) 
y=y(eX). 

Damit gewinnen wir eine andere Definition der krummHnigen 
Leiter, die man als Parameterdarstellung der Teilung be­
zeichnet. 
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Das erste, durch (38) und (39) gegebene Verfahren bringt die 
Entstehung einer Kurvenleiter besonders anschaulich zum Aus­
druck; die Darstellung (40) ist symmetrisch und gewahrt daher 
sowohl fiir den Ansatz als auch fur Berechnung wesentliche Er­
leichterung. Beide Definitionen sind theoretisch gleichwertig, 
lassen sich in praxi jedoch nicht immer ineinander uberfuhren, da 
sowohl die Auflosung von (38) und (39) nach x und y als auch um­
gekehrt die Elimination von IX aus (40) bisweilen undurchfiihr­
bar ist. 

Beispiel 1. Die regelmiiBige Kreisteilung kann durch die Geraden­
schar 

und den Trager 
(41) 

(42) 

bestimmt werden. Die Auf16sung nach x und y ergibt die bekannte Para­
meterform 

x=r'C?SlX, } 
y=r·SIDlX. 

Beispiel 2. Aus der gegebenen Parameterdarstellung 

a'IX 
x = -::--c-~ 

1 + a 2 IX2 ' 

1 
y = --=-----::---;:-1+ a 2 IX2 

(43) 

(44) 

erhalten wir durch Elimination von IX die Gleichung des Tragers 

X2+y2 -y =0, (45) 

Abb. 41. Stereographische Kreisteilunt.;. 
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d. h. den Kreis mit dem Radius r = i- und dem Mittelpunkt 
(0, i). Als erzeugende Schar kann das Strahlenbiischel 

1 
Y = a. ex, x (46) 

angesehen werden. Abb. 41 gibt eine Darstellung unter Annahme 
des Werles a = 1. Die Beziehung y: x = 1 : a lX zeigt, daB die 
Teilung durch perspektivische Konstruktion aus der Hilfsleiter I, 
reg lX, gewonnen werden kann, wenn der O-Punkt als Pol gewahlt 
wird. Es ist naheliegend, die Leiter als s t ere 0 g rap his c h e 
Teil ung zu bezeichnen. Fiir absolut groBe Werle lX versagt die 
Konstruktion infolge ungiinstiger Schnittverhaltnisse; als er­
zeugende Schar dient dann das Biischel 

1-y=a·lXx. (47) 

Die Teilung wird durch perspektivische Konstruktion aus der 

Hilfsleiter II, _1_, abgeleitet, wenn der Pol im Punkte (0, 1) liegt. 
alX 

1m vorliegenden FaIle ist der Trager als Kreis praktisch vollig 
definiert, er wird beim Entwurf daher als vorhanden voraus­
gesetzt; handelt es sich um andere Kurven, so ist stets die Para­
meterdarstellung vorzuziehen; gelingt es, eine erzeugende Schar 
zu finden, so sollte sie nur zur Kontrolle herangezogen werden. 
Die Berechnung im AnschluB an (40) wird zweckmaBig in einer 
Tabelle vorgenommen; im Beispiel der Funktionen (44) ergibt 
sich etwa das folgende Schema: 

a = 1. Zeicheneinheit 100 mm. 

'" I a·", a 2 (X2 1 + a'",' '" y 

1 - 1 2,00 0,500 0,500 
1,5 - 2,25 3,25 0,461 0,308 
2 - 4 5,00 0,400 0,200 

- usw. 

Die stereographische Kreisteilung· ist bei der Darstellung der symme­
trischen Funktionen von zwei Veranderlichen, /Xl' /X2' "'1 + "'2 usw. von 
Bedeutung und wird bei Behandlung der quadratischen Gleichung sowohl 
an Zeigerinstrumenten wie in Fluchtlinientafeln benutzt werden. 

Be i s pie I 3. Die in Abb. 30 dargestellte Tafel werde auf das 
System (xy) derart bezogen, daB die Abszissenachse parallel dem Trager (n) 
verIauft und der Punkt - n = 1 die Koordinaten x = 0, y = 1 erhalt. 
Dann laBt sich die Leiter (!X) wie folgt definieren: 

. -0,8 x= ----0-
log[log/X] + log/X - 1 ' y = log [log/X] + log/X - 1 

0,8 - 2 • log/X 
(48) 
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Es ware in diesem Faile wertlos, die Gleichung des Triigers in geschlossener 
Form zu suchen. Zur Kontrolle kann bei der Zeichnung die Schar 
Y = (% log IX - 1) . x herangezogen werden, die sich leicht aus einer rein 
logarithmischen Teilung gewinnen laBt. 

In vielen Fallen ist die Benutzung des Strahlenbiischels 
y = /(rx)' x wenigstens zur Nachpriifung vorteilhaft. Konorski 
hat den Nachweis erbracht, daB oftmals die Projektion einer 
Leiter auf eine andere die Rechenoperationen wesentlich ver­
einfach t. Das Verfahren K 0 nor ski s ist als typen bildend zu be­
zeichnen. 

Die Untersuchung der Schrittfolge und der regelmaBigen Ein­
schatzung schlieBen wir an die Parame'terdarstellung an (Abb.42). 

y=l'Y(rx-) Die Zeicheneinheit 1 mm sei fiir 
Abszissen und Ordinaten die gleiche: 

x=x(rx)·lmm, 

Y = Y (rx) . 1 mm . 
(49) 

In erster Naherung diirfen wir das 
Teilungsintervall LI z durch die Sehne 
des Differenzendreiecks ersetzen, 

LIz = yLlx2 + LI y2, 

,---~_--,-__ -,-_x_=_l_.x.,.(tX) = yx'(rx)2 + y'(1X)2 .1. LI rx mm. 

Abb 42 RLlx 1 ,.o~ E' hoot Wenn rx im Schritt LlIX = e fort-
. . ege rnahllge msc a- h't t 11 LI . d G "B 

zung auf krurnrnlinigen Leitern. sc rCl e, so z In er ro en-
ordnung to liegen. Wir durchlaufen 

die Leiter in dem Sinne, daB die Schrittfolge steigend ist, dann 
hat bis zur Stelle 1X1 der Schritt 

I eo = l. YX(lX l ): + Y'(1X 1)21 (50) 

Giiltigkeit, von 
Stelle 1X 2 : 

rx l ab der auf eo folgende Schritt 

'/'( )2 + '( )2 _ to r x rx2 Y rx2 - 1. e . 
1 

Die Grenze des Ablesefehlers betragt 

8 
LI rx = ~~==:=:::o= 

1· yx'({X)2 + y'(rx)2 

el bis zur 

(51) 

(52) 

Man erkennt die vollige Analogie zu den Formeln des § 11. 



§ 16. Krwnmlinige Leitern. 

In ahnlicher Weise gelangen wir zu einer Abschatzung der 
Zeicheneinheit l mm. Die Lage eines Zwischenpunktes im Schritt 
IX bis IX + 8 ist durch 

x = l . x (IX + n 8) , Y = l . Y (IX + n 8) 

gegeben; das eingeschatzte Bild verlegen wir in die Stelle: 

xl=l·x(IX)+n·Llx, YI=l·y(IX)+1i·Lly, 

wobei 
LI x = l· [ 8· X'(IX) + ~~ . X"(IX) + ... ] , 

ist. 

. [ 8 2 ] L1 y = l· 8· y' (IX) + 2 . y" (IX) + ... 

I 82 I I Xl - x I = l· n' (n - 1) • 2 . x" (IX) + ... , 

I 
. 8 2 I I YI - Y 1= l· n' (n - 1) • 2-' y"(IX) + .... 

Wir fordern, daB der Abstand d = Y(XI - X)2 + (YI - y)2 beider 
Punkte kleiner bleibe als 8; daraus folgt entsprechend den Aus­
fiihrungen auf S. 48 die Abschatzung: 

I 
. YX"(IX)2 + y"(IX)2 I 

l > 10 . '()2 '()2 mm . x IXI + Y IXI 

Die .Anwendung auf das Beispiel 2, (a = 1), (S.70) 
ex 1 

x = 1 + ex2 ' Y = 1 + ex2 
erfolgt auf Grund der .Ausdriicke: 

'2+'2_ 1 d x Y - (l+ex2)~ un 

to= Imm, l = lOOmm, 

1 + ex~ = 100 . e1 = 5, 
1 + ex: = 100 • eg = 10 , 

exl=l, 
ex2 = 2, 
exa =3, 

usw. 
Ferner: 10 . 2 • (1 + ex2)2 

l> mm 
(1 + /X2) • VI + ex2 

'2 '2_ 4 . 
x' + y' - (1 + ex2)3 ' 

e _ (1 + /X~). 
0- 100 ' 

eo = 0,02, e1 = 0,05, 
e2 = 0,1, 
ea = 0,2 

> 20· VI + ex2 mm oder l> 20· exmm. 

(53) 

Die Zeicheneinheit 100 mm ist daher bis zur Stelle ex = 5 zulassig; solI 
die .Ablesung bis zu ex = 10 gesichert sein, so ist mindestens die Zeichen­
einheit 200 mm zu wahlen. 
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§ 17. Aufgaben. 
Zu § 11. 
38. Die Unterteilung der Leiter z = (",2_ 4/X + 3) ·5 mm im Bereiche 

'" = 3 . . . 10 zu berechnen. 
39. Wie lautet die Schrittfolge der Leiter z = 300· sin ",0 mm? 
Zu § 12. 
40. Fiir welche Werte a ist die Leiter z = l· (IX + a)" leicht durcb 

Verzifferung zu entwerfen? 
41. Die Gleichung § 12, 16 in einer Leitertafel /Xl' /);'2' n darzustellen. 
42. Entwurf einer Netztafel fiir die Abschiitzung § 12, 18. 
43. Die Netztafel Abb. 31 ist aus den Daten z = 50 ... 300, I n I = 0,5 .•. 5 

zu. rekonstruieren. 
Zu § 13 und 14. 
44. Konstruktion der Doppelleiter fiir ein Brixsches Araometer 

400 400 
81 = 400 + n ' 8 2 = 400 - n . 

45. Die Nutzarbeit B P 8 pro 1 kgstiindlich zerspanten Metalls hangt 
S h · 1 2 b 0,0341 + 0,13 yom panquersc mtt mm a : B = 1 . 

46. Der Koppelungsgrad zweier induktiv gekoppelter Systeme 

1- (~r 
K= 1 + (~r 

ist im Bereiche ,1,1 : '\2 = 1,001 . . . 2,0 darzustellen. 
47. Gleitende Reibung ft zwischen BremsklOtzen aus StahlguB und 

stahlernen Radreifen, Geschwindigkeit vkm/Stde: ft = 0,25 ~ ~ ~,~!12V . 
28 ,u-a + 1 ' v 

48. Fiir den Achsdruck gilt -P = e 1 Wie ist eine perspekti-
e,u-a -

vische Konstruktion anwendbar? 
49. (1,. =(1.: (l + O,OOOOlxS). Doppelleiter (1,. ,x). 
50. Das VerhaItnis ft der Querkontraktion zur Langsdilatation ist yom 

Verhiiltnis x des Gestaltsmoduls zum Volumenmodul abhangig ft = : ~ ~: . 
51. Die Strom-Widerstandsleiter eines galvanischen Elementes E = 0,9 

Volt, w = 5 Ohm projektiv zu entwerfen. 
52. An der Mikrometertrommel eines Spektralphotometers wurden fol-

gende Beobachtungen gewonnen: 
Lithium n1 = 10,20, ,1,1 = 671ftft (rot), 
Natrium n2 = 12,40, ).2 = 589 (gelb), 
Thallium ns = 14,57, ,1,s = 535 (griin), 
Strontium n, = 19,73, '\4 = 461 (blau). 

Auf Grund der Tatsache, daB n und ,1, in projektiver Abhiingigkeit stehen, 
ist die Eichung im Bereiche n = 8,00 ... 25,00 durchzufiihren. 

53. Bei Priifung einer Sammellinse hat sich ergeben: Gegenstandsweite 
"'1 = 215 mm, Bildweite fJ1=205 mm, "'2 = 405 mm, fJ2 = 142 mm. In­
wiefern sind diese z wei Angaben zur projektiven Konstruktion ausreichend ? 
Brennweite ? 



§ 18. Allgemeine Satze. 75 

54. Fiir eine Sammellinse f = 140 mm ist eine Doppelleiter der Bild­
und Gegenstandsweite zu entwerfen. 

55. Die Atomprozente fl eines Zweistoffsystems hangen von den Ge­
wiehtsprozenten IX projektiv ab; es gehiiren stets die Werte 0, 0 und 100, 100 
zusammen. Fiir Cu-Mg gilt ferner IX = 27,5, fl = 50. Die Doppelleiter ist 
zu entwerfen. 

Die folgenden Funktionen sind an der Stelle 1X0 projektiv anzunahern. 
56. Z = 1X2; (lXo = 2), 
57. z = log IX; (lXo = 1). 
58. Z = VI + IX; (lXo = 0). 

Zu § 15. 
59. Auf der Leiter log IX sollen Langen von 1 Illl bis zu einem Lichtjahr 

dargestellt werden. 
60. Der Bereich IX = 0,72 ... 1,43 soll auf etwa 200 mm Teilungslii.nge 

logarithmisch dargestellt werden. l =? Innerhalb welches Schrittes darf 
regelmaJ3ig interpoliert werden? Wieviel Leiterpunkte sind demnaeh min­
destens zu berechnen? 

Zu§ 16. 
Die folgenden Leitern sind zu untersuehen und zu entwerfen: 

1 
6l. x=COSIX' y=tglX. 

a·1X 1 
62. x = a2 • 1X2 + I,2a. IX + l' Y = a 21X2 + 1,2. a • IX + 1 . 

63. x = ~2' Y = !. Welche Zeicheneinheit siehert die Ablesung 

bis IX=IO? 
64. Welehe erzeugenden Scharen konnen zur Konstruktion der stereo­

graphischen Kreisteilung des weiteren herangezogen werden? 

ITI. Abbildung einer Ebene auf eine andere. 
Punkttransformationen. 

§ 18. Allgemeine Sitze. 
Um die im ersten Abschnitt eingefiihrle Vorstellung, eine 

nomographische Tafel entstehe durch Verzerrung einer einmal 
gegebenen oder gedachten Darstellung, fiir die Theorie UIid Kon­
struktion von Rechentafeln auszuwerlen, wollen wir die Ab­
bildung einer Ebene auf eine andere unter allgemeinen Gesichts­
punkten untersuchen. 

Wir gehen von einer Ebene E aus mit dem rechtwinkligen 
karlesischen Koordinatensystem (x, y), der »Grundebene«, und 
orientieren die »Bildebene« E durch ein aquivalentes System 
(~, fJ). -ober die Lage beider Ebenen treffen wir keinerlei Voraus­
setzungen, wir lassen im allgemeinen auch die. im AnschluB an 
Fig. 18 und 19 gebildete Vorstellung fallen, die Abbildung werde 
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durch eine FHlche geometrisch vermittelt. Wenn es fUr das Ver­
standnis oder die praktische Auswertung nutzlich erscheint, 
geometrische Hilfsmittel hetanzuziehen, wird es im folgenden 
stets ausdrucklich bemerkt werden. 

Die Zuordnung zwischen beiden Ebenen wird durch Ab­
bildungsgleichungen festgelegt: aus den gegebenen Koordinaten 
(x, y) eines Punktes (Originales) werden die Koordinaten (~, 1}) 

seines Bildes berechnet. Die einfachen Beispiele des ersten Ab­
schnittes sind dadurch ausgezeichnet, daB ~ eine Funktion von 
x allein, 1} eine Funktion von y allein ist. Aus der analytischen 
Geometrie sind Beispiele bekannt, bei denen die Abbildungs­
gleichungen in allgemeinerer Form erscheinen, jedoch ebenfalls 
einfachster Art sind. So laBt sich die Drehung eines Koordinaten­
systems 

~ = X· cosgJ + y. singJ, 

1} = - X· singJ + y. cosgJ 

folgendermaBen auffassen: wir drehen nicht das System (x, y) 
urn den Winkel gJ in das System (~, 1}), sondern drehen unter 
Festhaltung des Bezugssystems die Ebene, und zwar urn den 
Winkel -gJ; es bedeuten dann x und y die Koordinaten eines 
Punktes in der Ausgangslage, ~ und 1} die Koordinaten desselben 
Punktes in der Endlage. Fixieren wir Anfangs- und Endlage in 
verschiedenen Ebenen E und E, so bewirken die genannten 
Gleichungen eine Abbildung. Offenbar ist im vorliegenden Falle 
die Bildebene der Grundebene kongruent, die Gebilde haben 
lediglich in bezug auf die Systeme verschiedene Lage. 

Wenn in den Abbildungsgleichungen ~ und 1} Funktionen 
beider Koordinaten sind, heiBt die Abbildung eine allgemeine 
Ve r z err u n g (Anamorphose); ist dagegen ~ eine Funktion von 
x allein, 1} eine Funktion von y allein, spricht man von g e 0 me­
trischer Verzerrung (Lalanne). Es ist fur diese Art der Ab­
bildung kennzeichnend, daB die Koordinatenlinien in ihrer 
Paralleleneigenschaft invariant bleiben. Das letzte Beispiel hat 
gezeigt, daB Verzerrungen, die in allgemeiner Form erscheinen, 
bisweilen auf geometrische zuruckfuhrbar sind. 

Allgemein mogen die Abbildungsgleichungen 

ihre U mkehrungen 

I 
~ =~(x, y), 

1} = 1} (x, y), 

Ix=x(~,1}), 

ly=y(~,1]) 

(54) 

(55) 
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lauten. Es sei ausdrucklich bemerkt, daB die beiden Gleichungen 
(54) [und daher auch (55)] voneinander unabhangig sind. Wahrend 
die Funktionen, die eine konforme Abbildung vermitteln, den 

Cauchy - Riemannschen Differentialgleichungen :~ = :1] und 
o~ 01] x Y 
dy = - ox oder beide der Laplaceschen Differentialgleichung 

_ a2 cp 02 cp 
11 cp = a x2 + 0 y2 = 0 genugen mussen, lassen wir diese Ein-

schrankung fallen, wie schon das Beispiel des doppelt-Iogarith-
. o~ 1 01] 1 

1] = lny zelgt: ax = -;; oy = y mischen Netzes ~ = lnx, 
o~ a1] 1 
" 01= -a ; 11 cp = - 2 01= o. ox y x 

Trotzdem konnen ~ und 1] nicht vollig willkiirlich gewahlt 
werden, wenn die Verzerrungen sinnvolP) sein sollen. Die 

y 

x 

Abb. 43. Abbildung diskreter Punkte. - Gebietsanordnung. Die Punkte a 
und b liegen innerhalb E, ihre Bildpunkte IX und fJ sind notwendig. ver­
schieden voneinander j Punkt c liegt auLlerhalb E, sein Bild r kann mit dem 

Bilde eines innerell Pullktes, etwa mit IX, zusammenfallell. 

Funktionen e und 1] seien differenzierbar, endlich, stetig und 
reell, wenigstens innerhalb angebbarer Bereiche in E und E. 
Wir wollen zulassen, daB ~ und 1] endlichfach mehrdeutig sind, 
jedoch mit folgende~ Einschrankung: um jeden Punkt a soIl es 
ein Gebiet E geben, dessen samtliche diskrete Punkte sich 
wieder in diskrete Punkte abbilden (Fig. 43). Liegt z. B. c auBer­
halb E, so darf das Bild r mit dem Bild eines inneren Punktes 
zusammenfallen, etwa mit IX, liegt dagegen b innerhalb E, so solI 
das Bild fJ notwendig von IX verschieden sein. 

1) Der Begriff der sinnvollenBewegung ist inRoselerundSc hwerd t, 
Einfiihrung in die elementare Bewegungsgeometrie, Berlin: Weidmann 
1924, entwickelt worden. 
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Wir konnten die Frage der eindeutigen Umkehrbarkeit mit 
Hilfe der inversen Funktionen (55) untersuchen. Vorteilhafter ist 
folgender Weg. 

Es seien (x, y) und (x + h, y + k) zwei diskrete Punkte: ihre 
Bilder sind dann ~ (x, y), Y) (x, y) und ~ (x + h, y + k), 1] (x + h, 
y + k). Wenn die Bilder zusammenfallen, bestehen die Gleichungen 

~(x+h, y+k) -~(x,y)=o, 
Y) (x + h, y + k) - Y) (x, y) = o. 

Die Entwicklung nach Taylors Reihe ergibt: 

B~.h+ o~.k+ ... =0, 
ox By 

oY) • h + oY) • k + ... = o. 
ox oy 

(56) 

Wahlen wir h und k so klein, daB die Glieder hoherer Ordnung 
vernachlassigt werden durfen, so konnen wir (56) als ein System 
homogener, linearer Gleichungen fur h und k ansehen. Wenn da­
her die Determinante innerhalb E der Bedingung 

-~-aT----i 

M= ox By 'fOI 
o Y) B_TL I 

_____ ~y--I 

(57) 

genugt, ist das System (56) nur durch h = k = 0 erfullbar, d. h. 
die Bedingung M 'f 0 schlieBt aus, daB Punkten, die in E getrennt 
liegen, ein gemeinsames Bild entspricht: die Abbildung .der Ge­
biete E und E aufeinander ist eindeutig umkehrbar. Die Funk-

tionaldeterminante M __ ~ ~!: ;~ heiBt Determinan te der Ab­

b i 1 dun g. Auch unter der Annahme, daB h und k nicht verschwin­
dend klein seien, laBt sich ein entsprechender Beweis durchfuhren. 

Wenn die ersten partiellen Ableitungen von ~ und Y) stetig 
sind, ist auch M als homogene, bilineare Funktion stetig. Die 
Gleichung M = 0 definiert die Grenzkurven von E und E_ 

Der Inhalt des von drei benachbarten Punkten (x, y), (x + dx, 
y + dy), (x + bx, y + by) gebildeten Dreiecks werde mit dS 
bezeichnet : 

x 

2·dS = x+dx, 

x+ bx, 

y 
y+dy, 
y+ by, 

1 

1 

1 

x 

dx 
bx 

Y 1 
dy 0 

by 0 

= 1 dx dy I. 
bx by 
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Die Bildpunkte sind (~, 1]), (~+ d~, 1] + d1]), (~+ <5~, 1] + 151]), 
und wir erhalten entsprechend: 

2 d1,' = I d~ drJ I 
<5~ <51] • 

Aus (54) folgt 

o~ o~ 
d~ = ,,--dx + -dy; 

ox oy 

o~ o~ 
<5~ = ax <5x + oy <5y; 

(58) 

Mithin gilt auf Grund des Multiplikationssatzes der Determinanten: 

dJE= M ·dS. (59) 

Mist also die ZahlengroBe, die an jeder Stelle (x, y) die VergroBe­
rung (bzw. Verkleinerung) des FHichenelementes angibt; ist 
M > 0, so liegen die Punkte in E und E gleichsinnig, im anderen 
FaIle (M < 0) ungleichsinnig. Von dem linearen MaBstabs­
verhaltnis kann bei allgemeinen Verzerrungen nicht ohne weiteres 
gesprochen werden, da es eine Funktion der Stelle und der Rich­
tung ist. 

Die Flachenelemente dS und dJE lassen sich ebenfalls im An­
schluB an die Abbildungsformeln (55) vergleichen: 

ax ax oy uy 
dx = Cld~ + __ 'l-d1]; dy = ~d~ + -'"11 dl); 

v~ VII V" V./ 

ax ox 
<5 x = at <5 ~ + a-;J <51] ; 

ox ox 
M= o~ 01] +0. 

oy oy 
a§ (jll-

Wir erhalten demnach: 

dS = M ·dJE. 

(60) 

(61) 

Aus (59) und (61) folgt sofort der Reziprozitatssatz der 
Funktionaldeterminanten: 

(62) 
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Wir Iosen (58) nach dx und dy auf: 

o~ o~ 
ox dx + oydy -d~ =0, 

01] 01] 
ox dx + oydy -d1]=O. 

(63) 

Aus (60) foIgt aber nach Multiplikation mit M: 

dx·M= :;'.M'd~+ :~'M'd'f};l 
(64) 

oy oy 
dy. M = o~' M· d~ + fl1]' M· d1]. 

Durch Vergleichung der Formeln (63) und (64) erhalten wir 

fl~ - fly' fl1] - oy' (65) 
flx M - 01] flx M - - o~ 1 
oy M __ 81] fly M _ ~ 
fl~ - ox' 01] - ax' 

[Satz von J aco bi1).] Entsprechende Ausdriicke ergeben sich 
durch Auflosung von (60) nach d~ und d1] und Vergleichung 
mit (58). 

Beispiele. 1. Fiir das doppelt·logarithmische Netz ~ = In x, 'fJ = lny 

ergibt sich: iJiJ~ =~, iJiJ~ = 0; iJiJY = 0; iJiJ y =~, mithin M = _1_. 
x x Y x 'fJ Y x'y 

Daraus erkennen wir, daB fiir kleine Werle (x y), d. h. fiir Punkte in der 
Nahe der Achsen die Flachenelemente gedehnt werden, fiir groBere Werle 
(x y), also an Stellen, die vom O·Punkt weit entfernt liegen, eine wesentliche 
Drangung einsetzt. Da x und y notwendig beide positiv sind, ist die Ab­
bildung stets gleichsinnig. 

2. Das auf S. 20 benutzte Netz (s. Abb. 11, oben links) ~ = X2, 'fJ = c· y 
ist durch M = 2 c x gekennzeichnet. Durch M = 0 wird die Gerade x = 0 
als Grenzlinie zweier Gebiete bestimmt. In der Tat werden die beiden 
Halbebenen x < 0 und x> 0 a.uf dieselbe Halbebene ~ > 0 abgebildet. 
Die rechte Halbebene x> 0 werde als Gebiet E bezeichnet; dann liegen 
in den Bildpunkten der E angehOrenden Originale die Bilder von Punkten 
aus der linken Halbebene; schlieBen wir die linke Halbebene aus, so ist 
die Abbildung eindeutig und eindeutig umkehrbar. 

Fur die Konstruktionen in Funktionsnetzen erweist sich bis­
wellen ein Satz von Nutzen, der sich auf die Winkelverzerrung 

1) Werke III, S.385, § 8. 
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bezieht. Zwei benachbarte Originale (x, y) und (x + dx, y + dy) 
bestimmen eine Richtung gegen die x-Achse, deren Tangens-

funktion r = ddY ist; sie geht iiber in eine Bildrichtung durch den 
x d~ 

Punkt (~, IJ) mit der Tangente Q = d~' GemaB (58) ergibt sich 

a~ a~.dy 
d~ a;;+ay';rx 
d~=a~ a~dy' (66) 

_..1-_._ 

ax I ay dx 

Da M +0 und ferner an jeder einzeln betrachteten Stelle (x, y) 
bzw. (~,~) die partiellen Ableitungen konstant sind, stehen also 
die Tangensfunktionen einer Richtung und ihrer Bildrichtung bei 
jeder beliebigen Verzerrung der Ebene in projektiver Abhangig-
k~: +b a . r 

Q = c+ d.' r . (67) 

Wenn wir bei der Verzerrung einer Ebene Kurven abzubilden 
haben, konnen wir daher durch Rechnung oder Konstruktion 
gemaB § 13 die Tangentenrichtungen der Bildkurven ermitteln. 

Das Ergebnis (67) kann auch dahin formuliert werden: Bei 
jeder Verzerrung haben vier durch einen Punkt gehende Rich­
tungen und ihre durch den Bildpunkt gehenden Bildrichtungen 
dasselbe Doppelverhaltnis. 

In geometrisch verzerrten Netzen ; = ; (x), 'YJ = 'YJ(y) nimmt (67) die 
besondere Form an: 

e=const·'T. 
So ergibt sich in doppelt-logarithmischen Papieren 

x 
e=rY"·'T. 

Beispiel. Die Tangenten der Kurve y = x" haben den Anstieg 

'T = n . x" - 1; darans folgt (! = ~ . n . x" - 1 = n in tlbereinstimmung mit 
x" 

dem konstanten Anstieg der Bildkurve 'YJ = n • ;. 

§ 19. Ausgleichung von Beobachtungen. 
Nomographische Aufgaben sind oft eng mit der Ausgleichung 

von Wertepaaren verkniipft. Die soeben entwickelten Abbildungs. 
satze gestatten, die Ausgleichung in beliebig verzerrten Funk­
tionsnetzen allgemein vorzunehmen. 

Wir stellen die n mit "Fehlern" behafteten Wertepaare 
(68) 

Schwer d t, Nomographie. 6 
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als Punkte PI'" . Pn in einem rechtwinkligen kartesischen Ko­
ordinatensystem dar. Der £unktionale Zusammenhang Y = f(x) 
sei bekannt. Auf Grund der Funktion f ergibt sich zu Xn der zu­
gehorige Wert y.., wahrend Yn beobachtet worden ist. 

Die in f enthaltene:p. Konstanten sollen derart bestimmt 
werden, daB die Verbesserungen 

Zn = Yn - Yn 

den beiden Bedingungen geniigen: 

Zl + Z2 + ... + Zn == ~ Z = 0, 

(69) 

(70) 

Z~ + ~ + ... + Z~t == ~ Z2 = Minimum. (71) 

Zumeist wird in der Praxis die Ausgleichung der Punkte P nach 
Gutdiinken vorgenommen, indemeine glatte Kurve so gelegt 
wird, daB sie an allen Punkten P moglichst dicht vorbeigeht; nur 
in den seltensten Fallen diirfte dieses mechanische Verfahren den 
Bedingungen (70) und (71) gerecht werden. 

Falls f linear, das gesuchte Kurvenbild also geradlinig ist, 
gestattet ein von Mehmke angegebenes Verfahren die graphische 
Ausgleichung unter Beriicksichtigung von (70) und (71). Die 
Gleichung der Geraden laute 

y=ax+b. (72) 
Demnach ergibt sich 

Zn = Yn - ax'll - b, ~> = ~y-a~x - nb =0, 

~Y ~x -=a·-+b. (73) 
n n 

Hierin bedeuten aber Xo = ~ x und Yo = LY die Koordinaten 
n n 

des Schwerpunktes S der mit gleichem Gewicht vorausgesetzten 
Beob~chtungspunkte Pn• 

Die Bedingung (70), das arithmetische Mittel der Verb esse­
rungen solIe verschwinden, wird also von jeder durch S gehenden 
Geraden erfiillt. 

Wir legen durch Seine beliebige, der gesuchten jedoch augen­
scheinlich moglichst nahekommende Probegerade fit, welche die 
Ordinatenachse in Tl schneidet, und messen fiir jeden Punkt Pn 
die Strecke Zn = Yn - Yn in bezug auf diese Gerade. Es ist dann 
moglich, den Wert L Z2 in beliebiger Zeicheneinheit abhangig von 
der Lage Tl darzustellen (s. Abb. 44), und wir erhalten somit den 
Hilfspunkt HI' (TIHI = ~Z2.) Dieselbe Konstruktion wird fUr 
eine Anzahl anderer Probegeraden vorgenommen, etwa fiir vier 
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bis fiint Durch die zugehOrigen Punkte H laBt sich eine parabel­
ahnliche Kurve legen, die mit hinreichender Sicherheit das Mini· 
mum von l: Z2 hervortreten laBt. Verbindet man den zum Mini 

mm 
l 

1001.0 

9 

8 

7 

8 

5. 

f 

J 

Z 

1 

lO' 
H~ 

---~·-·::·---·-·:i~·· 

85 

i' :::::::::::--::::."!-!A~.-lt 

Abb. 44.· Ausgleichungskonstruktion nach Mehmke. 
(Lange eines Meterstabes abhangig von der Temperatur). 

mum gehorigen Punkt T mit S, so erhi1lt man die "wahrschein­
lichste" Gerttde; ihre Bestimmungsstiicke ergeben die ausge­
glichenen Konstanten in f. 

Es bedarf keiner besonderen Betonung, daB die Konstruktion 
der Hil£skurve H H an irgendeine feste Gerade T T angeschlossen 
werden kann. 

Beispiel. 
peraturen 

zu 
gemessen1) 

Abb. 44. Die Lange eines Meterstabes wird bei den Tem-

t = 20'" 40° 50° 60° C 

Z = 1000,22 1000,65 1000,90 1001,05 mm 

Die ZeicheneiDheiten sind derart zu wahlen, daB sowohl die Boob­
achtungsgenauigkeit von t und Z zur Geltung kommt, als auch die Tei­
lungslii.ngen fiir t und Z annahernd gleich werden, z. B. E(l°) = 2 mm 

1) Vgl. hierzu die numerische Durchfiihrung diesas Beispieles in Kohl­
rausch: Prakt. Physik Abschnitt 3, III. 

6* 
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E(O,1 lim) = 10 lim. Die Hilfskurve !aBt bei Hs das Minimum erkennen, 
und wir lesen nach Messung des Anstieges aus dem Blatt unmittelbar die 
Gleichung des Meterstabes ab: 

l = 999,805 + 0,0212 to. 
Der" Stab hat bei 9,2° die Lange 1 m. 

Es ist oben gezeigt worden, daB durch Verzerrung d'es Zeichen­
blattes jede Kurve in eine gerade Linie gestreckt werden kann. 
Dabei haben wir im vorliegenden FaIle die Voraussetzung zu 
treffen, daB die Verzerrungsgleichungen keine derjenigen Kon­
stanten von I(x) enthalten, deren Ermittlung durch Ausgleichung 
erstrebt wird. Das Funktionsnetz (~, 1]) solI also unabhangig 
sein von den Parametern der Kurve. Als Beispiele seien die doppelt­
logarithmischen Netze fur die Funktionen Y = a' Xb, die einfach­
logarithmischen fur y = a' ebz, das Netz ~ = X2, 1] = y2 fiir die 

x2 y2 
Ellipsen und Hyperbeln a2 ± b2 = 1 genannt. In verzerrten Dar-

stellungen bedarf die Mehmkesche Konstruktion einer wesent­
lichen Veranderung. 

Wir untersuchen zunachst die Ausgleichung in geometrisch 
verzerrten Netzen: ~ = u(x), 1] = v(y). 

Die Beobachtungspunkte (x, y) bilden sich in die Punkte ~ = u(x), 
ij .:.-. v (Y) abo An Stelle der Verbesserungen Z laBt die Darstellung 
die Strecken ,= ij - 1] hervortreten, und es handelt sich darum, 
aus der meBbaren Strecke , die Verbesserung z zu ermitteln. 
Falls die Zuschlage z hinreichend klein sind, kann die Taylorsche 
Entwicklung mit dem zweiten Gliede abgebrochen werden: ,= v(Y) - v(y), 

=z·v'(y). 
Wir erhalten demnach 1 

z = v'(y) ., . (§ 11, 11). (74) 

1m Funktionsnetz lautet die Gleichung der Bildgeraden 

1]= a' ~ + b. 
Daraus folgt , = 1] - a ~ - b , und es ergeben sich die ge· 
suchten Verbesserungen: 

1 _ 1 1 1 
Zl = -, '1 = 1]1 • -,--(-) - a . ~1 • --,-("-) - b • -,--(-) , v V Yl V Yl V Yl 

1 _ I 1 1 
Zn = ;; . 'n = 1]n • V'(YJ - a . ~n V'(YJ - b . ~ . 

~z = ~!L-a ~l-b. ~.!... 
~ ~ v' ~ v' ~ v' 
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Die Bedingung (70), 2: z = 0, fiihrt daher auf die Gleichung: 

n ~ 
~v' ~v' 
--=a---b. 
~~ ~~ 
~v' ~v' 

Hierin bedeuten aber ~o = ~ ;, : ~ :' und 'Y/o = ~ :. : ~ I, 
die Koordinaten des Schwerpunktes der n Punkte, wenn jeder Punkt 

mit dem Gewicht !, versehen wird. In geometrisch verzerrten 
v . 

Netzen geniigt daher der Bedingung (70) jede Gerade durch 

den Schwerpunkt der mit den Gewichtsn !, versehenen Be-
obachtungspunkte. v 

In allen Netzen mit regelmaBiger Ordinatent!lilung, v' = const, ist 
mithin die Mehmkesche Konstruktion ohne weiteres anwendbar (Hart­
mannsches Dispersionsnetz, einfach-Iogarithmisches Netz). Fiir die Netze 
mit logarithmischer Ordinatenteilung, 'YJ = logy, gilt bis auf einen kon-

1 
stanten Faktor, v' = - , 

y 

(75) 

es ist daher jeder Punkt mit einem Gewicht zu versehen, das dem Numerus 
seiner Ordinate proportional ist. 

Beispiel (Abb.45.) Die Folge 

x = 1,0 1,6 2,5 6,0 8,0 10,0 
Y = 2,5 5,0 10 45 90 140 

solI durch eine Funktion y = a . i" zusammengefaBt werden. 1m doppelt­
logarithmischen Netz erhalten wir die Bildpunkte Pl'" Ps , denen gemaB 
(75) die Gewichte 2,5 ... 140 beizU:legen sind. Es ergibt sich der Schwer­
punkt S, x = 7,8; Y = 86 (numerische Angabe!). Die Konstruktion 
fiihrt dann auf die wahrscheinlichste Gerade 

'YJ = 2,0l'; + logl,36. 

Die gesuchte Funktion ist daher y = 1,36x2, sie faSt die gegebenen Werte­
paare derart zusammen, daB die Quadratsumme der Fehler ein Minimum 
wird. 

Beider Ausgleichunginallgemein verzerrtenNetzen ~ = u(x, y), 
fJ = v (x, y) handelt es sich in gleicher Weise darum, die Ver­
besserungen z aus meBbaren Strecken 1; der Zeichenebene ab­
zuleiten. Der Bildpunkt P des Wertepaares x, y hat die Koordi-
naten ~ 

6" = u(x, y), if = v (x, y), 
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Abb. 45. Ausgleichung einer parabolischen Funktion. 
Doppelt-logarithmisches N etz. 

/ 

er erscheint als Schnittpunkt der Bildkurven, welche die Be­
zifferung (x) bzw. (Y) tragen (Abb. 46). Es sei Q der Punkt, der 
nach erfoIgter Ausgleichung dieselbe Abszisse ~ hat; mit Riick­
I;licht auf y = y - z sind seine Koordinaten: 

~ = u (x + h, Y - z), rJ = v (x + h, Y - z) . 
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Die ersten Glieder der Reihenentwicklung ergeben dann 
_ ov av 

C='Y} -'Y}=-'z --·k, ay ox 
wobei die Ableitungen an der Stelle x, 11 zu bilden sind. 
von P zu Q konstant bleibt, 

. au au 
d;==-k--z=O, ax ay 

au 
ergibt sich: h = z ~ '!L , 

vu' 

(76) 

Da ~ 

ax 
mithin a.us (76): 

y 
1/ x 

x+h au 

Abb. 46. Ausgleichung im allgemein 
verzerrten N etz. 

o~ a 
Auf Grund des Jacobischen Satzes (§ 18,65) lJ = M a y er-
halten wir I ay I x 'YJ 

IZ = C • an I' (77) 

Zur Bestimmung des Schwerpunktes ist demnach in allgemein 

verzerrten Netzen jeder Punkt mit dem Gewicht :~ zu versehen; 

wenn ~ Z2 zu einem Minimum gemacht werden soll, sind die mit 

:y multiplizierten Abstande C bei der Quadratbildung in Rech-
'Y} . 

nung zu stellen. - bas Verfahren ist auf aIle Funktionen mit nur 
zwei wesentlichen Parametern anwendbar. 

§ 20. Einige HiIfssatze tiber adjungierte Systeme. 
Fiir die in § 21 und § 45 zu erorternden Abbildungen ist es 

vorteilhaft, die mathematische Herleitung und praktische Rech­
nung in Determinantenform zu geben. Dabei werden einige 
Satze und Operationen haufig wiederkehren. Wir beschraDken 
uns auf Determinanten dritten Grades 

~1 ~2 

lal = a21 a22 

a31 a32 · 

(78) 
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Denkt man sich die durch das Element ai k . hestimmte Zeile und 
Spalte gestrichen, so entsteht die dem Element aik »l:omplemeh­
tare« Unterdeterminante zweiten Grades Aik> wenn man das 
Vorzeichen (_I)i + k hinzufiigt, z. B. 

ja 22 a23i, All = + 
a32 a33 i 

Die Determinante All Au A 13 

I A I = A21 A22 A 23 

A31 A32 A33 

heiBt der Determinante I a I »adjungicrt«. 

(79) 

Eine Determinante I a I liWt sich nach Unterdeterminanten ent­
wickeln: allAn + a12 A 12 + al3 Al3 = [a I, 

allAn + a21 A 21 + asl A31 = lal· 

Entsprechende Entwicklungen ergeben sich fur die heiden anderen 
Zeilen und Spalten. Es gelten daher die 6 Beziehungen 

1:aikAik=/ai. (80) 

Wir bilden die Summe: 

an A21 + a l2 A 22 + als A 23 --'-- all (a1S a32 - a I2 asa) 

+ a12 (all a 33 - a l3 a S1 ) 

+ alS (aU a 31 - au a 32 ) 

=0. 

In gleicher Weise laBt sich durch Rechnung die Identitat 

all ASI + au AS2 + a l3 A33 = ° 
bestatigen. Fur die Elemente jeder Zeile und Spalte bestehen zwei 
Relationen dieser Art, so daB 12 weitere Bedingungen zu (80) 
hinzutreten. Wir erhalten demnach ein System von 18 Relationen: 

ail All + ai2 A l2 + aiSAIS = 0, wenn i =1= l, 

= lal, wenn i=l. 

i = 1,2,3; 1 == 1,2,3. 

alkAli + a 2k A 21 + a3kASI = 0, wenn 

= lal. wenn 

k =1= l, 

k=l. 

k = 1,2,3; 1 = 1,2,3. 

(Satz von Cramer, 1750.) 

(81) 
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Das Produkt 

lal·IA!= 

an An +a12AI2+aI3AI3' an A21 +aI2A22+aI3A23' an A 31 +a12A32+aI3A33 

a21 An +a22AI2+a23A13' a21 A21 +a22A22+a23A23 ' a21 A31 +a22A32+a23A33 

a31 An +a32A12+a33A13 ' a31 A21 +a32A22+a33A23 ' a31 A31 +a32A32+a32A33 

[Multiplikationssatz der Determinanten1)] nimmt auf Grund der 
Formeln (81) die Form an: 

Iia l 0 0 

lal'IAI=,o lal 0 

o 0 I a I 
= lal3 • 

Damit gewinnen wir den Satz von Cauchy (Journ. de l'Ecole 
polyt. Bd. 17, S. 82): 

(82) 

Aus den 18 Formeln des Cramerschen Satzes wahlen wir drei 
auf die Elemente einer Zelle beziigliche aus: 

anAn + a12 A12 + al3 A 13 = I a I, 
an A21 + a12 A 22 + al3 A 23 = 0, 

an A31 + a12 A32 + al3 A33 = o. 
(83) 

Dieses System gestattet, die GraBen an, a12 , al3 durch die 
Glieder Aik auszudriicken: 

an ·1 A 1= i a I· (A 22 ' A33 -A23 · A 32) = I a I' B n , 

a12 ' ! A i = I a I • (A 23 . A31 - A21 . A 33 ) = I a I' B12 , 

al3 ·1 A I = I a I' (A21 • A32 - A22 . A31 ) = I a I· Bl3 , 

wenn Bik die dem Element Aik komplementare Unterdetermi­
nante in I A I ist. Die entsprechenden Gleichungen gelten fiir 
die iibrigen Elemente aik. Da I A I = I a 12 ist, erhalten wir den 
Satz von J aco hi (Crelles Journ. Bd. 22): 

1 aik • I a I = Bik I· (84) 

Die Anordnung der Elemente einer Determinante hei13t Matrix 
(Cayley). Verschwinden in einer Matrix zwei Elemente derselben Zelle 

1) VgLAnhang IV. 
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(oder Spalte), so sind auch zwei in einer Spalte (oder Zeile) stlilhende 
Elemente der adjungierten Matrix gleich Null, z. B.: 

( : : ~) und (~ ~ ~), (~:~) und (~ ~ ~). 
aaa OOA aaa AOA 

Das notwendig von Null verschiedene Element, (durch Fettdruck hervor­
gehoben), bleibt in seiner Stelle erhalten, eine Zelle mit zwei verschwindenden 
Elementen entspricht siner Spalte der adjungierten Matrix und umgekehrt. 

Die Satze (SO), (S2) und (S4) bewirken wesentliche Erleichterungen der 
praktischen Rechnung. 

§ 21. Die projektive Abbildung. 
Da die nomographischenMethoden die Benutzung 

gerader Linien bevorzugen, sind jene Verzerrungen 
von grundlegender Bedeu­
tung, bei denen die geraden 
Linien als solche erhalten 
bleiben .. Wir schicken ein 
geometrisches Bild fiir der­
arlige Verzerrungen voraus. 

In einer Grundebene E 
(Abb. 47) befinde sich eine 
einfache Leiterlafel. Die Ab­
lesevorschrift beruht auf der 
fluchtrechten Lage der drei 
zusammengehorigen Bild­
punkte; wenn wir die Tafel 
durch Verzerrung der Grund­
ebene verandern wollen, so 
miissen wir daher unbedingt 

..§ :S daran festhalten, daB aHe 

.~ . ~ moglichen Ablesegeraden ge­
j;l ~ radlinig bleiben. D~ die Lage 
~ . der Ablesegeraden - wenn 
[l~ 
~ II auch nur in einem gewissen . 

".., praktisch gegebenen Bereich 
- keiner Einschrankung un­
terliegt, besagt diese Forde­
rung, daBalle geradenLinien 
wieder in gerade Linien iiber­
gehen. 

Abbildungen, welche die­
ser Bedingung geniigen, sind 
aus der Perspektive bekannt. 
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In Fig. 47 ist die (wagrechte) Ebene E vom Projektionszentrum P 
aua am die (senkrechte) Zeichentafel E perspektivisch abgebildet. 
Der gemeinsame uneigentliche Punkt der drei Trager (IX), ((J) und (y) 
bildet sich in den Punkt S ab; die Teilung auf dem Bildtrager SA 
leitet sich aus der Teilung des Originals AAI durch perspektivische 
Konstruktion abo Das Entsprechende gilt fiir die Teilungen SB und 
BBI in der Ebene PSBBI und die Leitern (y) in der Ebene PSOOI . 

Es ist schon an dieser Stelle zu ersehen, daB die perspektivische Abbildung 
unter Umstanden gewisse Vorziige gewahrt; Tafeln unhandlicher Abmessung 
konnen auf beschranktem Zeichenraum dargestellt werden, wobei die 
Besonderheiten der Leitem proj (IX) zur Geltung kommen. So weist der 
in Fig. 30 wiedergegebene Zusammenhang auf einen analytischen Ansatz 
hin, dessen Darstellung unbefriedigend ist; erst die nachfolgende perspek­
tivische Abbildung ergibt eine brauchbare TafeHorm (s. § 37). 

Fiir die Praxis kommt die Vorstellung einer wirklichen Per­
spektive nicht in Frage, da einmal die zeichnerischen Verfahren 
zu miihevoll und ungenau sind, zum anderen die geeignete Wahl 
eines Projektionszentrums und einer Bildebene sich nur schwer 
iiberschauen laBt. Wir deuten den soeben veranschaulichten 
Zusammenhang zwischen E und E als Verzerrung. Der analy­
tische Ausdruck einer Abbildung, die jede gerade Linie wieder in 
eine gerade Linie iiberfiihrt, wird durch die linear gebrochenen 
Funktionen gegeben: 

~ = au x + a12 y + a l3 , 

€t 31 X + a32 y + a33 

a2l x + a22 y + a23 n= . a31 x + a32 y + a33 

(85) 

Damit die AuflOsung des Systems (85) nach x und Y moglich sei, 
muB die Determinante 

an al2 a l3 

lal = a 21 a22 a23 

a31 aS2 a33 

(86) 

von Null verschieden sein. Wir bezeichnen wie in § 20 die dem 
Element aUe komplementareUnterdeterminante mit Aik ; dann 
ergibt die Auflosung von (85): 

An ~ + A 2l n + A31 x= , 
A13~ + A 23 n + A33 

_ A12~ + A 22 n + Ass 1) Y- . 
. AIS~ + A 23 n + AS3 

(87) 

1) Auf Zeilen und Spalten achten! 
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Eine projektive Verzerrung ist durch Angabe der Matrix (a) bzw. 
(A) vollig bestimmt. 

Eine spezielle Abbildung, die wir im § 25 auf Multiplikationstafeln an­
wenden werden, erfiihrt auf Grund eines physikalischen Zusammenhanges 
eine anschauliche Darstellung; zugleich erkennen wir dabei, daB der Ansatz 
(85) bzw. (87) allgemeinere Abbildungen umschlieBt, als die Perspektive 
zu vermitteln vermag. 

Es bedeute in Abb.48 ST einen Achsenschnitt eines wenig gekriimmten 
Spiegels mit dem Brennpunkt 0 und dem Kriimmungsmittelpunkt C. Nach 

Abb. 48. Optische Deutung einer pro­
jektiven Verzerrung. 

bekannter Konstruktion liiBt sich 
zu einem gegebenen Punkt a (Ori-

ginal) das Bild ex finden; f = - T ' 
x • ~ = 12. Mithin liegt die Abbil­
dung vor: 

12 
~=x' 'I'J=_U: 

x 

\
0 0 121 

I a I = 0 -I 0 = j3, 
1 0 01 

1
0 0 / I 

AI= 0-/2 O[=JR. 
1/3 0 0 

Die Verzerrung der Ebene E in die Endform E kann daher in einfacher 
Weise durch Bewegung eines leuchtenden Punktes a und seines Bildes ex 
veranschaulicht werdenl ). Bemerkenswert ist die Tatsache, daB die Ab-

bildung ihre eigene Ulnkehrung ist2): x = t, y = _I; . 
Die Verzerrungsgleichungen (85) enthalten acht wesentlichePara­

meter; die zu ihrer Bestimmung notwendigen acht Gleichungen 
konnen durch die V orschrift gegeben werden, daB vier vorgelegte 
Punkte, von denen nicht drei auf .einer Geraden liegen, in vier 
vorgeschriebene Endlagen gelangen. 

Mit Riicksicht auf die Anwendungen untersuchen wir zu­
nachst die Verzerrung von Strahlenbiischeln, wozu auch Parallel­
scharen zu rechnen sind. 

Der Bildpunkt des Tragers (Xl YI) kann sofort aus (85) ab­
gelesen werden. 1m besonderen geht der O-Punkt in den Bild-

punkt ~o = a13 , 1]0 = a23 iiber; er bleibt demnachfest, wenn 
au3 . a33 

a13 = a23 = 0, sein Bild liegt auf der ~-Achse, wenn a23 = 0, 
auf der 1]-Achse, wenn al3 = O. Fiir a3S = 0 wird das Bild un-

eigentlich, und zwar auf der Geraden 1] = a23 • ~ • Handelt es 
a l3 

1) Schoentjes, H. (Gent): Mathesis 1900, S.I45-150. 
2) Dies lii13t sich sofort aus I a I und I A I ablesen. 
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sich um eine ParaJlelschar, so ist Xl ~ 00 , Yl ~ 00 zu setzen; 
das vom O-Punkt auf die Schar gefallte Lot (Abb. 49) bilde mit 
der x-Achse den Winkel cP, dann gilt Xl : Yl ~ - tg cP, und wir 
erhalten: . 

I: _ £1,11 s!n cp---=-_a_~~os cp a2l sin cP - a22 cos cP 
"1 - '. . , YJl = . (88) a3l SIn cP - a32 cos cP a31 SIn cP - a32 COS cP 

Da der N enner a3l sin cP - a32 cos cP stets fiir einen reellen Wert 
CPl verschwindet, ergibt sich, daB jede Verzerrung eine Parallel-

schar tg CPl = !1'3~ = Mnst in ihrer Paralleleneigenschaft inva-
a3l 

riant laBt. Sobald wir die Parallelen­
invarianz fiir eine weitere Schar CP2 for­
dern, ist das System 

a3l • sin CPl - a32 cos CP1 = 0 , 
a3l • sin CP2 - a32 cos CP2 = 0 

nur durch a31 = a32 = 0 erfiillbar; dann 
bleiben aber notwendig aIle Parallel­
scharen als solche erhalten. Die Abbil­
dung fiihrt in dies em FaIle auf ganze 
lineare Abbildungsgleichungen. Verzer­
rungen dieser Art heiBen affin. 

Die Ab bildung der einzelnen Elemente 
eines Strahlenbiischels bedarf in theOl'e­
tischer und praktischer Hinsicht der Er­
orterung. 

Die Gerade g = u . x + v . y + 1 = 0 
ist durch Angabe der GroBen u und v 

A bb. 49. Linienkoordinuten 
(u, v) und Beziffernng (IX) 

einer Purullelschar. 

definiert; die Schreibung --.3_ + -.11_ = 1 
1 1 

laBt erkennen, daB 

u v 
1 1 . d die Achsenabschnitte - - bzw. - - sm . Die Werte u und v 
u v 

heiBen Lin i e n k 0 0 r din ate n der Geraden. Wir betonen aus­
driicklich, daB die Koordinaten u und v sich auf ein karte­
sisches System beziehen. So ist beispielsweise durch die Koordi­
naten u = - h v = 3 die gerade Linie bestimmt; deren Achsen­
abschnitte 2 und - 3 betragen. Bei der Verzerrung geht die Ge­
rade (u, v) in die Bildgerade (U, V) iiber: G = U' ~ + V' YJ + 1 =.0. 
Driicken wir in g = 0 die Koordinaten X und Y gemaB (87) durch ~ 
und YJ aus, so ergibt sich: 

G = (uAn + VAl2 + Ala); + (uA21 + VA 22 +A2a )'YJ + (UA3l + vA 32 +Aaa) = O. 

x 
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Wir haben den Gleichungen (85) demnach die folgenden hinz~u­
fiigen: 

U = uAn + VA12 + A13 
uASl + vAs2 + Ass' 

V = U..4.2l + vA22 + A 28 

uASl + vAs2 + Ass 
; 1) 

(89) 

sie gestatten sofort, das Bild der uneigentlichen Geraden u =0, 
v = 0 anzugeben: A A 

U IS V -~ , 
o = Ass " 0 - Ass . 

Dabei sind im wesentlichen drei besondere Lagen zu unterscheiden. 
Das Bild der uneigentlichen Geraden geht durch den O-Punkt 
(~ = 0, 'fJ = 0), wenn AS3 = 0, verlauft parallel zur ;-Achse 
(Uo = 0, Vo to), wenn A13 = 0, parallel ZUl' 'fJ-Achse (Uo t 0, 
Vo = 0), wenn A 23 = O. Die uneigentliche Gerade bleibt erhalten, 
wenn A13 = A 23 = 0; diese Bedingung ist aber gleichbedeutend 
mit aSl = aS2 = 0, d. h. die uneigentliche Gerade bleibt nur bei 
affinen Verzerrungen invariant. 

Die Bezifferung einer Parallelschar erfolgt zweckmaBig auf 
dem vom O-Punkt auf die Schar gefallten LOt durch Angabe der 
Funktion f (IX); die Zeicheneinheit sei in f (IX) einbezogen. (Abb.49.) 

f(IX) = -~coscp, f(IX) == -~'SinP'1 u v 

coscp sincp 
U= - t(IX) , V= - t(IX)' 

Demnach erhalten wir 

U .....: A13f(IX) - (An coscp + A12 sincp) } 
AS3f(lX) - (ASI coscp + AS2sincp) , 

V = A23f(lX) - (Au coscp + A2s sincp) 
, AS3f(IX) - (As! coscp + AS2sincp) . 

(90) 

(91) 

Da durch (85) der Trager gegeben ist, kann die Bildschar mit 
Hille e i n e s der beiden Werte U und V ermittelt werden. 

Beispiel. Wir nehmen die Verzerrung eines rechtwinkligen 
Funktionsnetzes vor: x = t(IX), y = g(f3). [Z. B. Millimeterpapier: 
t(IX) = reg IX , g(f3) = regf3, Logarithmenpapier t(IX) = log IX , 
g(f3) = logf3 bzw. f(IX) = log IX, g(f3) = regf3.] 

1) Auf Zeilen und Spalten achten! 
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Parallelsehar (x): g;=0. eosg;=l, sinlp=O.\ 

Trager: ~l = all!, 1Jl = a\!\! • [Vgl. (88).] 1(92) 
a3\! a3\! 

Bildsehar: U(/X) = AlS · t(/X)-An bzw. V(IX) = AIl3t(IX)-AIl1 . 
Ass· f(iX)-Asl A S3 t(lX) -A3l 

Parallelsehar (y): 

Trager: ~Il = an, 1J2 = a2l • [Vgl. (88).] ) a3 a 
1 Sl (92a) 

Bildsehar: U«(J) = AlSY(P) -A12 bzw. V«(J) = A\!sY(P) -AIl2 . 
A3SY(P) -As\! AssY(P) -A3\! 

Eine Besonderheit der projektiven Verzerrung ist ffir die An­
wendungen bedeutungsvoll. In der speziellen, dureh Fig. 47 dar­
gestellten Abbildung wollen wir die E-Ebene um die Gerade AOB 
umlegen inE. Dann fallt gewiB die Gerade AS auf die Gerade AA l , 

und es werden das Original DDI und das Bild D'Dl zur Deekung 
gelangen. Beriieksiehtigen wir ferner die Gerade AOB selbst, so 
bleiben bei der Verzerrung der E-Ebene demnaehdrei gerade 
Linien in ihrer Lage fest; die Punktanordnung auf AOB wird 
nieht geandert, die auf AAI und DDI ist dagegen verzerrt. 

Allgemein laBt sieh die Existenz invarianter Trager wie folgt 
zeigen. Soll die Gerade Y = U • x + v . y + 1 = 0 invariant bleiben, 
so mussen die Koordinaten U, V der Bildgeraden gleieh u, v sein: 

U = u = An u +A12 V +AI3 , V= v = Au u +A22 V +A23 . (93) 
A3l u + A3\! V + A33 A3l U + A32 V + A33 

[Vgl.(89).] Wirbezeiehnen den Nenner A31U+A32V+A33 mit 2 
und erhalten fur die beiden Unbekannten u und v drei Be­
stimmungsgleiehungen: 

oder: 

An u+A12 v+A13 = l·u, 

A;!lU+A22V+A 23 = 2·v, 
A31U+A32V+A33 = 2, 

u(An-l)+vA12 + A13 =0, 

u Alii + v (AIl2-2) + A 2S = 0, 

U A3l +VA32 + (A33:-2)=0. 

(94) 
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Diese drei Gleichungen sind nur dann miteinander vertraglich, 
wenn die Determinante identisch verschwindet, d. h., wenn die 
»charakteristische Gleichung« besteht: 

Au - A A12 A 13 
A21 A22 - A A 23 = 0 . (95) 

A31 A32 A33 - A 
Damit gewinnen wir eine Gleichung dritten Grades, die mindestens 
eine reelle, endliche Wurzel Al besitzt, gegebenenfalls drei reelle 
Wurzeln AI' A2 , Aa. Jeder Wert A vermittelt eine Losung (u, v) 
des Systems (94), das sich auf hochstens zwei Gleichungen redu­
ziert, da die dritte aus den beiden anderen folgt. 

Es gibt daher bei jeder projektiven Verzerrung mindestens 
eine invariante Gerade (als Trager), und es lassen sich Verzerrungen 
angeben, bei denen drei Trager in Ruhe bleiben. 

Wir versagen es uns, die Untersuchungen wiederzugeben, die sich auf 
die verschiedenen Kombinationen der Wurzeln beziehen, da sie im folgenden 
nomographisch keine Auswertung erfahren. (Vgl. die Aufgaben 69 und 70.) 

Die entsprechenden Dberlegungen fUhren zur Ermittlung 
fester Punkte. Wenn wir den Nenner in (85) mit Y bezeichnen, 
so gelten fUr einen invarianten Punkt x = ~,Y = YJ die Gleichungen 

aUx+a12y+a13 = Y'X, I 
a21x+a22y+a23 = Y'y, 
a31x+a32y+a33 = Y, 

x.(au-Y) +Y'a12 + a13 : 0, j 
x a21 + Y (a22 - Y) + a23 - 0, 
x'a31 +Y'a32 + (a3a -Y) = O. 

(96) 

oder: 

Die charakteristische Gleichung 

=0 (97) 

hat mindestens eine reelle, endliche Wurzel Y1 ' gegebenenfalls 
drei reelle Wurzeln Y 1 ' Y 2 ' Ya, die aus (96) eine bzw. drei Losungen 
vermitteln. 

Es laBt sich leicht zeigen, daB in jedem Falle ein Festpunkt 
auf einem invarianten Trager liegt und umgekehrt eine invariante 
Gerade durch einen Festpunkt hindurchgeht. Es gibt 002 pro­
jektive Abbildungen, die ein wirkliches Dreiseit und somit drei 
Punkte in Ruhe lassen. 



§ 22. Konstruktive Verzerrungen an Kegelschnitten. 97 

Wenn wIT. eine nomographische Tafel projektiv verzerren. 
k6nnen wir also drei beliebige Punkte festhalten und die Endlage 
eines vierten vorschreiben. Dabei diirfen unter den ausgewahlten 
Punkten nicht drei auf einer Geraden liegen. Die gleiche Aussage 
laBt sich auf gerade Linien beziehen. Es gibt stets eine und nrn 
eine Abbildung, welche die gestellten Bedingungen erfiillt. 

Den projektiven Verzerrungen kommt Gruppeneigenschaft zu. In der 
Theorie der infinitesimalen Transformationen werden Typen del' projek­
tiven Abbildung aufgestellt, die sich auf die Anordnung der invarianten 
Gebilde beziehen. Fiir die Bediirfnisse der Nomographiesind die ange­
gebenen Satze und Eigenschaften ausreichend, eine Rechentafel ingeeigneter 
Weiae zu verzerren. 

Besondere Beispiele projektiver Verzerrungen sind in den Figuren no 
bis 112 dargestellt. 

§ 22. Konstruktive Verzerrungen an Kegelschnitten. 

(Darstellung iiber '!L als Ordinate.) 
x 

Der funktionale Zusammenhang 

y(ax + 1) = b (98) 

ist im § 13 eingehend behandelt worden. Bei aller Eleganz der 
projektiven Konstruktion einer Doppelleiter fiir (98) sind jedoch 
zwei Umstande zu bemangeln: die Konstruktion der Doppelleiter 
ist fiir jedes gegebene Paar a, b besonders auszufiihren und ge­
stattet nicht ohne .wei­
teres, eine vorgelegte 
Wertefolge (x,!!) auszu­
gleichen. Beide N ach­
teile werden in Funk­
tionsnetzen vermieden. 

Die Gleichung (98) 
stellt eine gleichseitige 
Hyperbel mit dem Mit-

1 
telpunkt Xo = - a ' 
Yo = 0 und dem Para­

b 
meter - dar. (Abb. 50.) 

a 
Es seien a und b zu­
nachst unveranderlich. 

Wir wahlen eine 
HiUsgerade RRparallel 

y 

Abb. 50. Konstruktive Streckung der zweifach· 
unendlichen Schar y (a x + 1) = b. 

S c h we r d t. Nomographie. 7 
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zur x-Achse im beliebigen Abstande c und bestimmen auf ihr den 
Punkt R I , der die gleiche Abszisse hat wie der Kurvenpunkt Pl. 
Auf dem Strahl OP1 zeichnen wir den Punkt QI' der die gleiche 
Ordinate hat wie Pl. Die entsprechende Konstruktion werde fiir 
andere Kurvenpunkte P ausgefiihrt, wie die. Abbildung fiir P2 
andeutet. Auf diese Weise wird jedem Kurvenpunkt P ein Bild­
punkt Q zugeordnet, es liegt eine Verzerrung des Zeichenblattes 
vor. Grundebene und Bildebene sind dabei iiberlagert. 

Die Koordinaten von P sind 0 A = x, A P = y, die von Q 
inogen 0 B = ~ und B Q = fJ heiBen. Aus fJ =Y und ~ : x = y : c 
folgen die Verzerrungsgleichungen: 

x·y ~ 
~ = -, fJ = y bzw. x = c -, y = YJ. (99) 

C fJ 

Die Hyperbel (98) geht also in die Bildgerade 

iiber l ). 
fJ=-a·c·~+b (100) 

Da die Gleichungen (99) die Konstanten a und b nicht ent­
halten, gilt die Konstruktion in gleicher Weise fiir aIle Hyperbeln 
der durch Veranderung von a und b entstehenden zweifach-un­
endlichen Schar. Hier tritt das Wesentliche der nomographischen 
Verzerrungen klar hervor: wahrend es sich im ersten Abschnitt 
zumeist um die Verzerrung eines Netzes im Hinblick auf die 
Streckung einer Kurve handelt, werden hier aIle Glieder einer 
Kurvenschar gestreckt, die im vorliegenden FaIle die Ebene sogar 
doppelt iiberdeckt. 

Fiir die praktische Ausfiihrung der Zeichnung sei bemerkt, daB auf 
einem Millimeternetz die Koordinatenlinien vorgedruckt sind und die 
StrahlelLQ.,R zeichnerisch nicht fixiert werden. Eine im O-Punkt befestigte 
Spitze gewahrt einem Lineal oder straff gespannten Faden die Fiihrung. 
Die Konstruktionslinien treten auf dem Papier also nicht hervor. 

Wir erkennen leicht, daB der Schnittpnnkt T der Hyperbel mit der 
Hilfsgeraden BB zugleich Bildpunkt ist; dasEntsprechende gilt fiir S. 
Beide Punkte bleiben bei der Verzerrung fest. 

Handelt es sich darum, die Gleichung einer vorgelegten Hyperbel ab­
zulesen, so ist also die Wahl eines Wertes c ausreichend. Der Punkt T ist 
immer erreichbar; falls S zeichnerisch nicht hergestellt werden kann, geniigt 
die Ausfiihrung der Konstruktion fiir einen von T moglichst weit entfernt 
liegenden Kurvenpunkt. 

Da die Konstruktion fiir aile Hyperbeln der Schar (98) gilt, so diirfen 
wir eine vorgelegte Kurve parallel zur x-Achse verschieben. Statt dessen 
kann unter Festhaltung der Kurve eine Verschiebung des Systems, d. h. 

1) Fiir die Hyperbel unter der speziellen Annahme c = 1 zuerst an­
gegeben von Wright, F. E.: A graph. Method for Plotting Reciprocals. 
J. of the Washington Acad. of Sc. Bd. 10, Nr. 7, S.185-188. 1920. 
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des O-Punktes, vorgenoromen werden. Wir machen von dieser Tatsache 
Gebrauch, wenn eine Darstellung mit Unterdriickung des O-Punktes ent­
worfen ist. Die giinstigste Lage des Triigers ergibt sich aus folgender tJber­
legung: Verschieben wir 0 nach links, so wandert S auf dem Hyperbelzweig 
nach links oben, der Anstieg der Bildgeraden wird kleiner und der Zeichen­
bereich der Bildpunkte wird seitlich in x-Richtung gedehnt; as liiBt sich 
jedenfalls erreichen, daB die Bildgerade unter (e1;wa) 45° ansteigt. 

Fiir die Ausgleichung von Beobachtungspunkten Pl'" P" 
durch die Funktion (98) muB jeder Bildpunkt mit dem Gewicht 

: ~ versehen werden (§ 19). Da an allen Stellen der Ebene ~ ~ = 1 

ist, erfolgt die Ausgleichung regular. Hierin liegt ein besonderer 
Vorteil der Konstruktion. 

Aus M = '!L folgt, daB die Verzerrung auf der x-Achse nicht 
c 

die im § 18 gestellte Forderung M of 0 erfiillt; inder Nahe der 
x-Achse wird die Konstruktion praktisch unsicher. 

Beispiel. In Abb. 51 istdasGewicht1'gvon 1 1 trockenerLuft(760 mmHg) 
abhangig von der Temperatur t = - 20° ... + 100° C dargastellt. 
E(I°C) = 1 rom, 

E (0,01 r-) = 1 mm. 

Es ist die Verzer-
rungskonstruktion 

ffir fiinf Beobach­
tungspunkte unter 
der Annahme c = 1,5 

angedeutet; aus 
drucktechnischen 

Griinden wurde die 
Ausgleichungskon -

struktion (§ 19) un­
terdriickt. Auf der 
1'-Achse liiBt sich die 
Konstante b = 1,293 
sofort ablesen, der 
Anstieg - a • c wird 
aus numerischen 
Kathetenwerten ge­
funden, etwa aus 

dem Verhaltnis 
0,5 : 90,9 = 0,0051, 

d,= 0,0051 =0,00367. 
1,5 

Die gesuchte Funk­
tion lautet daher 

1'(1 + 0,00367 • t) 
= 1,293. 

? fr/Lite,. 

~r----h1,5~---,-------,----~--~~--

Abb. 51. Abhangigkeit des 

Luftgewichtes l' r- von der 

Temperatur to C. 

7* 
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Die Abb. 50 liWt erkennen, daB Punkte P auBerhalb des 
Zeichenblattes liegen konnen, wahrend ihre Bildpunkte Q in das 
Zeichenfeld fallen. Es seien zahlreiche Punkte P etwa im Be­
reiche x = 1 ... 4 gegeben und nur wenige in der Nahe der 
Stelle x = 10. Wir E)rstrecken dann die Darstellung nicht bis 
x = 10, sondern beschranken uns auf einen Teilbereich, wodurch 
wir die V orteile groBerer Zeicheneinheit gewinnen; die Bild­
punkte Q der entfernt liegenden Punkte werden durch Rechnung 

(
X, y) 

~ = -c- bestimmt. 

Eine analoge Konstruktion ist in Abb. 52 fUr die Parabel 

y = ax2 + bx (101) 

vorgenommen. Die Hilfsgerade RR verlauft parallel ffir y-Achse 
im beliebigen Abstande c; die Bezeichnungen und Konstruktions­

!I 

Abb. 52. Konstruktive Streckung 
der zweifach - unendlichen Schar 

y = ax2 + bx. (Darstellung tiber JL 
als Ordinate). x 

schritte entsprechen vollig denen 
der Abb. 50. Auch in praktischer 
Hinsicht gelten sinngemaB die auf 
S. 98 ausgefiihrten Erorterungen. 

Der Konstruktion liegt die 
Verzerrung 

~=x, 

bzw. 
x=~, 

zugrunde. Wir erkennen leicht, 
daB ein beliebiger Punkt der 
Parabel als Trager der Konstruk­
tion gewahlt und das Koordi­
natensystem beliebig parallel ver­
schoben werden kann. Demnach 
ffihrt die konstruktive Verzer­
rung (102) jede Parabel 

y = aox2 + a1x + a2 (103) 

in eine Gerade fiber, wenn ein Parabelpunkt Trager des Strahlen­
bfischels wird. 

Handelt es sich urn die Ausgleichung von Wertepaaren (xy), so ist dazu 
erforderlich, daB ein Punkt der Beobachtungsreihe festliegt. Fiir eine 
groBe Anzahl von Naturgesetzen ist ein derartiger Punkt aber bekannt. 
Es sei beispielsweise an die Warmekapazitat des Wassers erinnert; durch 
geeignete Definition dieser GroBe· kann erreicht werden, daB sie etwa fiir 



§ 22. Konstruktive Verzerrungen an Kegelschnitten. 101 

t = 0° den Wert 1 annimmt. Will man die thermoelektrische Kraft e 
einer' Kombination als quadratische Funktion (103) der Temperaturdiffe­
renz t darstellen, so gehoren gewiLl die Werte t = 0, e = 0 zusammen. Bei 

der Ausgleichung hat jeder Bildpunkt das Gewicht (J(Jy =:: zu erhalten. 
'Y} C 

Selbstverstandlich kann die Glattung hier nur eine der beiden Be­
dingungen (70) und (71) erfiillen. Schreiben wir vor, daB I Z2 ein Minimum 
werde, so geht die wahrscheinlichste Gerade im allgemeinen nicht durch 
den Schwerpunkt der Beobachtungspunkte; die Konstruktion der Hilfs­
kurve (vgl. S. 83, Abb. 44) wird unmittelbar an den festen Punkt 
angelehnt 1). 

Die Verwandtschaft zwischen den beiden Streckungskonstruk­
tionen fUr Hyperbel und Parabel geht aus den Verzerrungs-

y(y'J ~ __ ~I[~ __ ~, 
/ / 

./ ,/ 

x(x'j 

Abb. 53. Schema. Streckung der 
Hyperbeln. 

'l' (7j'J 

'---Jii* 

, 
, 

lh 

Abb. 54. Schema. Streckung der 
Parabeln. 

gleichungen (99) und (102) hervor: unter Vertauschung der Ko 
ordinatenachsen erweist sich die eine Verzerrung als Umkehrung 
der anderen. Die projektive Abbildung kennzeichnet die Zu­
sammengehOrigkeit beider Konstruktionen deutlicher. (Schema­
tische Darstellung Fig. 53 und 54.). 

Die Streckung der Hyperbeln wird mit Hilfe der folgenden 
Scharen gewonnen: durch die Linien der Schar I (x) ermitteln wir 
auf h die Punkte R, diese bestimmen die Schar II mit dem Trager 
0; als dritte Schar tritt das Parallelbiischel III (y) hinzu. Die 
Bildpunkte erscheinen als Schnittpunkte von GeradenII undIII. 

Wir suchen diejenige projektive Abbildung 

$ = anx + a12 y + a13 , 

a3l x + a32 y + a33 
-----

1) Uhler, H. S.: Journ. Opt. Soc. Bd. 7, S.1043--1066, Nr. U. 1923. 
Method of least squares and curve fitting. 
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welche die Konstruktion Fig. 53 in die Konstruktion Fig. 54 
iiberfiihrt. 

Wenn die Schar I (x Argument, y beliebig) der (xy)-Ebene in 

die Schar 1* (; Argument)der (~1])-Ebene abgebildet werden soIl, 

1] a2l x + a2 Y + a 3 muB t = 2 2 von y unabhangig sein: 
<; anx + al2 y + al3 

Die Zuordnung der Scharen II (~ Argument) und II* (~be-
y a23 

a2l +a22 -+-
liebig, 1] Argument) besagt, daB 1] = x x 

Y a33 a3l +a32-+-
x x 

abhange: 

Y nur von--
x 

SchlieBlich ergibt die Abbildung der Schar III (x beliebig, y 
Argument) in die Schar III* (~ Argument, 1] beliebig), daB 
t __ anx + a12 y + al3 
<; -='----"''-'-------=- nur von y abhangt: 

a3l x + a32 y + a33 

an = 0, a31 = 0 . 

Die Abbildungsmatrix (a) hat demnach die Form 

(~2l ~ ~l3) , (a32 = 1), 
o a32 0 

und die Abbildungsgleichungen lauten 

l:_ al3 
<; - , 

y 
a2l ' x 

1]=--; 
y 

(105) 

siefiihren dieHyperbely(ax + 1) = b in die Parabel1] = A ~2 + B~ 
iiber. 

Die projektive Verwandtschaft der Streckungskonstruktionen fiir 
Hyperbel und Parabel weist sofort auf eine Verallgemeinerung hin. Wir 
k6nnen einen beliebigen Kegelschnitt vorschreiben und eine projektive 
Abbildung suchen, welche die Hyperbel (98) in den gegebenen Kegelschnitt 
iiberfiihrt. Indem wir die Bilder der Scharen I bis III ennitteln, finden wir 
eine fiir den Kegelschnitt giiltige Glattungskonstruktion. Dieses Ergebnis 
ist im wesentlichen nur von theoretischem Interesse, da in den Anwen­
dungen die Abhangigkeiten sehr selten auf einen allgemeineren Kegelschnitt 
fiihren. Es kommt uns an dieser Stelle nur darauf an, zu zeigen, da/3 die 
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projektive Verzerrung eine Verallgemeinerung linearer Konstruktionen und 
Darstellungen anbahnt und herstellt. 

§ 23. Aufgaben. 
Zu § 18. 
Die foIgenden Verzerrungen sind zu untersuchen und zeichnerisch 

durchzufiihren. 
65. ';=X2 +y2, 

Zu § 21. 

I 
67. ';=-xy, 

I) 

1/=y. 

68. Ein Zeichenblatt ist unter Festhaltung der Punkte (0,1), (1, 0), (1,1) 
projektiv so zu verzerren, daB der O-Punkt in den Puukt .; = 2, 1/ = 2 
gelangt. 

69. Welche projektive Abbildung lliBt den O-Punkt invariant und fiihrt 
diePunkte (1, 1),( -1,1),( -1,O)in die Bilder( - 3, 0),( -3, -2), (-t, - t) 
iiber? Welche Punkte bleiben fest? Wie verhitlt sich die uneigentliche 
Gerade? 

70. Konstruktion der projektiven Verzerrung, welche die Punkte (0,1) 
(1,0), (1,1) festhitlt und (- 1, - 1) in den Ursprung fiihrt. 

1
0 0 1/ 71. Die Abbildung i a I = 0 1 0 zu untersuchen. Bild der Schar 

y=x.z? 1 0 0 

Bei welchen projektiven Verzerrungen bleibt die Parallelitat der foIgenden 
Scharen erhalten? 

72. (x). 73. (y). 74. x + y = const. 

Zu § 22. 

75. Die auf S. 98 behandelte Verzerrung .; = x Y , 1/ = Y soIl auf die 
I) 

Kurven x2y2 + a2 (y2 - a2) = 0 (Konchoide von K iiI p), x2y + a2 (y - a) = 0, 
(Agnesische Versiera) angewendet werden. Was folgt daraus fiir die Kon­
struktion der genannten Kurven? 

76. Wie gestaltet sich die auf S. 98 fiir y(x + 1) = 1 behandelte Kon-

struktion in der Bildebene .; = 2a l' 1/ = b· (x - y +11)? Welche 
x+y+ x+y+ 

Kurve wird gestreckt? Warum lliBt sich das Ergebnis nomographisch nicht 
auswerten? 

IV. N etztafeln. 
§ 24. Die Ablesegenauigkeit in Netztafeln. 

Wenn die Funktion ·P( IX. , fJ, r) = 0 in dem geometrisch ver­
zerrten Funktionsnetz 

X=Z·X(IX.}, 

y=m·y(fJ) 

ihre Darstellung findet, ergibt sich die Gleichung der zugehOrigen 
Kurvenschar durch Elimination der Veranderlichen IX. und fJ. 
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Wir sammeln die Glieder, welche dann noch die Variable r ent­
halten, Z = !(r), und gewinnen 

Z = Y (x, y) (106) 

als Bild der Funktion F = O. 
In der Untersuchung der Genauigkeitsverhaltnisse wollen wir 

uns auf die Falle beschranken, in denen <X und fl als gegebene 
GraBen und r als Ergebnis auftreten. Vgl. S. 112. 

Beim Aufsuchen der Werte <X und fl, d. h. also der Stellen x 
und y, begehen wir gewisse Einschatzungsfehler .Alx und Aly, 
die einen Fehler Alz nach sich ziehen. Bezeichnen wir'die ersten 

partiellen Ableitungen von Y wie folgt: ~ Y = Yl' ~-Y = Y2' so er-
. vx vy 

halten wir aus der Reihenentwicklung in erster Naherung 

Alz = ±ylAlx ±Y2 Aly 

oder (AI Z)2 = Yi (AI X)2 ± 2Ylg2 A1x Aly + g~ (AlY)~ . 

Die Eingangsfehler Alx und Aly liegen in der GraBenord-

nung 81 : (AlZ)2=(Yi±2glg2+~)8i. 

Bei einer groBen Anzahl von Einzel£allen, also bei oftmaliger Be­
nutzung der Rechentafel, werden sich die Glieder ± 2gl g2 in der 
Durchschnittszahl der Fehlerquadrate ausgleichen; wir ver­
einigen daher die Unsicherheiten ±glAlx und ±Y2AlY wie 
wahrscheinliche Fehler und erhalten den mittleren Fehler 

!I=m.y{JJ) 

(107) 

Zu diesem durch die Eingangsun­
sicherheit 81 bedingten Fehler Al z tritt 
der Ablesefehler bei der Einschatzung 
des Ergebnisses r. ErfahrungsgemaB 
folgt das Auge beim Interpolieren in­
nerhalb einer Kurvenschar den ortho­
gonalen Trajektorien. Wenn also an 
der Stelle (xy) der zugehOrige Wert r 
ermittelt wird, muB auf der durch (xy) 
gehenden Trajektoriedie Unsicherheit82 

beriicksichtigt werden (s. Abb. 55). An 
der Stelle xy betragt der Anstieg der 

o LIz x x=!·x(rxJ 

Abb.55. Einschatzungsfehler 
in K urvenscharen. 

dy g 
Kurventangente d- = -...!.., der An-

x g2 
stieg der Normale mithin tgrp = + g2 . 

gl 
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Wir konnen die Unsicherheit 82 durch zugehOrige Abweichungen 
L12x und L12y ausdrucken: 

L1 2 x = 82 • cosrp , 

(II 
=Y9i + ~. 82 • 

L1 2 y = 82 • sinrp , 

92 
=-Y9~+9~82. 

Der Schatzungsfehler 8 2 bewirkt daher die Anderung 

±L12z = 91 • L12x + 92· L1 2y, 

gi+g~ ,~-;] 
= I 2 • 82 = Y!ll + Y2 82 • 

lift + 92 
(108) 

Mit Rucksicht darauf, daB eine Kurvenschar aus praktischen 
Grunden nicht so dicht und nicht mit gleicher Sicherheit aus­
gefuhrt werden kann wie eine Leiter, ist der Fehler 8 2 > 81 voraus­
zusetzen. Treffen wir die Annahme 81 = 8, 8 2 = P . 8, so ge­
winnen wir den Fehler des Ergebnisses: 

+ L1 z = Y (L11 Z)2 +- (L12 Z)2, 

= -VI + p2 • iift + 9~8. 
Aus z = I(y) folgt schlieBlich: _ 

I + A YI + p2 ,~ I 
- LJ Y = ----n.:;)- y91 + 92. 8 . 

Satz von Vogler,I8771). 

(109) 

Die Bedeutung dieses Satzes tritt durch folgende Uberlegung hervor. 
Die Anwendung des GauBschen Fehlergesetzes enthalt die Voraussetzung, 
daB die GraBen 8 nicht Grenzfehler darstellen, sondern Fehler, die in einer 
groBen Anzahl von Einzelfallen, etwa. bei 1000maliger Benutzung der 
Rechentafel einmal zu erwarten sind. Wir vergleichen nun die aus (107) 
folgende Auswirkung der Eingangsfehler 

± Alr = f~r) • Vg~ + g~ ·8 

mit (109). Es sei eine Rechentafel so entworfen, daB- die Ablesung auf 
den Teilungen (eX) und (fJ) nur in einem von 1000 Fallen .den Fehl~r 8 er­
warten lal3t, in 999 Fallen also in vorgeschriebener Genalligkeit erfolgt; 
dann bewirkt erst die VI + p2 fache Zeichenheit, daB auch das Ergebnis r 
in entsprechender Genauigkeit auftritt. 

Beispiel. Die logarithmische Tafel nach Lalanne (An­
hang J) x = l . log ~, y = l· log f1 ffir das Produkt y = ~ . f1 er-

1) Vogler hat den Satz unter der Annahme p = 1 fur eine Reihe 
von besonderen Netztafeln ausgesprochen. 
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gibt z = g(x, y) = x + y, wenn z = Z·logy. Die Ableitungen 

sind gl = 1, g2 = 1, !'(r) = Z'loge, und wir erhalten 
r 

+ ,1 r = r . ( 8 '1'2 ) 'il+ p2 . - Z·loge 
Zu einer Abschatzung des Faktors p gelangen wir auf empirischem 
Wege. In einer Tafel Z = 100 mm ermitteln wir eine groBe An­
zahl von Produkten und bestimmen die Abweichungen (,1 y)beob 
vom wahren Werte des Produktes. Eine an die Tafel Anhang I 
angeschlossene Versuchsreihe hat mit geringer Streuung auf 

. 1 
(,1 r}beob = 300 r gefiihrt; daraus folgt 

,1-1 --2 _ 100· 0,43 . _1_ ~ 
r + p - ,/0 300 FI::i • 

8' r2 8 

Bei 8 = 0,05 erhalten wir daher VI + p2 FI::i 2, p FI::i 1,7. Die Ge­
raden (r) folgen in der Versuchstafel verhaltnismaBig dicht auf­
einander, so daB die Annaherung an den Voglerschen Wert p = 1 
zuerwartenstand. UnterdergiinstigstenAnnahme p = 1,8 = 0,05 

liefert eine log. Produktentafel das Ergebnis auf etwa (2Z3) %. 
Handelt es sich um die Darstellung· der Funktion Y = c • IX" • fJh im 

doppelt-logarithmischen Netz x = I • log IX, Y = l • log fJ, so ergibt sich 

± Ll Y = Y • ya2 + b2 • _8_ VI + p2. 
I· loge 

Demnach betragt in einer Tafel fiir das Widerstandsmoment bei ellip-

tischem Querschnitt W = ~ 1X2 fJ, unter der Annahme VI + p2 = 2 der 

8 ·2V5 8 
Fehler ± Ll W = W· -Z-l-- FI::i lO . W· -z ' der prozentuale Fehler . oge 

± (lOO. Ll;) FI::i (5~) %. 

Bei vorgeschriebener Genauigkeit kann hieraus die notwendige Zeichen­
einheit I leicht ermittelt werden. 

Fiir die auf S. 29 angegebene Hyperbeltafel y = IX • fJ gelten die Daten: 
x = I· IX, Y = Z· fJ. DieGleichungderKurvenscharwird z = g(x, y) = x-y, 
wobei z = 12 • y ist. gl = Y = I- fJ, g2 = X = I· IX, I'(y) = Z2: 

± Ll y = -T VI + p2 • V 1X2 + ,82 • 

Es wurde eine Versuchsreihe (LlY)beob an das Original der Abb.20 ange­
schlossen, I = 10 mm, sie ergab den Mittelwert 

10 . (Ll Y)beob 
,r:::21D2 . = 0,30. 
rIX2 + fJ2 
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Die Annahme 8 = 0,05 fiihrt auf VI + p2 ~ 6, P ~ 6, einen Wert, 
welcher der wenig verdichteten Kurvenfolge Rechnung tragt. Das vorige 
Beispiel laBt erkennen, daB durch Einschaltung einer geniigenden Anzahl 
von Kurven der Wert VI + p2 gewiB auf 2 herabgedriickt werden kann. 

Der Fehler LI y ist auf konzentrischen Kreisen um den O-Punkt kon­
stant. Abb. 56 gibt eine Darstellung filr eine Tafel l = 10 mm, wobei 

1 5 10 

10 -rt--t--hL_ 

6 

5 

J 

2 

1 

1 2 3 

Abb. 56. Absoluter und 

$7 

~ 5 6 7 "89m 
IX. 

% 
0,2 

prozentualer Ablesefehler in einer Hyperbel-
tafel (y = IX • (J). 

die Hyperbelschar, urn die tThersicht nicht zu storen, nur in einzelnen 
Gliedern 1,5, 10, ... angedeutet ist, in ihrer Verdichtung also keineswegs 
dem Werte VI + p2 = 2 entspricht. Der prozentuale Ablesefehler betragt 

± (100 • LI/) = IO~ 8 VI + p2 • V ~2 + ;2; die Linien gleicher prozentualer 

Genauigkeit sind in Abb. 56 eingezeichnet. 

§ 25. Strahlentafeln. 
Ala Beispiel ffir die aIs Strahlentafeln bezeichneten Rechen­

t<tfeln kann die in der (py)-Ebene der Abb. 18 und 19 liegende 
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Darstellung genannt werden. Tafeln dieser Art verdienen in prak­
tischer Hinsicht besondere Beachtung. Die durch einen festen 
Trager gehende Strahlenschar kann in einfacher Weise realisiert 
werden, ohne daB sie in der Zeichnung selbst hervortritt. Wir be­
festigen im Trager eine Spitze, die einem Faden oder Lineal als 
Fiihrung dient; die Ablesung des Parameterwertes der Schar 
erfolgt am Rande der Tafel auf einer besonderen Teilung. Bei 
feinerer Ausfiihrung des Nomogramms laBt sich der Trager zu 
einem Zapfen ausbilden, der die zentrische Bewegung eines dreh­
baren Lineals in besonderem MaBe sichert. Rein auBerlich ge­
wahrt diese Tafelform den V orteil, daB die Darstellung nur zwei 
Linienscharen enthalt, also wesentlich an Ubersichtlichkeit ge­
winnt; wertvoller noch ist vielleicht der Umstand, daB die Strahlen­
schar an allen Stellen der Tafel in hinreichender Verdichtung vor­
handen ist. 

Wir behandeln zunachst die Multiplikationstafeln r = ex • fJ 
und legen uI}.seren Ausfiihrungen ein rechtwinkliges, kartesisches 
Koordinatensystem zugrunde. Die einfachsten Strahlentafeln 
werden dann durch die Gleichung y = x . z definiert, in der z 

Regu/are Tei/ung 
fJ ~---. 

to 
B 

8,8--

8 

L.; 
)' 5 

~ 

3 

2 

0 

1 I rntEE:rra,1 Hegu/ilre 
Tei/llng 

'0 I 

1.9 
Abb.57. Schema. 

I 

:5 
",~ 

Tafel nach Ohenevier (IX. fJ = r). 
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den Anstieg einer Geraden des Biischels bedeutet. Um zu mog­
lichst allgemeinen Darstellungen zu gelangen, schreiben wir die 
vorgelegte Funktion unter Einfiihrung sog. freier Parameter 
yn= iXn . fJn; sie liWt sich auf verschiedenen Wegen in die Form 
y = x . z iiberfiihren. Wir wahlen den Ansatz: 

X=iXn; y=l·yn; z=l·fJn • (llO) 
Tafelndieser Art nennen wir Cheneviertafeln1 ) (Schema, Abb. 57). 
Wenngleich die Herstellung einer Rechentafel n = 1 am einfach­
sten ist, gewinnt die vorliegende Art von Nomogrammen erst 
bei sachgemaBer Ausnutzung der Vorziige von Potenzleitern be­
sonderen Wert2); wir erkennen namlich, daB es zur Erzielung 
hinreichender Rechengenauigkeit notwendig ist, die Darstellung 
moglichst vom O-Punkt zu entfernen; dies erreichen wir aber ge­
rade durch geeignete Wahl von n. 

Beispiel. Die Vorfiihrungsdauer t Minuten eines Lm langen Film­
streifens ist von der Ablaufsgeschwindigkeit abhangig, die durch die An­
zahl l' der in 1 sec projizierten Einzelbilder gemessen wird: 

L = t· 1,141'. 
Bereiche: l' = 15 

L= 100 
t= 5 

45, 
2500, 

60. 

Wenn wir fordern, daB die Umgebung des O-Punktes, x < 20 mm, 
y < 20 mm, fiir die Darstellung nicht verwendet werde, etwa mit Riick­
sicht auf die Anordnung eines Zapfens, so muB bei regelmiiBigen Achsen­
teilungen die Teilung x = l . t mm mindestens in der Zeicheneinheit 
l = 4 mm, die Teilung y = m . L mm mindestens in der Zeicheneinheit 
m = 0,2 mm entworfen werden; dann erstreckt sich aber die t-Teilung 
bis zu x = 240 mm, die TeiIung (L) bis zu y = 500 mm; diese Abmes­
sungen sind in der Praxis v511ig unbrauchbar. Der Exponent n muB daher 
so gewahlt werden, daB die Teilungen (t) und (L) eine Drangung er­
fahren; bei nachfolgender VergroBerung der Zeicheneinheiten tritt dann 
die Entfernung vom O-Punkt ein. Abb. 28 zeigt, daB in erster Linie Werte n 
zwischen 0 und 1 in Betracht kommen; wir wahlen n =~- und bestimmen 
den MaBstab der y-Leiter (L) so, daB die Tafel von der quadratischen 
Form moglichst wenig abweicht: 

x = {i. 10 mm, y = VI· 2 mm. 

Mithin ergibt sich z = 0,2 (f,T4 . -r; = 4,~7 Y; . Die Einzeichnung der 

Parallelscharen erfolgt ohne Schwierigkeit nach der Tabelle, auch der An­
stieg z kann an eine Zahlentafel V-; angeschlossen werden, wenn auf der 
Parallelen zur y-Achse x = 46,7 mm die Werte 10· V;- mm aufgetragen 

1) Chenevier hat die Tafeln n = 1 benutzt. 
2) Zahlreiche mechanische Rechenhilfsmittel sind lediglich mit Hilfe des 

regelmaBigen Netzes (n = 1) entworfen; sie nutzen vielfaeh die nomogta­
phischen Vorteile keineswegs aus. 
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werden. Beim Entwerfen einer Tafel sind auch groBere Abmessungen 
nicht storend; es konnen daher auf der Geraden x = 467 mm die Werte 
100· Vv mm festgelegt werden. Abb.58 gibt eine Darstellung der Tafel; 
nur der praktisch gegebene Bereich ist zeichneriach fixiert worden. 

,~::;~::; ikl; . 
2501~~--r-~~~--+-r-~rt--+-~ ~ , 

~i; 
lmw'~---+--+-~--~-+-+~~~--~ ~ 

//~ 
~moa~--~--r-~--rt-r~~+,,-,,~-""-"~ ~~ 
~mao'-r---+--+-~--~-+-+~~~--~ 

, 
, -fe. '~ 

] 
~ 

/ 1St , /" , 
~ , 

Abb. 58. Ermittlung der VorfUhrungazeit 
aus Filmlii.nge und Bilderzahl. 

Verkleinerung 4/10, 

Bei anderer Wahl der Veranderlichen fiihrt die Zuordnung 
zwischen den Gleichungen r = IX • P und y = x . z auf eine neue 
Tafelform: 

(Ill) 

(Schema Abb.59). Fiir n = 1 sind diese Tafeln von Crepin1) 

eingefiihrt worden; ihre Verallgemeinerung hat Fiirle2) an-

gebahnt, indem er den Ansatz x =~, y = ~, (n = I), in . yp 
Vorschlag brachte. Die Fiirlesche Tafel (Abb. 60) zeichnet sich 

• 1) Ann. Ponts Chauaa. 1881, 1, S. 138, Plan VI. 
2) Rechenblatter, Progr. d. 9. Realschule Berlin 1902, S. 16, Tafel 2, 11. 
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Reciproke 
Teilung 
0,1 

0.3~~~~~~4-~~~~~~--~~3 

o,¥ * 
0. 5 

'12'~~~~~~~~==1:1l~I::I:=J'0 oo.,~ 

Regultire Teilung d.7 .. oc. 
Abb. 59. Schema. Tafel nach ere pin (IX' fJ = r). 

R .. iplVJlr~ 
Wu~"If.,Yun!l 
qQ1 01 

z 

5 

10 

~2~~~~~::::~ ~ Wurz~/· 
90 fei/un" 

60 10 80 fOO 30 '10 

:.oc:. 
Abb.60. Schema. Tafel nach Fiirle (IX' {J = r). 

111 
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durch groBe Bereiche aus, sie wird Anwendung finden, wenn es 
sich darum handelt, im Bereiche mehrerer Zehnerpotenzen sofort 
die GroBenordnung des Ergebnisses sicherzustellen, etwa bei der 
Thomsonschen Formel. 

Um die Genauigkeitsabschatzung (§ 24, 109) in der Chenevierschen 

Tafel (n = 1) x = l· IX, Y = l . l' fiir den Quotienten fJ = z.- vorzunehmen, 

z = J!... , haben wir die Ableitungen gl = - x2 , g2 = ~, 1Xf'(fJ) = 1 zu be-
x y x 

riicksichtigen: 

± A fJ = [f V 1 + p2] :2 V 1X2 + 1'2. 

Fiir die Crepintafel (n = 1), x = l· IX, Y = mfJ , erhalten wir entsprechend 
den Fehler des Produktes l' = IX • fJ: 

± AI' = [_8_ VI + p2]. ~. Vl21X2fJ2 + m2• 
l· m IX 

Die Aufgabe 1'= IX • fJ kann in der Tafel auf zweifache Art gelost werden, 
wenn man die Vertauschbarkeit der Faktoren berucksichtigt. Fiir ein vor­
gelegtes Produkt sind der Ausdruck in der eckigen Klammer und die Wurzel 
konstant. Die Leistung der Rechentafel kann also verbessert werden, wenn 
der groBere Faktor auf der IX-Teilung abgelesen wird, vorausgesetzt, daB 
die Geradenschar (1') mit wachsender Entfernung vom O-Punkt verdichtet 
wird, weil andernfalls V 1 + p2 wachst. Wir machen von diesem Ergebnis 
Gebrauch bei der Konstruktion von Tafeln, indem wir die groBeren Faktoren 
der IX-Leiter zuordnen. 

Ein Vergleich zwischen den Tafeln nach Chenevier und Cr epin fiihrt 
uns auf eine allgemeine Regel Die Geraden (IX) und (P) bestimmen einen 
Bildpunkt (IX, P), die dritte durch diesen Punkt gehende Gerade zeigt das 
Ergebnis l' an. Die Festlegung der dritten Geraden ist in allen Fallen 
hinreichend gesichert, wenn nur der Bildpunkt selbst in ausreichender 
Scharfe bestimmbar ist. Diese Bedingung ist in der C rep in schen Tafel 
iiberall erfiillt, da die Linien (IX) und (fJ) sich stets rechtwinklig schneiden, 
nicht aber in der Cheneviertafel. In der Tafel nach Crepin ist es fiir die 
Ablesung l' vollig gleichgiiltig, ob der Strahl l' eine der Scharen (IX) oder (P) 
sehr flach schneidet; dagegen machen ungiinstige Schnittverhaltnisse in 
der Cheneviertafel die Ablesung unter Umstanden illusorisch. Fiir Produkt­
bildungen ist die Crepintafel vorzuziehen. Anders liegen die Verhaltnisse 
bei der Division. Wahrend selbstverstandlich beide Tafeln atich Divisionen 
leisten, gewahrt die Cheneviertafel bei Bildung von Quotienten Vorteile. 

Allgemein wird die Funktion F(IX, p, 1') = 0 in geometrisch verzerrten 
Netzen zweckmaBig derart dargestellt, daB das Ergebnis auf der Kurven­
schar erscheint. V gl. S. 104. 

Die Verwandtschaft zwischen den Tafeln Abb. 57 und 59 tritt 
durch Vertauschung der Veranderlichen nur auBerlich in Er­
scheinung. Beide Tafeln gehen durch projektive Verzerrung aus. 
einander hervor. Wir deuten die Cheneviertafel in der Grund­
ebene E, (x, y), die Crepintafel in der Bildebene E, (~, 'Y)), und 
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nehmen die Abbildung so vor, daB zunaehst die Parallelsehar (y) 
in das Strahlenbiisehel iibergeht. 

I. Grundebene: u = 0, Bildebene: U = 00 , 

V=oo, 

U:V=.!. 
v 

Daraus bestimmen sieh einige der Parameter An, ... A33 in den 
Abbildungsgleiehungen (§ 21, 89) 

U _ Anu +A12V +A13 

- A 31 U + A32V+A33 ' 

V= A 21 U + A 22 V +A23 

A31 u + A 32 V + A33 

me folgt: A32 = 0, AS3 = 0, 

A 23 =0, A 12 =O, 

A 13 = A22 =F O. 

mithin A31 + O. 

Z . h b· U An U + A V= A21 U + A v . WIse energe nIs: = -A-- , 
31 U A 31 U 

II. Die Strahlensehar ({J) solI in die zur ~-Aehse parallele Ge­
Tadensehar transformiert werden: 

Grundebene: u = 00, 

v=oo, 

Bildebene: U = 0, 

V=~. 
u 
-= -l· (In. 
v 

Wir erreiehen diese Verzerrung, wenn 

An = 0, 

A21 = 0, A31 = A =F 0 '. 

Damit ist die projektive Abbildung v611ig bestimmt: 

u 

OOA 001 
J A I = 0 A 0 , naeh Kiirzung konstanter Faktoren: I a I = 0 1 0 

AOO 
1 

~=-, 
x 

y 
'Y}=-. 

x 
I 

U=-, 
~t 

V=~. 
u 

100 

(1l2) 

Es laBt sieh nun sofort die Bildsehar der Schar (1\) angeben: 
1 

III. Grundebene: u = - - v = 0 . ,xn' 

Daher Bildebene: U = - ,xn, V = 0 . 
S c h w e r d t, Nomographie. 8 
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Die Schar (<X) bleibt in furer Paralleleneigenschaft invariant. 
Wir untersuchen die Achsenteilungen des Netzes in E, indem wir 
fUr x und y die aus (1l0) folgenden Teilungsfunktionen einsetzen: 

A. yn 
; = IX -n, 'YJ = -- = A • pn. 

<xn 

Die Cheneviertafel n geht durch die projektive Verzerrung (1l2) 
in die Crepintafel -n iiber. Bei Vertauschung der Achsen ; und 
'YJ ist unter der Annahme A = 1 die Zuordnung auch fUr gleiche 
Werte n vollzogen. Wenn wir schlieBlich die Bildebene an der 
$-Achse spiegeln, so stimmt die Verzerrung (112) mit der auf S. 92 
behandelten iiberein, und wir erkennen, daB beide in Rede stehen­
den Tafelformen durch Spiegelung an einem Hohlspiegel inein­
ander iiberfiihrt werden konnen. 

An Stelle der Werte <X, p, Y konnen wir Funktionen dieser 
Veranderlichen zugrunde legen. Die speziellen Strahlentafeln 
eignen sich daher vornehmlich zur Darstellung des Funktions-

types: I ,(<X) '1} (p) . h (y) = const I. (1l3) 

Die Bedeutung dieser Aussage bedarf einer kurzen Erklarung. 
Wir wissen, daB jede Funktion F (IX, jJ, y) = 0 durch eine Netz­
tafel, sogar im regelmaBigen Netz (<X, jJ) dargestellt werden kann. 
Es ist aber in jedem FaIle die Berechnung der nach y bezifferten 
Kurvenschar notwendig. Wenn es auch nicht immer die wesentliche 
Aufgabe ist, so ist doch haufig zu fordern, daB die Darstellung mit 
moglichst geringer Rechenarbeit geleistet werde. 1m vorliegenden 
FaIle ist lediglich die Berechnung der Achsenteilungen und die 
Bezifferung der Strahlenschar vorzunehmen. Wenn daher eine 
gegebene Funktion F = 0 nach Art der Grundform (1l3) in Fak­
toren zerlegt werden kann, ist die Darstellung in einer Strahlen­
tafel am Platze, die Berechnung wird auf wenigeSchritte reduziert. 

Zu allgemeineren Funktionsbildern gelangen wir, wenn wir 
statt der Parallelscharen ein Kurvennetz einfiihren. Wir denken 
fUr die Funktion F = 0 irgendeine geometrisch verzerrte N etz­
tafel entworfen und nehmen eine projektive Abbildung dieser Dar­
stellung derart vor, daB eine der heiden Parallelscharen in das 
Strahlenbiischel iibergeht. Wir beschranken uns auf die Unter­
suchung der Schar (x). Die Geraden v = 0, (u) werden in die 
Strahlen U = 00, V = 00, (U: V) iiberfiihrt durch jede Ver-

(A) = A A A). (1l4) 
zerrung (A A A 

o A 0 
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Ftigen wir die weitere Forderung hinzu, daB die Schar (y) in ihrer 
Paralleleneigenschaft invariant bleibe, so ist die Abbildung (U4) 
an die Bedingung gekntipft: 

Grundebene: u = 0, (v). Bildebene: U = 0, (V); 

sie wird erftillt durch Au = Al3 = o . 
.Tede geometrisch verzerrte Netztafel geht durch die Abbildung 

(
A. 0 0) 

(A) = A A A 
o A 0 

(U5) 

in eine Strahlentafel tiber. 
Wenn wir uberhaupt davon absehen, daB die Tafel auBer der 

Strahlenschar eine Geraden- oder gar Parallelschar enthalte, so-

ftihrt jede Verzerrung x = x (~), y = y(~, 'fj) eine im rechtwink­

ligen Koordinatennetz (x, y) gelegene Netztafel in eine Strahlen­
tafel tiber. Wir nehmen den Ansatz jedoch unmittelbar vor. Durch 
die Kurvenscharen g (x, y; .x) = 0 und h (x, y; fJ) = 0 werden in 
der Darstellungsebene die Bildpunkte (.x, fJ) festgelegt, die ihrer­
seits den durch 0 gehenden Strahl z = z (y) bestimmen. Die dar­
gestellte Funktion F(tx, (J, y) = 0 ergibt sich durch Elimination 
von x, y und z aus dem System: 

Ig(X,y; tx)=O. y=x.z·1 
,h(x, y;(J) = O. z = z(y). 

(U6) 

Aus g = 0 und h = 0 folgen x = g; (.x, (J), y = 1p (.x, (J), und wir 
erhalten die Grundform 

-------, 

:, z(-) = 1p(.x, (J) I. 
; Y g;(.x, fJ) (1l7} 

In den Anwendungen ist stets die Funktion F = 0 vorgelegt, und 'es 
handelt sich darum, ein zugehoriges System (116) zu finden. Dazu ist es 
nicht notig, aus a:; = cp (0(, fJ) und y = 'P (0(, fJ) durch Elimination von 0( 
bzw. fJ die Kurvengleichungen h = 0 bzw. g = 0 selbst herzustellen. Urn 
namlich die Schar (0() zu konstruieren, halten wir jeweils einen Wert O(() 
fest; dann geben x = cp (0(0' fJ) und y = 'P (010' fJ) eine Parameterdarstel­
lung der Kurve 0(0. Als wesentliche Erleichterung kommt hinzu, daB bei 
geeigneter Wahl von glatten Parameterwerten fJ zugleich einzelne Punkte 
der Kurven (fJ) gewonnen werden. Wenn auch die Gleichungen g = 0 und 
h = 0 nicht immer in geschlossener Form darstellbar sind, so kann die· 
Berechnung des Kurvennetzes (O(), (fJ) doch jedenfalls erfolgen. 

Beispiel. Die Schar der Wurfparabeln 

(118) 

8* 
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werde der Verzerrung 
1 1 

x = ~, y = - - ~2 - _1]2 + 1] (119; 
a a 

unterworfen. Die Linien (x) bleiben invariant, die Geraden (y) bilden sich 
in die konzentrischenKreise mit demMittelpunkt (0, tal und dem Radius 

3(;0 

0,1 

0 

-0,1 

2 
J 
If 

-0,5 
75° 6 

Abb.61. Verzerrung der Wurfparabeln. 

e (y) = t ya2 - 4ay abo Die Schar (tp) geht in zwei StrahlenbUschel 
iiber; aus (118) und (119) folgt namlich: 

(1] - ; • tgtp) . (1] + ; . tgtp - a) = 0. ---- '-,,--' I II 
Erste Bildschar: 1] = ; . tgtp, Trager: (0,0). 
Zweite Bildschar: 1] = - ~ . tgtp + a, Trager: (0, a). 
Dieser Umstand entspricht vollig der Tatsache, daB ein Bereich der 
(xy)-Ebene von der Schar (tp) doppelt iiberdeckt ist. Wir trennen beide 
Belegungen der Bildebene mit Hille der Funktionaldeterminante 

M - o(x, y) - 1 _ ~ 
- 0(;,1]) - a 1]. 

Die Gerade 1] = t a, die Bildgerade der Hiillparabel der Parabeln (118), 
scheidet in der Bildebene Gebiete eindeutiger Darstellung. Will man den 
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Einblick in den physikaIischen Zusammenhang betonen, so wird man zweck­
maBig die Teile oberhalb der Geraden M = 0 unterdriicken (Abb. 61). Bei 
der Herstellung einer Rechentafel ftir die Funktion (lI8) machen wir da­
gegen zwischen Gebieten M> 0 und M < 0 keinen Unterschied und be­
nutzen lediglich die Geradenschar durch den O-Punkt (Abb.62; a = I). 
Der Vorzug der angegebenen Darstellung vor anderen moglichen Verzer­
rungen besteht darin, daB die Bilder (y) und (9') auBerordentIich leicht 

Abb.62. Strahlentafel. Verzerrung der Wurfparabeln. 

konstruierbar sind .. Auf die Abbildung der auBerhalb der Hiillparabel 
gelegenen Punkte (x, y), die in mathematischer Hinsicht zu bemerkenswerten 
Ergebnissen fiihrtl), soIl hier nicht weiter eingegangen werden. 

§ 26. Doppel-Strahlentafeln. 
Es ist naheliegend, eine Verallgemeinerung der Strahlentafel 

dahingehend vorzunehmen, daB zwei Veranderliche durch Strah­
lenbuschel, die dritte durch eine Kurvenschar dargestellt werden. 
Dabei kann die Richtung der Strahlen in beliebiger Abhangig­
keit vom Argument stehen; die beiden Strahlenscharen haben 

1) Phys. Z. Bd. 18, S. 45. 1917. 
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dann als Koordinatenlinien zu gelten. (Vgl. § 51.) Besonders ein­
fache Tafelformen erhalten wir durch projektive Verzerrung einer 
rechtwinkligen Netztafel unter der Bedingung, daB die beiden 
Parallels char en in je ein Strahlenbiischel iibergehen. Als Vorteil 
ergibt sich dabei, daB auch aIle anderen Geraden der Darstellung 
als solche erhalten bleiben, im besonderen eine geradlinige Tafel 
wieder in eine Tafel mit Geradenscharen iibergeht. 

Die zur x-Achse parallelen Geraden mogen sich in ein Biischel 
durch den O-Punkt abbilden: A32 = A33 = 0, die Schar der zur 
y-Achse Parallelen transformiere sich in ein Biischel mit dem 
Trager ~ = 1, 1) = O. Diese Bedingung (u), v = 0; U = -1, (V) 
wird durch A13 = 0, Au = - A31 erfiillt. Aus dem adjungierten 
System I a I erhalten wir nach Kiirzung der konstanten Faktoren 
die Verzerrungsgleichungen 
! y + a - bu + be . v 
~=-.-.- U= , 

ex+y+d' bu 

b 
e=i=O; 

1) = ex + y + d; 
V = (a-d)u -aev + e . 

bu ' 

(120) 

sie fiihren jede im rechtwinkligen Netz (x, y) gelegene Netztafel 
in eine Doppel-Strahlentafel mit den Tragern (0,0) und (1,0) 
ii ber. Es gibt 004 Ab bildungen der verlangten Art; daher wird 
die Anpassung an vorgeschriebene Bereiche besonders schmieg­
sam durchfiihrbar sein. 

Schema: 

(a) ~ (~ ~ ( 
-b 

(A) = (a~d) 

be 

-ae 

o 
Wir geben zunachst die Bildscharen der Koordinatenlinien x = x (IX) 
und y = y (fJ) an. 

I. Die Glieder der Schar (x) sind in der Grundebene durch 

u = - ~1_, v = 0 gekennzeichnet. 
X(IX) 

. (a-d)-e·x(IX) ) 
BIldebene: U = -1; V = . b . (121) 

Trager : ~ = I; 1) = O. 
I 

II. Die Geraden (y) werden durch u = 0, v = - -- be­
y(fJ) stimmt. 

U ~ 00, V ~ 00.[ (122) 

Trager: 

U b 
V a + y(fJ) , 

~=O, 17=0. 

Bildebene: 
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Indem wir fUr die Grenzen der Bereiche (eX) und (fJ) bestimmte 
Bildstrahlen vorschreiben, erhalten wir vier Gleichungen [(121) 
und (122)], die zur Ermittlung der vier Parameter a, ... d fiihren. 

Beispiel. Wir bilden die in Fig. 59 dargestellte Multipli-

kationstafel x = eX' 10 mm, y = } . 10 mm, Z = ~ab. Die Ge­

raden (fJ) sind durch y (fJ) = ~ gekennzeichnet. -Jir fordern, daB 

die Bildstrahlen den Bereich - ~ =~ .... 2 erfiillen, wimn fJ 

zwischen 0,1 und 1 variiert. Demnach ergibt sich aus (122): 

U b 
fJ = 1; - V = 2; a +1 = 2 , 2a - b + 2 = O. 

U 1 b 1 
fJ = 0,1; - V ="2' a + 10 "2' a - 2 b + 10 = O. 

a=2; b = 6. 

Die Bilder der Geraden (eX) mogen innerhalb des vorgeschriebenen 
Bereiches V = - 2 ... - l liegen, wenn eX sich von 1 bis 10 
andert. [Vgl. (121).] 

IX = 1; V=-2: - (2 -_d6) + 1 = _ '>., d + _ c-14= O. 

a=1O; 
-(2-d)+10 1 
-----'--------'-6 -"2' d + 10 c - 5 = O. 

c= -1; d= 15. 
Die gesuchte Abbildung lautet demnach: 

~_ y+2 _ 6 
- -x + y + 15 ' rJ - -x + y + 15' 

(A) = -13 2 -1 . ( -6 -6 0) 
6 0 0 

Es laBt sich nunmehr die verzerrte Tafel konstruieren. Die 

Schar durch den O-Punkt hat den Anstieg ? ;fJ . Auf Milli-
~f' + 1 

meterpapier konnen die einzelnen Richtungslinien unschwer ein-

gezeichnet werden, da die rationalen Werte 2; ~ 1 stets durch 

einen erreichbaren Gitterpunkt Darstellung finden. Auch durch 
projektive Konstruktion kann die Schar (fJ) ermittelt werden, 
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und zwar aus einer Leiter reg P mit dem Anstieg 3. (Abb. 63, 
Hilfsgerade hp.) Die Glieder der Schar (IX) durch den Punkt (1,0) 

haben den Anstieg - ~ = -13 6 IX' Fur die Konstruktion 

gelten die entsprechenden "Oberlegungen. (Hilfsgerade reg IX, ha .) 

Abb. 63. Konstruktionsschema der Doppelstrahlentafel Abb. 64. 

Abb. 64. Doppelstrahlentafel Oi • fJ = ')'. (Beispiel: Oi = 4, fJ = 0,25, ')' = 1. 
Verkleinerung 1/3, 
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Die Schar (I') schlie.Blich hat den Trager ~ = :5,1] = 165 ; sie kann 

mit Hilfe des Wertes U = - u + v dargestellt werden, wobei 
u 

~ = -I' ist: U = - (1- 1'). In Abb. 64 ist die Tafel I' = IX· fJ 
u 
entworfen; als Ablesebeispiel ist IX = 4, fJ = 0,25, I' = 1 ein­
gezeichnet. 

An dieser Stelle la.Bt sich ein wertvolies nomographisches Ver­
fahren einfiihren. Die Strahlen fJ = 0,1, 0,2, ... 1 bestimmen 
auf dem Strahl IX = 10 die Werte I' = 1, 2, ... 10; ebenso werden 
auf fJ = 0,1 durch die Strahlen IX = 1,2, ... 10 die Werte I' = 0,1, 
0,2, ... 1 festgelegt. Da wir den Trager der Geraden (I') kennen, 
ist es moglich, die Schar (I') aus den genannten Punkten her­
zuleiten. Wir nennen dieses Verfahren, das weiter unten wiederholt 
Anwendung findet, kurz Pro j e k t ion ins i c h; es zeigt deut­
Hch, mit welchem Nutzen der Zusammenhang der Nomographie 
mit der projektiven (synthetischen) Geometrie zu Tafelkonstruk­
tionen herangezogen werden kann, wenn auch Methode und Auf­
fassung unter nomographischen Gesichtspunkten stehen miissen. 

Es hat sich zwar gezeigt, daB die Herstellung einer Doppelstrahlentafel 
aus einer gegebenen oder gedachten Netztafel rechnerisch oder konstruktiv 
sehr einfach vor sich geht. Dennoch ist die Frage berechtigt, ob die Her­
stellung gegeniiber der Benutzung eines vorgedruckten Millimeternetzes 
lohnend sei. Die Ablesung in jeder Netztafel ist, besonders bei groBeren 
Abmessungen der Darstellung und mehrstelligen Argumenten, haufig mit 
Schwierigkeiten verkniipft, da die Festhaltung der gegebenen Werte inner­
halb des Tafelfeldes unbequem ist. Demgegeniiber weist das Feld einer 
Strahlentafel groBere Vbersichtlichkeit auf, und mechanische Hilismittel 
gewahrleisten in einfacher Weise die Festhaltung der Argumente. Dazu 
kommt alB weiterer Vorteil, daB in einer Strahlentafel F(IX, (J, y ) = 0 ohne 
SWrung eine weitere Funktion G(IX, fl, ~) = 0 Darstellung finden kann; 
bei ei n malig er Einstellung der Faden oder Zeiger IX und (J werden zugleich 
die Werte von zwei verschiedenen Funktionen abgelesen. Das Feld der 
Tafel ist dann immer erst mit zwei Scharen iiberdeckt. 

In Abb. 65 ist die Umwandlung einer ~<\dditionstafel x = X(IX), Y = y({J), 
x + y = z, z = z(y) in eine Doppelstrahlentafel durchgefiihrt. Schreiben 
wir die Bereiche IX = 10 ..• 90, {J = 10 ... 90 derart vor, daB die zu­
gehOrigen Strahlen zwischen 0,4 und 2 ansteigen, so bietet sich die Abbildung 

(
0 1 -no) 

(a) = 0 0 - 40 dar. Wir konnen in dieselbe Darstellung noch die 
1 1 -220 

Abbildung der Schar x - y = Zl(~) verlegen. Der Abb.65 liegt die ein­
fache Annahme x = IX, Y = {J, z = y, Zl = ~ zugrunde. (Ablesebeispiel: 
IX = 90, (J = 60.) 

Die vorliegende Tafel ist auf Millimeterpapier ohne numerische Rech­
nung allein durch perspektivische Konstruktion aus regelmaBigen Teilungen 
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entworfen; als erzeugende Leitern ftir die Scharen (£x), (P), (") haben 
Parallele zur ~-Achse gedient; die Schar (y) wird durch Projektion in 
sich hergestellt. Der mit der Perspektive vertraute Leser wird unschwer 
erkennen, daB bei Umkehrung der Figur die beiden Drehzapfen als 
Fluchtpunkte erscheinen und die Darstellung sich als perspektivisches 
Bild einer Additionstafel vom Typus der Lalanneschen erweist. 

a: 

o 

o 
Abb. 65. Doppelstrahlentafel IX + f3 = y, IX - {J = ". 

50 

w 
ao 

o 

Gehen wir zu logarithmischen Funktionen tiber, x = log IX, usw., so 
liefert die Tafel zugleich das Produkt y und den Quotienten " der gegebenen 
Werte £x und {1. 

Sowohl die Tafel Abb.64 als auch die Darstellung Abb.65 kiinnen 
durch einfache Verzifferung anderen Bereichen angepaBt werden. 

§ 27. Meehanisehe Einriehtungen. Zeigerinstrumente. 
Die Bedeutung der Strahlentafeln liegt nicht allein in der 

lcichten Realisierbarkeit der Strahlenschar mit Hille eines Zapfen­
lineals und in der zeichnerischen Dbersichtlichkeit. Es ist moglich, 
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die Stellung des Lineals unmittelbar durch ein MeBinstrument 
zu bewirken. Wenn die Zeigerstellung eines Instrumentes durch 
die Veranderliche IX bestimmt wird und der Zeiger uber einem 
Kurvennetz (fJ /,) spielt, konnen wir jede Funktion F (IX, fJ, /,) = 0 
selbst ablesen. Als Beispiele lieBen sich Barometer, Manometer, 
Volt- und Amperemeter nennen, bei denen die Ablesungen auf 
einem Netz erfolgen konnen und damit sofort reduzierte oder ab­
geleitete Werte ergeben. Schlie13lich ist es naheliegend, eine 
Doppel-Strahlentafel durch zwei MeBinstrumente zu betatigen. 
Die Zeiger werden in dies em Falle messerartig ausgebildet und 
spielen in verschiedenen Hohenlagen uber einem Spiegel, der die 
eingeritzte und eingefarbte Kurvenschar tragt. Auf diese Weise 
werden parallaktische Ablesefehler vermieden. 

Einrichtungen dieser Art konnen im allgemeinen nicht auf 
projektive Beziehungen zuruckgefuhrt werden, wi-r mussen viel­
mehr den Ansatz der Tafel unmittelbar vornehmen. 

Die Drehpunkte der Zeiger I und II seien bzw. (0,0) und (1, 0), 
die Zeigerstellung I werde durch IX festgelegt: 

Y=X'f(IX), (123) 

die Stellung des Zeigers (II) durch fJ: 

Y = (x - 1) . g (fJ) • (124) 

Die Funktionen .f und g sind durch den Mechanismus bestimmt. In 
vielen Fallen ist der Ausschlagwinkel der gemessenen GroBe 
direkt proportional, f (IX) = tg (IX); Instrumente dieser Art beruhen 
zumeist darauf, daB unmittelbar die elastische Formanderung 
einer Feder gemessen wird. Ein anderes Funktionsbild ist von 
der Tangentenbussole her bekannt: die Stromstarke ist der 
tg-FunktiondesAusschlagwinkels proportional, f(IX) = IX. Endlich 
sei an die Hitzdrahtinstrumente erinnert, bei denen f(IX) als em­
pirische Funktion durch Eichung gewonnen wird. 

Handelt es sich urn die Darstellung der Funktion 

F (IX, fJ, /,) = 0 , (125) 

so konnen aus (123) bis (123) die Veranderlichen fJ und IX eliminiert 
werden, und es ergibt sich die Gleichung der Schar ()') im recht· 
winkligen Netz (x, y): 

G(x, Y; /,) = O. (126) 

Beispiel. Ein Volt· und ein Amperemeter seien derart kombiniert, 
daB die Zeigerstellungen e und i sofort den Widerstand des Leiters angeben, 
der dem Spannungsmesser parallelliegt. Wir sehen die Strahlen (e) und (i) 
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als Koordinatenlinien an; in dieses Netz k6nnen die Kurven (w) unmittelbar 
eingetragen werden (Abb.66). Die Gleichung der Schar (w) lautet: 

( 6 y ) 12 Y w· -arctg-- - 1 = -arctg- - 2. 
Jt I-x Jt X 

(127) 

[Schar (e): y = x ·tg(30° + 5eO), Schar (i): y = - (x -1). tg(30° + lO·iO).] 

Abb. 66. Doppelzeiger-Instrument. w Ohm = ; :;~ . 

Giinstige Schnittverhaltnisse lassen sich in Doppel-Strahlen­
tafeln stets sichern, bleiben aber naturgemaB auf einen gewissen 
Bereich beschrankt. Eine in praktischer Hinsicht bedeutungs­
volle Verbesserung gewinnen wir, wenn wir statt der Strahlen 
krummlinige Zeiger verwenden. Es ist bekannt, daB die Tangente 

J'. 
der logarithmischen Spirale r = m . ea mit dem Leitstrahl in 
allen Lagen einen konstanten Winkel bildet. Wir konnen daher 
bei einem Doppelzeiger-Instrument den einen Zeiger geradlinig, 
den anderen in Form einer logarithmischen Spirale wahlen. Wer­
den beide Zeiger koaxial angeordnet, so ist der Schnittwinkel in 
der ganzen (erreichbaren) Ebene eine Konstante. SchlieBlich 
konnen wir beide Zeiger als logarithmische Spiralen, aber ent­
gegengesetzten Sinnes, ausbilden. Mechanisch ist die Anordnung 
koaxialer Zeiger an den Uhrzeigern verwirklicht. 
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Der Winkel der Tangente mit dem Leitstrahl wird durch 
'!E. 

r m· ea 
tgi}=, gegeben: tg#=--·a=a. Wahlen wir im fol-

r '!E. 
m'ea 

genden stets a = 1, so schneiden sich gegenlaufige Spiralen unter 
90 0 ; damit ist der Schnittwinkel in der ganzen Darstellung zu 
einem Optimum gestaltet. - Die linksgewendete Spirale r 1 = m • e'" 
werde aus der Ruhelage um den Winkel A.. f(cx) im positiven Sinne 
gedreht, die rechtsgewendete Spi­
rale r 2 = m . e - '" im gleichen Sinne 
urn den Winkel p' g(fJ). (Abb.67.) 
Fiir den Schnittpunkt r 1 = r2 der 
Zeiger in diesen Endlagen gilt 

p' g(fJ) - A.. f(cx) = 2·ljJ. (128) 
Der Schnittpunkt P selbst hat im 
Polarkoordinatensystem (r, cp) die 
Koordinaten: 

r=m'e"', (129) o----------------~~--

cp = A.. f(cx) + ljJ, 
= t[A.. f(cx) + p' g(fJ)]. (130) 

Abb. 67. Schema. Doppelzeiger­
Instrument mit krummlinigen 

Zeigern. 

r 
Aus (129) folgt ferner: 1jJ = In-. Demnach erhalten wir 

m 
r 

A.. f(cx)= cp -In-, 
m 
r 

fl·g(fJ) = cp + In-. 
m 

(131) 

(132) 

Wir fiigen die gegebene Funktion F(cx, fJ, y) = 0 hinzu und 
k6nnen durch Elimination von cx und fJ aus (131), (132) und F = 0 
die Gleichung der Kurvenschar (y) im Polarsystem angeben: 

G(r, cp; y) = O. (133) 

Beis piel. IX + fJ = )'. 

Unter der Voraussetzung, daB die Ausschlage der Zeiger den Werten IX 

und fJ proportional sind, I(IX) = IX, g(fJ) = fJ, erhalten wir 

IX=~~-~:)' ~~ 
fJ = ~ (<p + In :) , (135) 

IX + fJ = )' = <p . (!. + ~) + (~ - !) In ~. (136) 
f-l;' f-l;' m 



Q 

126 N etztafeln. 

Wenn J. = I" gewahlt ist, was durch Justierl1ng der Instrumente erreicht 
Ie 

werden kann, ergibt sich daher ein Strahlenbuschel, rp = 2 . )" andern-
falls eine Schar logarithmischer Spiralen 

,u+!. 'P 

r = ~. e" _. A (J. =f 1"). 
l~"A.J' 

ef'-!' 

Auch hier sei ausdrucklich bemerkt, daB es fUr die Liisung der Aufgabe 
c< + fJ =)' pra.ktisch ohneBedeutung ist, wenn die Zeiger die Kurven ()') 
unter spitzen Winkeln schneiden. 

Beis piel: ex· fJ = )' . 
Aus (134)und (135) folgt: )' =, rp2 - In _ .. ' r = m· e '. 1 ( (r )2) T'f'-!" ~ 

I.. I" m 

Beispiel. 
ex 
/J = 'Y. 

r 
cP -In-

p. m 
Wir erhalten '1-, '- J. r 

cP + In­m 

d. h. r=m'e 
f'-I"r 
--. -"p 
f'+I .. y 

N ach Logarithmierung ergibt sich 

}'-Q5 :r-02 roW 'I'D 

-~.~O+------+~-+--+-.r--~-'~r·o 

720 

100 

80 

80 

I' m 

10 

Abb: 68. Verzerrung der Spiralen ()'). 
V gl. Abb. 69. 

(133 a) 

(
I/. - J.." ) arc -,.----, cP 0 

fl+}"'Y 
1 r 

=-·log-
loge m' 

fl-J.·'Y 0 

fl+J.·y·CP 

(~) °'10 "--. 
n . loge g m' 

r 
= 132 0 • log- . 

m 
Die Berechnung zu­

sammengehoriger Werte 
r, cP zur Konstruktion der 
Kurven (133a) nehmen 
wir in einem einfach-Ioga­
rithmischen Hilfsnetz vor: 

r t = 100· log- mm, 
rn 

1] = cp·l mm. 
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Die Bildkurve einer Kurve (133a) erscheint dort als Gerade 

1J = (_l_. 132 .,u + AI') • ~ • 
lOO ,u - AI' 

In Abb. 68 sind einige Bildkurven (I') dargestellt. Beziffern wir 

die 1J-Achse nach Werten ,u - ~Y . q;O , so konnen wir an der einen 
,u + ILl' 

Geraden I' = 0 die Wertepaare r, q; auch fiir andere Zahlen i' 
durch kurze Nebenrechnung oder projektive Konstruktion er-

Nullsfl'l7hl \ 
des Zeigers 2 \ 

lluSSt:l7logIVil1kel \ 
/1-200· \ 

\ 

Zeiger2(p) 

Fester Nul/strohl 

Abb. 69. Doppelzeiger-Instrument. Typus i' = flO< • 

Beispiel: IX = 100, fJ = 200, )' = 0,5. 

mitteln. Aus der Bildebene Abb. 68 werden die Kurven (2) in 
die Grundebene der Abb. 69 ubertragen. Unter der Annahme 
,u =2 ist die Schar (I') schematisch dargestellt. Die Zeiger tragen 
punktiert ihre Nullstrahlen, die Ruhelage (fester Nullstrahl) ist 
besonders kenntlich gemacht. Die eingezeichnete Zeigerstellung 
entspricht der Losung i' = 0,5. Um das Verstandnis beider Ab­
bildungen zu erleichtern, bemerken wir, daB bei der Verzerrung 
der Grundebene Abb. 69 in die Bildebene Abb. 68 die konzentri­
schen Kreise (r) in die Linien (~), die Fahrstrahlen (q;) in die Ko­
ordinatenlinien (1J) ubergehen. Wahrend selbstverstandlich fur 
die Nomographie im engeren Sinne die verzerrte Ebene 
als brauchbare Losung anzusehen ist, weist das mechanische 
Problem auf die Darstellung der Abb. 69. Es laBt sich leicht er­
kennen, daB sich die Darstellung vorgelegten Bereichen sehr 
schmiegsam anpaBt. 
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Fiir das letzte Beispiel werde eine Anwendung kurz angedeutet. Die 
relative Geschwindigkeit v eines aus einer diinnen Riihre austretenden Gases 
hangt von der Dichte (j und der Druckdifferenz (P1 - P2) ab; nach bekannter 
Formel gilt in erster Naherung k· v2 = (P1 - P2) : (j. Hierin bedeutet k 
eine Apparatkonstante1). Die Druckdifferenz (P1 - P2) = IX wird durch 
ein Manometer, die Dichte bei konstanter Zusammensetzung des Gases 
mittelbar durch eine Barometerablesung fJ bestimmt. Bei koaxialer An­
ordnung der Spiralzeiger kiinnen wir also ein Doppelzeiger-Instrument her­
stellen, das iiber einer Kurvenschar (v) sofort die Geschwindigkeit angibt2.) 

Typus: )' = IX: fJ. Die Konstante k mull durch Eichung ermittelt werden, 
da sie infolge der Strahlkontraktion von der Diise abhangt. 

Die angefiihrten Beispiele zeigen, in welcher Weise die Kurven­
schar analytisch in geschlossener Form dargestellt werden kann. 
Die Ergebniskurven lassen sich rechnerisch festlegen. Damit er­
schlieBen die Doppelzeiger-Instrumente der Nomographie ein 
weites Feld, und besonders der Feinmechanik eroffnet sich hier 
ein bisher zwar wenig beachtetes, aber aussichtsreiches Gebiet. 
Die Angabe weiterer Einzelheiten wiirde den Rahmen dieses 
Buches iiberschreiten; der Gegenstand solI in einer besonderen 
Arbeit behandelt werden. 

§ 28. Die quadratische Gleichung. 
Der Aufbau allgemeiner geradliniger Tafeln solI am Beispiel 

der Funktion 
Z2. + X • z + y = 0 (137) 

vorbereitend erortert werden. Gehen wir von der Vorstellung der 
Rechenflache (137) aus, so bieten sich entsprechend den drei 
Koordinatentafeln (x, y), (y, z) und (z, x) drei Darstellungsmog­
lichkeiten. Die einfachste bezieht sich auf die (x, y)-Ebene. Da 
die Funktion (137) in bezug auf x und y linear ist, erhalten wir 
eine Geradenschar nach dem Parameter z. Sowohl zur Kon­
struktion als auch zur Auswertung der Tafel ist die Kenntnis der 
Hiillkurve niitzlich: 

F = Z2 + xz + y = 0, 
of 
-"-=2z+x =0. 
Oz 

Durch Elimination von z ergibt sich die Enveloppe 

y = tx2. 
1) VgI. z. B. Chwolson Bd. 1, S.51O. 

(138) 

(139) 

2) Barbillion, L. et NL Dugit: ComptesRendus Bd.I7l, S. 389-392. 
1920. Nach Angabe der Autoren sind Apparate konstruiert worden, die 
auf derselben Grundlage das Gasgemisch in Explosionsmotoren kontrollieren. 
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Die Konstruktion der Schar (137) ist in einfacher Weise mit Hilfe 

des Anstiegs 
1 

1 
-z oder der Achsenabschnitte -- = -z bzw. 

--= -Z2 
V 

durchfiihr bar. 
u 

Durch die Parabel (139) werden in der (x, y)-Ebene zwei Gebiete von­
einander geschieden. Das Innere der Parabel, (y> -1- X2), enthalt die Bild­
punkte der quadratischen Gleichungen mit zwei konjugiert komplexen 
Wurzeln; die Bilder der Gleichungen mit zwei reelle~, zusammenfallenden 
Wurzeln Iiegen auf der Hullkurve; jeder Punkt im AuBeren der Parabel, 
(y < -l- X2), stellt eine quadratische Gleichung mit zwei reellen. verschie­
denen Wurzeln dar. Dementsprechend gehen durch jeden Punkt dieses 
Gebietes zwei gerade Linien, Z1 und Z2; das Gebiet ist als doppelt belegt 
anzusehen1). 

Die Rechentafelleistet mithin die Bestimmung der Wurzeln Zl 

und Z2 einer quadratischen Gleichung mit den gegebenen Koeffi­
zienten x und y. Fiir die Praxis ware es erforderlich, vorgeschrie­
bene Bereiche der Koeffizienten zu beriicksichtigen. Die Gleichung 
laute Z2 + 1X Z + fJ = o. Wahlen wir das regelmaBige Netz x = IX, 

1 
Y = 1· fJ, so ergibt sich als HiiIlparabel y = 4 x 2• Die Geraden 

der Schar (z) sind im Ietzten FaIle durch den Anstieg - A. • z oder 

durch die Achsenabschnitte -~ = -z bzw. -~ = -1· Z2 
bestimmt. U v 

Wenn auch mathematisch nur drei Geradenscharen die Dar­
stellung ergeben, treten in praktischer Hinsicht wegen der doppel­
ten Belegung der Schar (z) vier Scharen in Erscheinung. Es hat 
sich zwar gezeigt, daB auch Nomogramme dieser Art in iiber­
sichtliche Form gebracht werden konnen, wie die auBerordentlich 
sorgfaltigen Veroffentlichungen" von Fiirle 2) bekunden. Dennoch 
erscheint auch in diesem FaIle eine Mechanisierung der Rechen­
tafel aussichtsreich. Durch die HiiIlkurve und ein weiteres 
Element ist die Gerade (z) praktisch in durchaus hinreichender 
Sicherheit festgelegt. Wir konnen die Parabel (139) erhaben aus­
bilden und die Tangente durch einen abwickelbaren Faden ver­
wirklichen. Eine derart entwonene Tafel enthalt lediglich das 
Netz (1XfJ), die Bezifferung z wird nach Art der Abb. 64 und 65 

1) Der Leser wird ohne Schwierigkeit die heiden Belegungen anschau­
Iich trennen, wenn er die Tafel als Projektion der zugehorigen Rechen­
fIache ansieht. Jede Gerade g.ehOrt beiden Belegungen an, die in der Hull­
kurve zusammenhangen. Durchlaufen wir eine Gerade unter Beibehaltung 
eines einmal gewahlten Sinnes, so Iiegen die Punkte vor der Beriihrung in 
der einen, die Punkte nach der Beriihrung in der anderen Belegung. 

2) Rechenblatter. Berlin: Mayer & Muller. 
Schwerdt, Nomographie. 9 
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am Rande ausgefiihrt. Da beida Tangcntenrichtungen in Bet·racht. 
komman, ist die Anordnung zweier Fiiden &n,;l;ezeigt. (Abb. '10l . 

Ahb.70. T llfel fil r die Wu.rtcln dor quadrll.t iscben Gieichuug :;1 + III:; + p,.,. O. 
(Vercinigte Suul1oen· nnd Produktentafel.) 

Schiefe P aralleJprojcktion 'P "" 60 °, m ... t . Verkleinentng 1/ 3, 

Kurvcn. a n d enen cine Gerade g le itc t , erwcisen sicb als 
wcrtvolle Darstellungsclemente der Nomographic, Bowob} in 
NetztAfeln, als auch bcsonders in J..eitcrtafeln. Wir bezeicbnen sic 
ala G leitkurv e n 1). (Vgl. § 39.) Die Tangente wird, - wenn 
a.uch achr zu Unrecht - , viclfa.ch aIs cin Konstrukt ionselement 
geringer Sicherheit angcsehcn . Erne Unsichcrheit kann sich 
ledigHch auf die Lage des Bcrilhrungspunktc8 bezichen, dor 
im vorliegenden }i'alle aber im ~llgcmeinen keme Rolle spielt . 
Die nomographischc Aufgabe der Gleitkurve b08teht darin, 
die 'l'angcntenrichtuDg fcswulegcn; da hierbci ein au13erer 
Punkt gegebcn ist, der stetH hinreichend weit von der Kurvc 
entfernt gewii.hlt werden k ann, gewahrleist.et cine Gleitkurve 
durchaus die gleiche S icherheit m e andere Elemente ciner gra­
phitIChcn Tafel. 

Unter den projektiven V Cl'7.errungen, denen wir die regulare 
Darstcllung Abb. 70 lmterwerfcn konnen, Dchmen diejerugcn cine 
bcsondere Stellung em, welche die Gleitkurve in emen Kreis 
ilberfiihren. Wir Bchreiben als Bildkurvc der Parabel den Kreis 

(140) 

I) Bcricht tiber d. 5. Sitzung d. Arbcits-Ausschusses f. graph. Roohon­
veriahren, 12. Dez.. 1922. AW.I" . Derlin. Vgl. Anmcrkung S. 199. 
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vor. Die Abbildung UiBt sich dann durch 

(a)= (!~~ : ~), (A)=(-:t~ ~;i-f~2_1») (141) 

a -V). a2+ 1 1 0 0 t -VI 
bewerkstelligen. (Vgl. § 21.) Es werden zunachst die Bilder der 
drei Geradenscharen angegeben: 

I. Schar (x). . 
1 1 

Grundebene: U=--=--, 
x /X 

v=o, 

Trager: y~oo. 

II. Schar (y). 

Bildebene: U = - a ~ (1 + a YI. /X) , 

2a-(a2 -1)f['/X 
V=- aYI ' 

T" I: a 1 
rager: \0 = a2 + l' 1] = a2 + 1 . 

Grundebene: U = 0, Bildebene: U=·-2a, 
1 1 

v=--=--', 
-1+(a2 -1)·l·fJ 

V= lfJ ' y l·fJ 

Trager: x~oo. 
1 

Trager: ~=-2a-' 1]=0. 
III. Schar (z). 

G db 1 Bildb ·u_ 2(1-aYI'z) run e ene: U=-, e ene. - ,(1 , 
z rl . z 
1 Z2.).. (aL l)-2a -vr'z+l 

v= )'Z2' ·V= l'Z2 ' 

Trager: 4y=).x2• Trager: ~2+1]2=1]. 
(Gleitkurve) . (G1eitkurve) 

Wenn wir den MaBstab ). durch die vorgelegten Bereiche be­
stimmt haben, enthalt die Darstellung immer noch einen freien 
Parameter; wir k6nnen daher unter 001 Verzerrungen durch eine 
Nebenbedingu:ttg eine bestimmte Abbildung auswahlen. 

Die geometrisch einfachste Annahme treffen wir offenbar 
durch die Festsetzung, daB die Schar (y) in ihrer Parallelen­
eigenschaft invariant bleibe: a = O. Wir erhalten dann die spe-
zielle Darstellung: _ 2 
Schar (x): Trager: ~ = 0, 1] = 1. U = ---=--, V =-1. 

.. fl·/X l+lfJ 
Schar (y): Trager: ~ ~ 00, U = 0, _ V = ----rr-. 
Sh () Anst' . G d U 2fl·z 

c ar z: leg emer era en: - V = lZ2 _ 1 . 

9* 
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Mit Hille dieses Wertes laBt sich die Lage des Beriihrungspunktes 
auf der Gleitkurve angeben. Der Anstieg des Beriihrungsradius 

V 1-2z2 
betragt tg cp = + - = -=_ :--

U 2Y2.z 

~ = !coscp, 'YJ =!+ !sincp, 

1 + 2· Z2 • 

Beziehen wir die Koordinaten auf ein paralleles System mit dem 
Anfangspunkt (0, 1) und umgekehrten Achsenrichtungen, 

~1 = -~, 'YJl = 1 - 'YJ, 
so erhalten wir: ,/1 

y2·z 
;1 = 1 + 2· Z2 

1 
'YJI = 1 + 2. Z2 • 

Diese Werte sind aber mit den auf S. 70 angegebenen Koordinaten 
der stereographischen Kreisteilung identisch, wenn wir if = a 
setzen. 

In praktischer Hinsicht laBt dieses Ergebnis sofort eine wert­
volle Anwendung zu. Die Geradenschar (z) wird in einfacher 
Weise durch einen rechtwinkligen, um (O,!) drehbaren Hebel 
verwirklicht, dessen Drehradius gleich ! ist. (Abb. 71.) Die Ab­
lesung des Wertes z erfolgt mittels des Radius auf der stereo" 
graphischen Kreisteilung {} = ! oder auf einer ihr konzentrischen. 
Es kann sich empfehlen, zwei koaxiale Winkelzeiger zu ver­
wenden. 

Abb. 71 ist flir l = 1 entworfen, kann also unmittelbar als Verzerrung 
der Abb. 70 gelten; die eingezeiehnete Zeigerstellung entsprieht den Daten 
IX = 0,8, {J = -0,2 und ergibt Zl = -1, Z2 = +0,2. Es bestehen keine 
Sehwierigkeiten, dureh andere Wahl von a neue Tafelformen herzustellen, 
denen allen der Kreis als Gleitkurve gemeinsam ist. Bestimmend flir a 
kann entweder eine Vorsehrift liber einen der Trager fiir (IX) bzw. ({J) sein 
oder die Anordnung der Strahlen (IX) bzw. (fJ) innerhalb eines gegebenen 
Bereiehes. Der Trager des Blisehels (IX) kann nur auf der Gleitkurve selbst 
liegen l ). 

Die Tafeln fiirdie quadratische Gleichung fiihren bei Um­
kehrung der Aufgabe zu bemerkenswerten Ergebnissen. Sehen 
wir ZI und Z2 als gegeben an, so liefern die Koeffizienten­
gesetze: ZI' Z2 = fJ; ZI + Z2 + IX = 0 . Wir gewinnen also ver-

I) Dies laBt sieh aua den Gleiehungen flir ~ und 1J ablesen, kann aber 
aueh ansehaulieh sofort der Tatsache entnommen werden, daB jede Gerade 
(IX) mit der Parlj.bel (Abb. 71) einen eigentlichen und ihren uneigentlichen 
Punkt gemeinsam hat. 
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einigte Summen- und Produktentafeln, wobei durch geeignete Ver­
zifferung sofort auch die Differenz ablesbar wird. Es lassen sich 
durch Unterdriickung der Schar (ex) reine Produkttafeln, bei Unter­
driickung der Schar (fJ) reine Summentafeln herstellen, die je nur 
zwei Geradenscharen enthalten. (Vgl. § 36.) 

-z 

10 10 
5 5 
¥ 

~/J fJ: Z, Zz z 
negaliv (5 

Z 
t5 ~s , 

5 -5 1 

-i' qs qs '" 

-,:J ,:J 

a:: 
Abb. 71. Projektive Verzerrung der Abb. 70. Doppelzeiger­

Instrument Z2 + 1XZ + fJ = O. Verkleinerung 1/3, 

z 

Als Beispiele fiir vereinigte Summen- und Produkttafeln 
seien die Erwarmungsverhaltnisse elektrischer Leiter genannt, die 
vom Querschnitt (Zl' Z2)' und der Oberflache; (t (Zl + Z2)), ab­
hangen. Interessant diirfte ferner die Darstellung der Kriim­
mungen von Flachen sein. Aus gegebenen Hauptkriimmungsradien 
r1 und r2 liefert eine Tafel der quadratlichen Gleichung sowohl die 

1 
GauBsche Kriimmung G = -- als auch die mittlere Kriim­

r 1 • r2 

mung (Sophie Germain) M = 21 (~+~). 
r1 r2 
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§ 29. Geradlinige Netztafeln. 
Die soebenbehandelte quadratische Gleichung gehort einer 

allgemeineren Funktionsform an, die in geometrisch v~rzerrten 
Netzen durch Geradenscharen dargestellt wird. Es ist leicht zu 
erkennen, daB jede Funktion 

.\ g (x) . G1(z) + h(y)· H1(z) + K~~~= 01 (142) 

im geometrisch verzerrten Netz ~ = g (x), 1] = h (y) eine gerad­
linige Bildschar hat. Setzen wir G1 : Kl = u (z), HI : Kl = V (z), 
so lautet die Gleichung der Schar (z): 

~ . u (z) + r)' v (z) + 1 = O. (143) 

Die Gleitkurve ergibt sich durch Elimination von z aus den beiden 
Gleichungen 

F (x, y; z) = ~. u + 1]' v + 1 = 0, 

of 1: I I 

~=".u +1]'v =0. 
(144) 

Wenn die Elimination nicht in geschlossener Form durchgefiihrt 
werden kann, gehen wir zur Parameterdarstellung iiber: 

_Vi 

~ == - I , , 

u·v-u·v 
u' 

1] = I I' u·v - U • v. 
(145) 

(V gl. S. 69.) Bei der Konstruktion erweist sich oft die Schar 

als niitzlich. 

u' 
')')=--.~ ./ Vi (146) 

In vielen Fallen ist es ohne Schwierigkeit moglich, die vor­
gelegte FunktionF = 0 in die Form (142) zu bringen. Die quadra­
tische Gleichung ist unmittelbar in der Gestalt (142) gegeben; 
das Gleiche gilt fiir die kubischen Funktionen Z3 + xz + y = 0, 
Z3 + XZ2 + yz + 1 = 0, Z3 + XZ2 + y = 0 usw. Gleichungen 
dieser Art sind von Lalanne behandelt worden; in neuerer Zeit 
hat Fiirle gebrauchsfertige Darstellungen entworfen. Es ist je­
doch ersichtlich, daB nicht jede beliebige Funktion durch (142) 
dargestellt werden kann. Der theoretischen Nomographie er­
wachst die Aufgabe, zunachst zu untersuchen, welche Funk­
tionen in die Form (142) iiberfiihrt werden konnen, und dann im 
einzelnen FaIle die Normalform auch wirklich herzustellen. 

Den praktischen Bediirfnissen entsprechend ist man unter 
Verzicht auf eine allgemeine Losung der Aufgabe davon aus­
gegangen, eine Anzahl von Funktionen g, h, u und v derart aus-
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zuwahlen, daB sowohl die Netze als auch die Scharen (z) moglichst 
einfach konstruierbar seien. Wenn auch in theoretischer Hin­
sicht dieses (synthetische) Verfahren wenig befriedigt, so hat es 
der Praxis doch insofern niitzliche Dienste geleistet, als fUr eine 
groBe Anzahl von Funktionstypen F geeignete Darstellungen vor­
bereitet werden, auf die nach Bedarf zUrUckgegriffen werden 
kann. Wir werden dieses Verfahren der Typenbildung an spateren 
Stellen skizzieren. 

Zur Entwicklung der allgemeinen Losung fUr geometrisch ver­
zerrte Netze denken wir im regelmaBigen Netz (x, y) die 
K urve nschar (z) entworfen. Die Verzerrung ~ = ~ (x), 'Yj = 'Yj (y) 

fiihrt gemaB § 18, 66 den Anstieg :! einer Kurve z iiber in den 
Anstieg 

d'Yj 
d'Yj dy dy 
d~=d[·dx· 

dx 

SolI bei der Verzerrung jede Kurve z in eine Gerade gestreckt 

werden, so muB ~~ von x und von y unabhangig, d. h. nur eine 

Funktion von z sein: ~~ = -R(z). Da ~'Yj eine Funktion von y 

allein, 'Yj'(y) , und ~! !'line Funktion von x ~llein ist, ~'(x), besteht 

mithin die Gleichung 

dy = -fex). _1_. R (z). (147) 
dx 'Yj'(y) 

. dy (OF OF) . . Setzen WU' dx = - ox: oy m (147) em, soerhalten wir die 

Bedingungsgleichung 

I (
OF OF) , 1 I . ax: 7fY = ~ (x). ~. R (z) (148) 

Die Funktion F(x, y, z) = 0 ist in geometrisch verzerrten Netzen 
of of. 

durch Geradenscharen darstellbar, wenn 0 x :ay m das Produkt 

von drei Funktionen zerlegbar ist, deren jede nur von einer 
der Veranderlichen abhangt. 

Ein besonderer Fall liegt vor, wenn R(z) konstant ist; es er­
gibt sich dann namlich eine Darstellung mit drei Parallelscharen, 
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die durch projektive VerzerruI).g in eine Tafel mit drei Strahlen· 
biischeln umgeformt werden kann. Nach Logarithmierung von 
(148) erhalt man 

(oF OF) In ox :oy =lnr(x)-lnrJ'(y)+ InR(z). (149) 

1st R (z) = const, so ergibt sich 

I C2In(~~ : ~~) 
I ox oy = 0 
; oxoy I , , 

(150) 

als notwendige und hinreichende Bedingung. (Differentialgleichung 
von de Saint· Robert, 187F). 

Die Aufgabe, ein entsprechendes Kriterium fiir den allgemeineren An· 
satz (148) zu entwickeln, hat Massa u2) geliist. "Venn auch die Integration 
der von l\1:a s s a u aufgestellten DifferentiaIgleichungen durchgefiihrt ist, 
gestaltet sich die Anwendung des Verfahnins in praxi doch schwierig. Es 
diirfte im allgemeinen ausreichen, durch Differentiation die Gleichung (148) 
herzustellen, da sich zumeist dann schon ein planniaBiger Weg darbietet, 
die.Verzerrungsgleichungen anzusetzen und die vorgelegte Funktion F = 0 
auch wirklich in die Grundform (142) iiberzufiihren. 

Beispiel. Aus der gegebenen Funktion F = a' xz· Zb.U - c' = 0 
finden wir die Ableitungen: 

of of 
o.x =a· X'-1'ZbY+1, oy =a· xz· zby. b· Inz; 

of of lIz 
ox: oy =X-'l}'hiz' 

Da diese Gleichung die Gestalt (148) hat, kOnnen wir sofori ein Funktions· 
netz angeben, z. B. 1 

;'(x)=-, d. h. ;=lnx, 
x 

'fj'(y) = b , d. h. 'fj = b • y. 

; . z + 'fj • lnz + (Ina - zInc) = O. 

Beispiel. F = x2y + yz3 + Z4 = O. 

of.oF -~-2x _ 2 .~ 
ox'oy-x2+za- ( y) Z4' 

Z. B. nx) = 2 x , d. h. ; = x2 . 

'fj'(y) = - -\-, d. h. 'fj = ~. 
y y 

1) Mem. della R. Accad. di Torino (2) Bd. 25, S.53. - Die Gleichung 
entspricht der GauBschen Bedingung eines isometrischen Netzes auf einer 
Fliiche. Der Zusammenhang der vorliegenden Aufgabe mit den Eigen· 
schaften einer zugehorigen FIache kaun hier nicht erortert werden. 

2) Ann. de l' Assoc. des Ing. sortis des ecoles spec. de Gaud. Bd. 3. 
Gent 1884. 
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Unter dem Gesichtspunkt der Entwicklungen (148) bis (150) 
wollen wir die Multiplikationstafeln x' y - z = 0 zusammen-

fassen: Aus ~F = Y = ~ und ~F = x = -=- folgt ~~ :~F = JL. 
ux x uy y ux uy x 

Die Gleichung 
t'( 1 y ~ x)· -,-' R(z) =-

1] (y) x 
(151) 

liWt sich durch den Ansatz ';'(x) = xn erfiillen, wenn 

xn +1 

1]'(y) =---. R (z) 
y 

S 1 f ' 1 etzen wir R (z) = zn+l' so olgt: 17 (y) = yn+2 . 

I 
Anstieg 

-R=~ Tafelform 
zn+ 1 

=1 
1 I Crepin, 

: _ ;, I Grundlo'm 
=X 

usw. 

Wahrend wir im ersten Abschnitt bei elementarer Auffassung 
die Lalannesche Tafel als Umformung einer typischen Additions­
tafel gewinnen, zeigt die vorstehende tTbersicht klar, wie sich die 
(transzendente) Lalannesche Tafel der Crepinschen Gruppe 
von (algebraischen) Multiplikationstafeln zwanglos einordnet. Wir 
erwahnen diesen Umstand ausdriicklich, da in der iiblichen Dar­
stellungsweise die logarithmische Umformung zwar durch ihren 
Erfolg gerechtfertigt erscheint, immerhin aber eine willkiirliche 
Operation bedeutet. 
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Eine allgemeine geradlinige N etztafel fur die Funktion 
F(ex, fJ, y) = 0 enthaIt drei Geradenscharen, deren jede eine be­
sondere Gleitkurve besitzt. Wir k6nnen in Doppel-Strahlentafeln 
die Trager der Strahlenbuschel als Ausartungen von Gleitkurven 
ansehen; in geometrisch verzerrten Netzen werden die Aus­
artungen uneigentlich. 

Zur Diskussion der allgemeinen Tafeln orientieren wir die 
Ebene durch ein rechtwinkliges Bezugssystem (xy), das in der 
Darstellung· selbst nicht hervortritt. Die Gleichungen der Scharen 
(ex), (fJ) und (y) lauten dann entsprechend (143): 

X· u1(ex) + y' v1(ex) + 1 = 0, 1 
x . u2 (fJ) + y . v2 (fJ) + 1 = 0 , J 
X· us(y) + y' vs(y) + 1 = O. 

(152) 

Auf Grund des Schlussels fiir N etztafeln wird die Wertegruppe 
(ex, fJ, y) durch den Schnittpunkt der drei Kurven (Geraden) (ex), 
(fJ) und (y) dargestellt. Die dr.ei Geraden (152) gehen durch einen 
Punkt, wenn die Determinante des Systems verschwindet: 

u1(ex) v1(ex) 1 
u2 (fJ) v2 (fJ) 1 = O. (153) 
us(y) Vs (y) 1 

Lehnen wir die Entwicklung an die Form (142) an, so lautet die 
entsprechende Bedingung: 

Ilh(ex) h1(ex) kl(ex) 

I g2 (fJ) h2 (fJ) k2 (fJ) = 0 . 
gs(y) hs(Y) ks(Y) 

(154) 

Dieselbe Aufgabe, die sich an die Normalform (142) angeschlossen 
hat, ist nun fiir die Bedingung (154) [bzw. (153)] zu 16sen: es 
handelt sich darum zu entscheiden, 0 b. eine vorgelegte Funktion 
F(ex, fJ, y) = 0 in die besondere Form (154) uberfiihrt werden 
kann (red uz i bel ist ),. und gegebenenfalls die' N ormalform her­
zustellen. 

Die Losung der Aufgabe ist auf zwei verscbiedenen Wegen geleistet 
worden. Unter Benutzung der Differentialinvarianten der projektiven 
Transformation 

O_(02U. OV _02V oU+ 2 . 02U ,ov_2~,oU)e-M 
- ox2 oy ox2 dy oxoy ox oxoy ox ' 

n_(d2V,OU_o2u,ov+ 2 . iJ2v ,ou_ 2 o21i, ,Ov),e- M (M=O(U,v») 
- oyB ox oy2 ox iJxoy oy iJxoy iJy , 8(x,y) , 
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hat Gro n w alP) die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die 
Darstellbarkeit entwickelt. Die Ergebnisse erscheinen zwar in einfacher 

. {)z {)z {)L 1 ()L 
Form: Bezelchnet man z. B.: -:0-: ,,= L, N ="' + L- . ",' so lautet uy ox ux uy 
die Bedingung dafiir, daB eine Schar [die Schar (x)], ein Strahlenbiischel 
sei: D = L . 0 + N; dennoch stoBt, wie kaum anders zu erwarten steht, 
die Anwendung im einzelnen Faile auf erhebliche Schwierigkeiten, so daB 
zur Zeit eine praktische Losung auf diesem Wege noch nicht in Frage kommt. 

Einige notwendige und hinreichende Funktionalgleichungen sind von 
Duporcq2) aufgestellt worden. Bei aller Feinheit der SchluBweise laBt 
auch dieses Verfahren in der Praxis keine fliissige Anwendung zu; wir 
beschranken uns daher darauf, nur den Gedankengang zu skizzieren. 

Wir bestimmen in F(rx, p, r) = 0 drei beliebigeLosungstripel a, b, e, 
a', b', (;' und aU, b", c". 

Die vier Funktionen F(rx, p, r), F(rx, b, c), F(rx, b', e') und F(rx, b", e") 
sollen auf Grund der Bedingung (154) samtlich von der Form sein 
A . gl(rx) + B· n1(rx) + O· k1(rx) , sie sind also durch eine homogene, 
l.4leare Gleichung lniteinander verbunden. Ersetzen wir rx nacheinander 
durch die Werte a, a' und a", so erhalten wir vier homogene, lineare Glei­
chungen, die nur dann miteinander vertraglich sind, wenn 

F(rx, /1,1') F(rx, b, c) F(rx, b', e') F(rx, b", e") I 

(rx) F(a, /1,1') F(a, b, c) F(a, b', e') F(a, b", e") = 0 . 
F(a', /1, 1') F(a', b, c) F(a', b', e') F(a', b", e") I 
F(a", /1, 1') F(a", b, c) F(a", b', e') F(a", b", e") 

Zwei entsprechende Identitaten (P) und (r) ergeben sich, wenn wir die 
vier Funktionen von /1, namlich F(rx, /1, 1'), F(a, /1, c), F(a', /1, e'), F(a", /1, e") 
und die ahnlich gebildeten Funktionen von l' betrachten. Die Zeilen der 
zugehorigen Determinanten sind nach der aus (rx) ersichtlichen.Weise zu 
bilden. . 

Die drei Bedingungen ("'), (P) und (1') sind notwendig und hinreichend 
dafiir, daB F(rx, p, 1') sich in der Form (154) darstellen lasse, also durch 
eine geradlinige Netztafel abgebildet werden kann. 

Weniger einfach ist die Herstellung der Form (154) selbst. Die Ent­
wicklung der Determinante (rx) nach den Elementen der ersten Zeile ergibt. 
daB F(rx, b, e), F(rx, b', e') und F(IX, b", e") den gesuchten Funktionen 
gl(rx), ~(rx) und k1 (rx) proportional sind. Das Entsprechende gilt fiir die 
Funktionen g2(P), •.. und g3(1'), ... Es handelt sich also darum, konstante 
Faktoren l, fl und v so zu bestimmen, daB 

l· F(IX, b, e) l'· F(IX, b', e') l". F(rx, b", c") 

F(rx, p, 1') = fl' F(a, p, c) fl'· F(a', p, c') fl"· F(a", /1, e") (155) 

v·F(a, b, 1') v'· F(a', b', 1') v"· F(a", b", 1') 

Die Aufgabe, Funktionen gl(rx) ... ka(r) zu finden, ist auf die ein­
fachere zuriickgefiihrt, konstante Faktoren l, ... v" zu bestinlmen. 

Die Gleichung (155) kann selbstverstandlich keine eindeutige Losung 
vermitteln. Jedes Tripel (a, b, c) ist durch Auswahl zweier Werte bestimmt, 
es bestehen also 006 Moglichkeiten, den Ansatz der Determinante (155) 
vorzunehmen. Denken wir ferner die Faktoren l, fl und v mit irgend einer 
Zahl t, die Faktoren ,1.', fl' und v' mit irgendeiner Zahl t' multipliziert, so 

1) J. de math. pures et appl. Bd. 8 (6), S. 59. 1912. 
2) Comptes Rendus 1898. 
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ist die Identitii,t (155) mit jeder Wahl von t und t' doch immer noch ver­
einbar; denn wie die Entwicklung der Determinante nach den Elementen 
der dritten Spalte erkennen laBt, brauchen die Faktoren l", (-t" und v" 
nur durch t . t' dividiert zu werden, um die Identitii,t wieder herzustellen. 
Es bieten sich demnach 002 weitere Losungsmoglichkeiten dar. 

Der Ansatz (155) umschlieBt also cr)8 I,osungen. Es stimmt dieses Er­
gebnis vollig mit unseren Erorterungen der projektiven Verzerrungen iiber­
ein. Die 008 projektiven Abbildungen einer speziellen Losung sind wieder 
geradlinige Netztafeln, geniigen also den Bedingungen der vorliegenden 
Aufgabe. 

1m Zusammenhang mit der Diskussion der Gleichung (154) 
soIl ein formaler Ausdruck der projektiven Verzerrung angegeben 
werden. Wir denken die Darstellung (154) entworfen und nehmen 
die Abbildung 

(156) 

A31 A32 A33 

vor. Die Gerade X' fI + y' h + k = 0 geht dann fiber in die 
Bildgerade 
;(Aug +A12 k +A13 k ) + 11 (A 21 g +AZ2h+A23 k ) + (A 31 g+Aa2 h +Aaa k) = O. 

Bezeichnen wir die Determinante (154) mit IF (lX P r) i, so lautet 
nach dem Multiplikationssatz der Determinanten die Determinante 
der verzerrten Tafel: 

IF(lXPr) I' = IF(lXPr) 1'1 A I· (157) 

Aus einer Darstellung (154) werden samtliche 008 verschiedenen 
projektiven Bilder abgeleitet durch Multiplikation mit einer be­
liebigen nicht verschwindenden Determinante. (VgI. § 35, 199.) 

§ 30. Beispiele fiir die Typenbildung. 
Lassen wir in der Determinante (154) bzw. (153) des § 29 

eine der Funktionen verschwinden, so enthalt die zugehorige 
Tafel eine Parallelschar oder ein Strahlenbfischel; beide Falle 
gehen durch projektive Abbildung ineinander fiber. Wahlen wir 
etwa fll(lX) = 0, so ergibt sich bei der Entwicklung der Deter-

minante hI (lX) fl2' h3 - fla' h2 

kl(lX) = fl2' k3 - fl3' k2' 
Wenn wir ausdrficklich vorschreiben, daB fl2 und fl3 nicht ver-
schwinden, so erhalten wir h h 

2 3 
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und damit die Grundform: 

IF (IX.) = F 2 (fJ) + F3(Y) I 
I G2 (fJ) + G3 (y) , 

._-----

(158) 

deren zugehoriger Ansatz lautet: 

(159) 
(z. B.) YI = 0, hI = FI (IX), kl = 1, I 

Y2 = 1 , h2 = F 2 (fJ), k2 = G2 (fJ) , 
Y3=1, h3=-F3(y), k3=-G3(y)· 

Die Tafel enthalt die zur x-Achse parallele Schar (IX) 
allgemeine Geradenscharen (fJ) und (y). 

und zwei 

/if}'} 
-50 

~~;j 
~~~~~~~~~~~~~~-¥~~a 
.~~~~~~~~~~~~~~4-w 
~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

~~ ~ 
f(JO tZO 1'10 150 160 170 140 140 300 310 320 NO MO 

Pf},) Z70 

Abb. 72. IX + P = 1'. (Tafel auf goniometrischer Grundlage). 

Beispiel. Wenn IX = P + 1', so besteht diec Identitii,t 
_ ~ _ cosp - cosy 

t g 2 -"P . , sm - smy 
die unmittelbar die Form (158) hat. Es bietet sich daher ohne weiteres der 
Ansatz dar: IX 

gl = 0, hl = - tg""2 ' kl = 1, 

g2 = 1, h2 = cosP, kz = sinP, 
ga = 1, ha = cosy, ka = siny. 

Demnach lauten die Bestimmungsgleichungen der zugehorigen Scharen: 
IX 

Y= ctg""2' 

{
X + Y cosfJ + sinp = 0, oder 
x+ycosy +siny =0, 

1 
y= --x- tgfJ. 

cosfJ 
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Die Scharen (fJ) und (1') fallen also zusammen; ihre gemeinsame Hiill­
kurve ist die gleichseitige Hyperbel x2 - y2 = 1. 

Die Tafel stellt im wesentlichen keinen neuen Typus dar; sie gehort 
vielmehr der projektiven Gruppe der Tafeln fiir die quadratische Gleichung 
an (§ 28). Ihr Vorzug in praktischer Hinsicht besteht aber darin, daB ihre 
Herstellung an Hand der Tabellen fiir COSlX und tglX auBerordentlich leicht 
vor sich geht. Noch ein anderer Umstand verdient hervorgehoben zu wer­
den. Durchlaufen wir die Schar (fJ) bzw. (1') von _90° iiber 0°, ... ,90°, 
... , 180° bis 270°, so gelangen wir in die Ausgangslage - 90° zuriick. 
Auf Grund der Periode der goniometrischen Funktionen lii.Bt sich hieraus 
bei Verzifferungen Nutzen ziehen. Nur beiIaufig sei darauf hingewiesen, 
daB jede Gerade (fJ) die x-Achse auf der Strecke -1 bis +1 schneidet, 
also jedenfalls erreichbar iat. Tafeln auf trigonometrischer Grundlage er­
scheinen in praktischer Hinsicht durchaus beachtenswert. In Abb. 72 ist 
ein Ausschnitt x = -1 ... +1, Y = 0 ... 1,7 unter Anwendung der 
urspriinglichen Bezifferung (x0, fJo und 1'0 wiedergegeben. Die Gleitkurve 
liegt auBerhalb des Darstellungsbereiches. 

Beispiel. Die Grundform (158) erscheint in zahlreichen For­
meIn der Statik, die sich auf Schwerpunktslagen und Tragheits­
momente beziehen. So gilt fiir die Lage des Schwerplinktes eines 

o 
~ 

1 Z .J 

m~~~-+--~=r-=~~~---~O 

.9 

4 R3_ r3 

Abb. 73. Schema. e = s;- R2 _ r2 • 

Schwerpunkt eines halbkreisformigen 
Ringstuckes. 

halbkreisformigen Ringstiik­
kes in bekannter Bezeich­
nungsweise: 

3 R3_ r3 

4 n e = R2-=;'2' 

Es mogen die Bereiche 
r =0 ... 4 
R=5 ... 10 

vorgeschrieben sein. 
Aus (159) lassen sich die 

Gleichungen der drei Scharen 
ablesen: 

Schar (R) bzw. (r): 
x + y . ) •. RS + ft . R2 = 0, 

Schar (e): 

-~n'Y+ ft .~=o. 
4 l e 

Wir erreichen eine giinstige Darstellung der vorgelegten Bereiche, 
wenn wir l = -0,01, ft = -0,1 wahlen. Abb. 73 zeigt den zu­
gehOrigen Entwurf der Tafel. - Da r und R auf Grund der prakti­
schen Aufgabe dieselbe Bedeutung haben, gewahrt die Darstellung 
der Werte r und R durch eine Schar eine besondere Okonomie. 

Der spezielle Ansatz 
(11=0, h2 =0, 1c1 =1c2 =1cs =1 
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liefert die Grundform 

I
· F (IX) = F 2((J) ·Fs(Y) I·· 

1 F 2 ((J) + Gs(Y) 
(160) 

-- - ------

Beispiel Bei Anordnung von (1 Elementen gegebener Spannung e 

und konstanten inneren Widerstandes w in .~ Serien zu je y Elementen 
y e.f3.y 

betragt im SchlieBungswiderstand R die Stromstarke IX = R fJ Ii' Es 
bietet sich gemaB (160) der Ansatz dar: . + W·)I 

I 0 IX 1 1 

F(IX, (1, y) = I fJ 0 oIl = O. 
- wfJ2 e(1 

Die soeben angedeuteten Darstellungsmoglichkeiten besonderer Funk­
tionstypen durch geradlinige Netztafeln erweisen sich im allgemeinen nicht 
schmiegsam genug; erst die in § 29,157 entwickelte Umformung gewahr­
leistet die Anpassung an vorgeschriebene Bereiche der Veranderlichen. Wir 
wollen diesen Gegenstand hier jedoch nicht weiter erortern, da sich fiir 
dieselben Funktionstypen elegantere Darstellungen in Fluchtlinientafeln 
ergeben (§ 36, § 37). Die dort entwickelten Verzerrungen Mnnen unmittel­
bar auf die hier gewiihlten Ansatzformen iibertragen werden, wie in § 43 
allgemein gezeigt wird. 

§ 31. Dreieckskoordinaten. 
Eine besondere Verzerrung des regelm1:U3igen N etzes leiten 

wir unmittelbar im AnschluB an ein gleichseitiges Dreieck 208(£ 
ab (s. Abb. 74). Wir wahlen zunachst im Innern des Dreiecks 
einen Punkt P und untersuchen 
seine Abstande PA = x, PB = Y 
und PC = z von den drei Seiten. 
Bewegt sich P parallel zu einer 
Seite, etwa parallel zu IS (£ nach 
PI' so andert sich der Abstand P A 
nicht. Aus der Kongruenz der 
Dreiecke PP1D und PP1D1 er­
gibt sich sofort, daB der Ab­
stand P B um denselben Betrag 

a 

abnimmt, um den PC wachst. Jt:. /1 /1, L' 
Bei Bewegung des Punktes P Abb 74 B . P kt 

II I . S·t· t d' .. ewegung emes un es 
para e zu emer eI e IS Ie im gleichseitigen Dreieck. 
Summe der Abstande konstant. 
Da wir nun jeden Punkt der gesamten Ebene durch zwei Parallel­
verschiebungen der angegebenen Art erreichen konnen, gilt dem-

nach allgemein x + y + z = const. (161) 
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Es ist leicht ersichtlich, in welch em Sinne die Abstande zu messen 
sind, wenn P auBerhalb des Dreiecks liegt. Zur Bestimmung der 
in (161) enthaltenen Konstanten bewegen wir Pin eine Ecke des 
Dreieckes, etwa nach Ill; dort verschwinden y und z, und x wird 
gleich der Hohe c des Dreiecks: 

F+~~+~:~I. (162) 

Das zugehorige, in Abb. 75 dargestellte Netz berliht auf Dreiecks­
koordinaten und wird oft van 't Hoffsches, Maxwellsches oder 

auchN ewtonsches 

-20 

-20 

Dreieck genannt. 
In nomographi­

scher Hinsicht er­
weist sich das Drei­
ecksnetz als Verzer­
rung eines regel­
maBigen N etzes 
(rx {J), das die Par­
allelschar 

rx+{J=c-y 
enthiilt. (Additions­
typus der Lalan­
neschen Tafel). 
Wenn man vielfach 
das Dreiecksnetz 
der regelmaBigen 
Darstellung in der 
Grundebene. vor-

Abb. 75. Dreiecksnetz (IX + fJ + J' = 100). zieht, so liegt der 
Grund darin, daB 

die drei in der Funktion (162) symmetrisch auftretenden Ver­
anderlichen im Dreiecksnetz auch eine symmetrische· Darstel­
lung erfahren. 

Be i s pie I e. Dem sag. New ton schen Far bendreieck liegt im wesent-· 
lichen der folgende Zusammenhang zugrunde. Jede Farbe F kann durch 
Mischung der Grundfarben 

------~----~--------Maxwell I Lord Rayleigh 

R (rot) 0,630 P 0,643 P 
G (griin) 0,528p 0,525 fl 
B (blau) 0,457 fl 0,467'p 

hergestellt werden, wenn die Anteile x, y und z eingehen. 
F=xR+yG+zB. 
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Die drei Zahlen x, y und z charakterisieren also eine vorgelegte Farbe F; 
da offenbar nur ihre VerhaItniswerte von Bedeutung sind, konnen wir x, 
y und z in Prozenten angeben: 

x + y + z = 100. 
Wir gelangen auf diese Weise :T.U einer Darstellung der Farben im Dreiecks­
netz. Erscheinen Farben in Abhangigkeit von e i n e r physikaIischen GroBe, 
so erfiillen ihre Bildpunkte eine Kurve. In dieserWeise hat Lord RaiYleigh 
die Farben diinner Blattchen abhangig von der Dicke eines Blattchens 
dargestellt. Die Technik hat das Farbendreieck benutzt, um die Beschaffen­
heit der Lichtquellen in Vergleich zu setzen. So ergeben sich bei elektrischen 
Gliihlampen Kurven der Farbanderung abhangig von der Fadentemperatur 
oder vom spezifischen Wattverbrauch1). 

Ausgedehnte Anwendung hat das Dreiecksnetz zur Darstellung der 
Gleichgewichtszustande ternarer Systeme gefunden. Als unabhangige Ver­
anderliche dient der Druck oder die Temperatur. Es waren in diesem Zu­
sammenhange auch die Finsterwalderschen Darstellungen des Elasti­
zitatsmoduls von Kristallen zu nennen 2). Nicht ohne Interesse ist eine in 
den dreiBiger Jahren des vorigen Jahrhunderts erfolgte, stark naturphilo­
sophisch gefarbte Veroffentlichung von J. W. Schmidt: Erkenntnis der 
Seele aus der Gestalt und Beschaffenheit des Korpers (!). Die Seite 2158 
des Dreiecks ordnet der Korperbedeckung die Zahlen 1 bis 100 zu, die 
Seite 21 [ stellt die Kopfform und Gangweise zusammen, die Grundseite 58 [ 
schlieBlich gibt die Denkfahigkeit an. 1m Felde des Dreiecks sind die Tiera 
an den zugehOrigen Stellen abgebildet. Wir haben es uns nicht versagen 
konnen, diese Kuriositat hier zu erwahnen: ein Nomogramm aus dunkler 
Quelle. 

Es moge eine elementargeometrische Anwendung des Drei­
ecksnetzes gegeben werden. Da in einem Dreieck ABO die Winkel­
summe ~ + fJ + r = 180 0 ist, kon­
nen wir ein gegebenes Dreieck und 
aile ihm ahnlichen durch einen 
Bildpunkt P im Netz 2US(t dar­
stellen (Abb. 76). Samtliche gleich­
schenkligen Dreiecke werden dann 

a 

in Punkte der drei Mitteilote 2( ~, 
)8Q;,(tiY abgebildet, als Biid der 
gleichseitigen Dreiecke erscheint 
der Schwerpunkt. Die rechtwink- .'ll 
ligen Dreiecke werden durch die ~-----'"j-'!:----~ . .f' 

Strecken ~Q;, Q;iY, iY~ dargesteilt; Abb.76. DarstellungderDreiecks­
so ist beispielsweise Q Bildpunkt form en. Bilder der Elementarwege. 

1) VgL hierzu die Darstellungen in den folgenden Schriften: Bloch: 

ETZ. 1913, S. 1306. (Darstellung: Abszissen bl~u , Ordinaten r~~). -
grun grun 

Jane: ETZ. 1913, S. 1454. (Dreieck.) - A uer bach: Physik in graph. 
Darst. S.190. - Pilgrim: Progr. d. Realsch. Cannstatt 1901. - Rood: 
Sill. Journ. Bd.44, S.264. 1892. 

2) Miinch. Berichte 1888, S.257. - VgI. Auerbach, S.30. 
s c h we r d t, Nomograllhie. 10 
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von gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecken. Ausartungen der 
Dreiecke zu Strecken liegen auf dem Umfang von m)S(t. 

Soweit handelt es sich zunachst nur um eine Darstellung. 
Wir gewinnen aber nomographisch interessante Ergebnisse, wenn 
wir die Wanderung der Bildpunkte P (Abb.76) mit den Ver­
anderungen des Dreiecks ABO in Beziehung setzen (s. Abb. 77); 
P ist der Bildpunkt des Dreiecks ABO. Wir halten die Ecken 
B und 0 fest und bewegen die freie Ecke A. Wandert A auf 
der Geraden .1, so bleibt fJ konstant, und der Bildpunkt P wandert 
auf der Bildgeraden 1*, parallel zu m(t. Entsprechend durch­
lauft P die Gerade 2* parallel zu mm, wenn A auf dem festgehal­
tenen Schenkel 2 des Winkels y wandert. Wird das gegebene 

Abb. 77. Elementarwege 
einer Ecke. . 

~ 

Abb. 78. Verzerrung eines Dreiecks­
netzes. (Vgl. Abb. 75.) 

(Rechentafel IX + fJ + r = 100.) 

Dreieck ABO schlieBlich derart verandert, daB A den Umkreis, 
3, durchlauft, so bleibt IX konstant; der Bildpunkt P bewegt sich 
daher auf einer Geraden IX = const, (3*), parallel zu )S(t. Da auf 
Grund der Festsetzung, die Ecken B und 0 seien unveranderlich, 
das Dreieck ABO durch die Lage von A bestimmt ist, so konnen 
wir auch Pals Bildpunkt des Punktes A ansehen. Die Zuordnung 
der in Abb. 77 und 76 dargestellten Ebenen ergibt dann eine be­
merkenswerte Verzerrung. Solange A in der oberen Halbebene I 
wandert, bleibt P im Innern des Dreiecks m)S (t: die gesamte Halb­
ebene I wird durch das Innere des Dreiecks abgebildet. Die Ver­
zerrung der anderen Halbebene II ist an anderer Stelle ausfiihrlich 
diskutiert worden!), sie hangt davon ab, auf welchem Wege A 
in II hineinwandert. 

1) Roseler und Schwerdt: Bewegungsgeometrie. Berlin: Weid­
mann 1924. S. 128 und 41. 
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Bei der Verzerrung werden demnach aIle Geraden 1 
durch B, aIle Strahlen 2 durch 0 und schlieBlich aIle 
Kreise 3 durch B und 0 in gerade Linien abgebildet. Es kann 
Abb. 75 ais Verzerrung des Netzes Abb. 78 gelten. 

Aus dem Additionstyp der Dreiecksnetze gewinnen wir MuI­
tiplikationstafeln durch Ubergang zu logarithmischen Teilungs. 
funktionen: x = 10glX:, Y = 10gP, z = logy, c = logO: 

(163) 

Es bedarf keines Hinweises, daB die Funktionen x = t( ~), y = g(P) 
z = k(y) den Typus 

I t(lX:) + g(P) + k(y) = const·1 (164) 

darstellen. Vorgedruckte Dreiecksnetze sind im Handel er· 
schienen; innerhalb eines ausgedehnten Netzes kann stets das 
zur Konstanten gehorige Dreieck abgegrenzt werden. 

§ 32. Netztafeln fiir mehr als drei Veriinderliche. 
Die bisherigen Entwicklungen sind im wesentlichen unter 

der Voraussetzung entstanden, daB sich die Aufgabe der Dar. 
stellung auf Funktionen zwischen drei Veranderlichen bezieht. 
Wenn in friiheren Beispielen vier Variable auftreten, so handelt 
es sich um die Obedagerung zweier Funktionsbilder mit je drei 
Veranderlichen. - Eine Verallgemeinerung des Schliissels von 
Netztafeln auf n Variable ist ohne weiteres nicht moglich. Nehmen 
wir die V orstellung einer Rechenflache zu Hille, so fiihrt zwar 
jede Funktion zwischen vier Veranderlichen auf eine Schar von 
Rechenflachen, die Projektion auf eine (oder mehrere) Tafeln 
erscheintaber praktisch undurchfiihrbar; ob die Verwendung 
stereoskopischer Bilder nutzbringend ist, miiBte erst die Praxis 
erweisen. 

Funktionen zwischen n Veranderlichen konnen nur durch Re­
duktion auf Tafeln mit je drei GroBen dargestellt werden. Es 
ist dazu notig, daB die vorgelegte Funktion gewissen Bedingungen 
geniigt: wenn sich 

F(lX:,p, y, c5) = 0 

durch die simultanen Funktionen 

und 
t(~, P; t) = 0 } 
g(y, c5; t) = 0 

(165) 

(166) 

lO* 
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ersetzen laBt, (die zusammen bei Elimination von t also F = 0 
ergeben), so konnen wir in derselben Ebene (xy) eine Netztafel 
f((X, (3, t) = 0 und eine andere g(l', 15, t) = 0 derart entwerfen, 
daB beiden Tafeln die Hilfsschar (t) gemeinsam ist. (Schema 
Abb. 79a.) Da jede Funktion zwischen drei Veranderlichen stets 
in einem rechtwinkligen Netz darstellbar ist, so kann die Be­
dingung der Aufgabe leicht erfiillt werden, wenn wir f = 0 im 

cl 

a. 

b. 

Abb. 79 a und b. Typus einer N etztafel fur vier Yeranderliche mit 
Rechenlinien (t). 

Netz Xl = XI (1X) , YI = t und g = 0 im Netz X 2 = X2 (1') , Y2 = t 
entwerfen (Abb. 79 b; die Koordinaten Xl und Yl einerseits und 
X 2 und Y2 anderseits werden auf dasselbe System bezogen). Als 
Vorteil ergibt sich in diesem FaIle, daB 1X und I' durch dieselbe 
Parallelschar abgebildet werden, wobei die Bezifferung die ein­
zelnen Veranderlichen kenntlich macht. An Stelle der Parallel­
schar (t) laBt sich, etwa mittels projektiver Abbildung, leicht eine 
Strahlenschar einfiihren. 

Die Kurven (t) heiBen Rechenlinien, das Nomogramm 
selbst wird als mehrteilige Tafel bezeichnet [W er kmeister1 )]. 

1) Von Lacmann ist der Name "Maandertafel" vorgeschlagen worden. 
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Es bedarf keines besonderen Hinweise8, wie sich durch Benutzung 
mehrerer HilfsgroBen t, t', t", . .. N etztafeln aneinanderreihen 
lassen und damit die Moglichkeit gegeben wird, Funktionen 
zwischen 5, 6, ... Veranderlichen darzustellen. In jedem FaIle 
ist die Losbarkeit der Aufgabe jedoch an die Bedingung ge­
kniipft, daB sich die gegebeneFunktion F(tx, {J, 1', <5, e, ... ) = 0 
durch ein simultanes System 

I(tx, {J, t) = 0, I(tx, {J, t) = 0, 

..} (/(1', <5, t') = 0, 
oder 

(/(1', <5, t') = 0, 
(167) 

h(e,t,t') =0 h(e, C, t") = 0, 
k(t, t', t") = 0 

ersetzen lasse; die funktionalen Beziehungen, welche diesen Fall 
herbeifiihren, sind allgemein noch nicht bekannt. 

Wir beschranken una auf Funktionen mit vier Veranderlichen. 
Entwerfen wir die Tafeln I = 0 und (/ = 0 unter den nomo­
graphischen Gesichtspunkten, die fiir Netztafeln oben entwickelt 
worden sind, so gelingt es nicht immer, die Schar (t) in beiden 
Teiltafeln identischzu wahlen. Wenn die Darstellung von I = 0 
und (/ = 0 beispielsweise in geometrisch verzerrten N etzen be­
sonders einfach erfolgen oder durch geradlinige Tafeln gegeben 
werden kann, wird man gewiB auf den V orteil verzichten, den die 
Identitat der Scharen (t) in beiden Teilnomogrammen bewirkt. 
Durch die Kurven (tl ) cler Tafel 1=0 und die gleichbezifferten 
Linien (t2 ) der Tafel (/ = 0 wird eine Kurve [t] bestimmt, welche 
die Schnittpunkte der Kurven gleichen Parameterwertes t enthalt. 
(Schema Abb. 80.) Ein Wertepaar (OI.{J) definiert eine Linie tl , 

die bis zur Kurve [t] verfolgt wird; beim Durchlaufen der zu­
gehOrigen Linie t2 gewinnen wir dann alle Wertepaare (I' <5), die 
auf Grund von F = 0 durch (tx {J) bestimmt sind. Die Punkte 
der Leiter [t] stellen also Wertepaare dar, und zwar laBt 
sich [t] als Doppelleiter (tx {J) ~ (I' <5) anaehen. Wir bezeichnen 
ein Element dieser Art als P aar 1 ei ter l ). 

Die in Abb. 80 schematisch dargestellte Tafelform ist insofern 
ausgezeichnet, als die Scharen (tx) und (I') einerseits und ({J) 
und (<5) anderseits zusammenfallen. Dadurch, daB die vier 
Rander einer Darstellung zur Beschriftung ausgenutzt werden, 
ist die Moglichkeit gegeben, die Bezifferungen der Scharen iiber­
sichtlich zu trennen. Es ist jedoch eine Forderung zu steIlen: 

1) (Lallemand). d'Ocagne bezeichnet jede Teiltafel als echelle binaire, 
die Punkte der Leiter (t) alB points condenses. In .Abb. 79 laSt sich jede 
Kurve, welche die Schar (t) Bchneidet, als Paarleiter [t] ansehen. 
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durch die fiir IX gewahlte Schrittfolge ist der Aufbau der Schar 
Xl = Xl (IX) bestimmt; solI eine handliche Benutzung der Tafel 
erreicht werden, so mussen die vorhandenen Geraden (IX) sieh der 
Schrittfolge der Veranderliehen Y moglichst einfugen. Das Ent­
sprechende gilt fur die Scharen (fJ) und (0). 

Besonders einfache Typen ergeben sieh, wenn in Abb. 80 
die Scharen der Reehenlinien (tl ) und (t2) zusammenfallen, d. h. 
wenn die Paarleiter [t] nicht auftritt. Die Tafel f(lX, fJ, t) = 0 sei 
im Netz Xl = Xl (IX), YI = YI(fJ) entworfen, die Gleiehung der 
Schar (t) laute t = ffJ (x, y); die Darstellung von g (y, 0, t) = 0 im 

'> 

y> 

Abb. 80. Typus einer N etztafel fiir vier Veranderliche mit Paarleiter [t]. 

Netz X 2 =X2(Y), Y2=Y2(0) werde durch die Schar t=1jJ(x,y) 
bewirkt. Beide Scharen sind identisch, wenn ffJ = 1jJ, d. h., wenn 
die vorgelegte Funktion F (IX, fJ, y, 0) = 0 in die Form 

I ffJ[xl (IX), YI (fJ)] = ffJ[x2(y), Y2(0)] ! (168) 
I ' __________ ------1 

gebracht werden kann. Dies ist auBerordentlich oft der Fall. 
So konnen laufende Produkte stets in uberlagerten Netztafeln 
mit einer Schar von Rechenlinien dargestellt werden: 

lXa • fJb. ye • Od = e(= const), 
e 1 

lXa • fJb = yo . Od . 
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Der Ansatz ist in mannigfacher Weise moglich und kann auf Teil­
tafeln nach Crepin, Chenevier oder Lalanne zuriickgefiihrt 
werden. Als weitere Funktions bilder konnten Xl ( 1X) + YI (fJ) 
= x2 (y) +Y2 (b) , (z. B. 1X2 + fJ2 = y + b) , xd1X)!ldPl. X2 (y)!I.(b) 

= const, tg (1X + fJ) = Xl (y) + YI (d) u. a. genannt werden. 
1 - xl(y)· YI(d) 

Beispiel. Unter Verwendung eines Objektives der Brennweite I em 
werde ein Diapositiv (Kante d em) auf einem bern vom Apparat entfernten 
Schirm abgebildet. Die genannten Daten stehen mit der BildgroBe 8 em 
in der Beziehung: 8 b 

d = 7 - 1. (169) 

Als Hilfsveranderliehe bietet sieh die lineare VergroBerung t = i dar, und 
wir erhalten an Stelle der vorgelegten Funktion (169) das System 

8 b 
t=([, t=T-1. (170) 

I 
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Die praktiseh gegebenen Bereiehe: 
8 = 100 ... 1000 em, 
d= 6 ... 14em, 

lassen sich leicht in Teiltafeln nach 

1 
Xl = Ii . 1000 mm. 

VI = :t . t 

b = 500 ... 5000 em, 
1= 3... 60 em 

Chene vier durch den Ansatz 

I 
X2 = 7 . 500 mm, 

V2 = 'I' t 
Zl = -i 0'100 • 8 Zz = ::n:i:~O-if • b 

Sehar: V = X • z Sehar: V = X • Z - .~ 

darsrellen. Die erste Teiltafel enthalt demnach ein Strahlenbiischel (8) 
mit dem O-Punkt als Trager, die zweite Teiltafel die Strahlensehar (b) mit 
dem Trager (0, - ~)_ Beriicksichtigt man, daB auf Grund der vorgeschrie­
benen Bereiche das Tafelfeld verhaltnismaBig weit Yom O-Punkt entfernt 
liegt, so darf man unter Vernaehlassigung des Abschnittes - Jt in aus­
reiehender Naherung aueh fUr die zweite Sehar den O-Punkt als Trager 
wahlen. Dadureh wird der wesentliche Vorteil gewonnen, daB die Funktion 
nun in einer Strahlentafel dargestellt werden kann, deren Feld nur zwei 
Linienscharen enthalt (s. Abb. 81). Dureh die Wahl der Zeicheneinheiten 
haben wir erreieht, daB die beiden Scharen (8) und (b) sieh nieht iiberdeeken. 
Ais Ablcsebeispiel ist eingezeichnet: d = 8,5 em, 8 = 5,5 m, 1= 18 ern, 
b = 12 m. 

Zu einer praktisch bedeutsamen 'l.'afelform gelangen wir, wenn 
wir die Schar der Rechenlinien (t) in mathematischer Hinsicht 
einer Einschrankung unterwerfen: wir wollen diejenigen 'l.'afeln 
untersuchen, bei denen die einzelnen Glieder der Schar (t) unter­
einander identisch sind. (Vgl. z. B. Abb. 7gb und 81.) Wir sind 
in diesem FaIle in der Lage, die Schar der Rechenlinien durch 
eine bewegbare Schablone oder mittels eines durchsichtigen 
Blattes zu realisieren. Zugleich wollen wir den Schliissel abandern. 

!/f t7? 

\Q 
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I 
I 
I 
I 
I 
I 
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I r'---71 I 
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!I, 
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Abb.82. Sehema. Uberlagerte Netz­
tafeln mit beweglieher Rechenlinie. 

Die starre Rechenlinie werde 
auf ein Koordinatensystem (~, 1]) 

bezogen, das mit ihr fest verbun­
den ist, also an ihren Bewegungen 
teilnimmt (Abb. 82, gestrichelt); 
wir denken die Gleichung der 
KurveinParameterform gegeben: 

1] = 1](t). (171) 

Das Koordinatensystem (xy) trage 
zwei iiberlagerte 'l.'eiltafeln, I fUr 
die Variablen iX und fJ (Koordi­
natenbezeichnung X1Yl)' und II 
fUr die Veranderlichen y und () 
(Koordinatenbezeichnung X2Y2)' 
Die Systeme (xy) und (~l'J) seien 
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aquivalent und parallel gestellt, und wir wollen als Bewegungen 
der Rechenlinie nur Parallelverschiebungen zulassen. Wir bringen 
nun den Anfangspunkt des beweglichen Systems (~,17) mit dem 
Punkt P der Tafel I zur Deckung, der das Wertepaar (IX, fJ) dar­
stellt: dann sollen die Punkte Q der Rechenlinie in der Tafel II 
zugehi::irige Wertepaare (y, b) bestimmen. So ist z. B. in Abb. 84 
der durch eine Pfeilspitze gekennzeichnete Anfangspunkt des be­
weglichen Systems in den Punkt IX = 2, fJ = 4 der Tafel I verlegt, 
an der Rechenlinie ist in Tafel II der Punkt y = 3, 15 = 2 hervor­
gehoberi. Wir entnehmen der Abb. 82 ohne weiteres die Bezie­
hungen x2 = Xl + ~, Y2 = Yl + 17 und erhalten damit das simul­
tane System 

I 
X2 (y~-b) - Xl (---;:fJ) : ~(-t), I 
Y2(y, b) - Yl (ex, fJ) - 17 (t). 

--~. --_. - -----

(172) 

Die dargestellte Funktion F(ex, fJ, y, b) = 0 ergibt sich durch 
Elimination von taus (172). Es zeigt sich nun, daB bei Anwendung 
des typenbildenden Verfahrens sich eine auBerordentlich groBe 
Mannigfaltigkeit von Funktionsbildern darbietet, indem wir ein­
mal besondere Annahmen tiber die Teiltafeln I und II treffen, zum 
anderen spezielle Rechenlinien auswahlen ki::innen. 

Legen wir der Darstellung geometrisch verzerrte Netze zu­
grunde, so erhalten wir aus (172) im besonderen: 

x2(y) - Xl (IX) = ~(t), 

Y2(b) - Yl (fJ) = 17 (t); 
(173) 

falls beide Netze identisch sind, d. h. Xl = X2, Yl == Y2' ergibt 
sich der Typus 

.

1 x(y) - x(ex) = ~(t), I 
i y(b) - y(fJ) = 17 (t). 
I 

(174) 

Die letzte, immerhin sehr spezielle Auswahl laBt mit Rticksicht 
auf die Funktionen ~(t) und 17 (t) doch noch eine Ftille von Tafel­
typen zu. Die praktische Bedeutung der Untersuchungen, die 
sich an das System (174) anschlieBen lassen, beruht auf einer nun 
allgemeineren Verwendbarkeit vorgedruckter Funktionsnetze. 
Wir wissen, daB die Dispersionspapiere vorzugsweise fUr pro­
jektive Funktionen, die doppelt logarithmischenNetze fUr Potenz­
funktio'nen geeignet sind; bei Einfiihrung einer beweglichen 
Rechenlinie erschlieBen wir den Funktionsnetzen neue Typen und 
erweitern damit ihren Anwendungsbereich wesentlich. 
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Als Beispiel behandeln wir das doppelt logarithmische Papier: Xl = log ex, 
Yl = logP, X2 = logy, Y2 = log~, und entwickeln die TYllen, die durch 

0 , ~ 
' tf -1ogr- III 

Abb. 83. Me h m k e s Additionskurve. Verkleinerung 4/ 10, 

die Mehmkesche Additionskurve1) vermittelt werden. Abb. 83 gibt ein 
Bild dieser Kurve, deren Parameterdarstellung 

10 

3 

1 
-4 
~ 

Abb.84. 

/ 
l ~=logt, t)=log(I + ~) (175) 
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Doppelt -logarithmisches N etz 
mit Additionskurve. 

y ~ 
Typus: ;X - If = 1. 

lautet. Es bieten sich 8 Moglich­
keiten dar, die Kurve derart in 
ein doppelt.logarithmisches Netz 
einzufiigen, daB die Achsenrich­
tungen den Koordinatenlinien (x) 
und (y) parallel laufen. Fiir die 
in Abb. 84 gewahlte Lage, die 
aus Abb. 83 durch Drehung um 
90° im Sinne des Uhrzeigers her­
vorgeht, gilt: 

~ = log(I++)''7 = -IOgt, (176) 

und wir erhalten: 

2..=1+~ ~=!..l ex t'P (' 

d. h~ 2.. :ex/,~; :)= o. J (177) 

ex (J 

Anwendungen dieser Form sind 
in den Aufgaben 96 und 97 an-

1) Civilingenieur Bd. 35, S.620. 1889. - Die fundamentale Bedeutung 
dieser Kurve hat Mehmke in seinem Leitfaden z. graph. Rechnen, Leipzig 
1917, ausfiihrlich dargelegt. Mit Hille dieser Kurve hat Verf. die Ermitt­
lung empirischerGleichungen in der Z. f. Vermessungsw. Bd.49, S.593 
bis 633. 1920 durchgefiihrt. 
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gedeutet. Das Beispiel der Abbildung stellt die Wertegruppe IX = 2, 
(J = 4, r = 3, ~ = 2 dar: t - -l: - 1 = O. 

Zu allgemeineren Typen1) gelangen wir, wenn wir 

~ = ! -log (a + b ~ t ) , 1) = ! -log (-}) (178) 

setzen; wir erhalten dann das System 

(L)m =a+ ~_1 
IX b • t ' (179) 

d. h. 

und damit die Grundform: 

( ) m ' (j)" A~ - (1 =B. 

Durch den Ansatz 

ergibt sich 
~ = logt(t), 

1.. = t(t), 
tX 

t =F(:), 

fJ = logg (t) 

(j } 1 = g(t), 

t = G(;). 

(180) 

(181) 

Es konnen im doppelt logarithmischen N etz daher aile Funktionen 

F(:) - G(!) = 0 

dargestellt werden. Damit sind auch Summen in den Darstellungs­
bereich logarithmischer Papiere einbezogen. 

Es bedarf keiner besonderen Erorterung, daB wir in jedem 
N omogramm mit beweglicher Rechenlinie sowohl den Punkt P 
schon als Zwischenergebnis einer vorhergehenden Operation, als 
auch eine der Teilungen, etwa b, als Paarleiter ansehen und durch 
Anfiigen weiterer Teiltafeln die Darstellung von Funktionen mit 
mehr als vier Veranderlichen vornehmen konnen; aber auch hier 
muB sich die Nomographie zur Zeit darauf beschranken, durch 
Typenbildung eine Anzahl von Funktionsbildern fiir die Praxis 
vorzu bereiten. 

1) Bewegliche Additionskurven sind von Kretschmer vorgeschlagen 
und auf anderem Wege abgeleitet worden. Kretschmer hat damit den 
Gesichtspunkt in den Vordergrund gestellt, den Entwurf einer Rechentafel 
auf logarithmischem Papier zu leisten; er fiigt also der Benutzung von 
Grundleitern die konsequente Anwendung von (logarithmischen) Grund­
netzen hinzu; Tafeln dieser Art werden von ihm als Schiebkurvennomo­
gramme bezeichnet. Das Verfahren ist wesentlich typenbildend. 
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Beirn Entwurf von Tafeln im Anschlu6 an den Ansatz (173) 
mu6 es aus praktischen Griinden vermieden werden, Netze ver­
schiedenen Aufbaues zu iiberlagern; es ist notwendig die Teil­
tafeln getrennt anzuordnen. Der dadurch bedingten, konstanten 
Koordinatenverschiebung entsprechend mu6 der in Abb. 84 
durch einen Pfeil angedeutete Zeiger dann versetzt werden. 

Wir sehen davon ab, die Diskussion unseres allgemeinen Ansatzes (172) 
in extenso durchzufiihren, und iiberlassen es dem Leser, in verschiedenen 
Netzen geeignete Rechenlinien auszuwahlen und die zugehorigen Funktions­
formen aufzustellen. Auch die Einfiihrung einer verschiebbaren und dreh­
baren Rechenlinie solI nicht behandelt werden; es lassen sich auf diese 
Weise zwar neue Typen ableiten, jedoch gewinnen wir keine wesentlich 
neuen Gesichtspunkte nomographischer Art. Es sei bemerkt, daB die 
Benutzung von Rechenlinien unter Umstanden die Darstellung von Funk­
tionen zwischen drei Veranderlichen erleichtert. Wahlen wir eine der 
Veranderlichen, etwa (j, aus und ersetzen sie durch eine Konstante, so wird 
damit die Ablesung der dritten Variablen )' in eine bestimmte Stelle der 
Tafel verlegt; wir konnen auch statt (j eine Funktion einer der vorher­
gehenden Veranderlichen, etwa von IX, einfiihren; die Beriicksichtigung 
eines Wertes IX kann in diesem FaIle zwar nur durch zweifachen Eingang 
in das Tafelfeld erfolgen, es bietet sich aber dafiir die Moglichkeit dar, 
in Grundnetzen auch verwickelte Funktionsbilder mit einfachsten Hilfs­
mitteIn zu gewinnen 1). 

§ 33. Aufgaben. 
Zu § 24. 

77. In eine Cr epinsche Tafel x = IX • 10 mm, Y = ~ mm sind die 

Linien gleichen Ablesefehlers einzuzeichnen. Welcher Fehler ist bei Pro­
dukten der GroBenordnung IX = 5, fJ = 0,2 zu erwarten? 

78. Genauigkeitsuntersuchung der Tafel :r = IX • l mm, Y = fJ • l mm 
fiir die Funktion r = Y IX 2 + fJ2 • 

Zu § 25. 
79. Welche Kurven bilden sich bei der auf S.1I6 angegebenen Verzer­

rung in die konzentrische Kreisschar ~2 + 'l'}2 = e2 ab? Die Hiillkurve 
der Schar ist in der Grundebene zu untersuchen. 

80. Die Schar der Wurfparabeln (S. 1I5) ist durch die Verzerrung 

~ = x, 11 = JL darzustellen. 
x 

81. Der die Tageslange bestimmende Stundenwinkel 2 I) hangt mit 
der geographischen Breite rp = -90 0 •• , +90 0 und der Deklination der 
Sonne (j = -23io ••• +23i o zusammen: - coal) = tg(j. tg¢. Darstel­
lung im Netz x = tg(j, Y = -coal). Bezifferung der x-Teilung nach dem 
Datum (vgl. Abb. 16), der y-Teilung nach Stunden. Wie zeigt die Tafel 
unlosbare Aufgaben an? 

1) Bewegliche Rechenlinien wurden schon friiher mehrfach in Vor­
schlag gebracht, zumeist in Darstellungen mit eigentlichen Niveaulinien. 
Vgl. Anmerkung auf S. 31 sowie die Angaben auf S. 41. 



§ 33. Aufgaben. 157 

Zu § 26. 
82. Die auf S. 121 behandelte Tafel ist durch Einfiihrung logarithmischer 

Funktionen in eine Multiplikationstafel zu verwandeln. Aiiderung der 
Bereiche. 

Zu § 28. 
83. Die Funktion Z2 + IX Z + fl = 0 solI im AnschluB an die Abb. 71 

unter der Annahme a = 1 (vgL S. 131) dargestellt werden. 
84. Durch projektive Abbildung solI die Abb. 70 derart umgewandelt 

werden, daB sich als Hiillkurve die Hyperbel ~2 - 'fJ2 = 1 ergibt. 
85. Dieselbe Aufgabe ist an die Tafel Abb. 71 anzuschlieBen. 

86. Die Tafel Abb. 73 ist der projektiven Verzerrung (a) = 0 1 1 
Zu § 30. (1 0 0') 

zu unterwerfen. Zeicheneinheit der Bildebene 200 mm. 0 1 3 

87. Es solI die fiir eine Elementenschaltung auf S. 143 angegebene 
Funktion im regularen Netz (fl,y) dargestellt werden. Wie bilden sich 
1. die Parallelschaltung, 2. die Reihenschaltung, 3. die Maximalschaltung ab ? 

88. Die Funktion ist gemaB § 29,148 zu reduzieren. 
89. Bei orthogonaler (axonometrischer) Projektion ex: ell: e, = m: n: 1 

hangen die Achsenwinkel 'I' und V' von m und n wie folgt ab: 

n' - (1 - m2)2 m' - (1 _ n2)2 
cos2 rp = 4m2 • cos2 tp = 4n2 • 

Welche Grundform laIlt sich aus der Determinante § 29, 154 ableiten? In· 
wiefem sind beide Funktionen in einer Tafel darstellbar? Wie kommt die 
Nebenbedingung m 2 + n 2 > 1 in der Darstellung zum Ausdruck? 

90.Zur Orientierung einer schiefen Parallelflrojektion werden die simul· 

tanen Funktionen tglX = m. cos 'I' , sinfl = y m sinrp gebraucht. Es 
I+m2 

ist eine geradlinige Netztafel IX, fl, m zu entwerfen und die Schar ('1') ein· 
zuzeichnen. 

91. In einer Netztafel sind die drei Flachen·KriimmungsmaIle derart 
darzustellen, daB die Umrechnung mit einer Ablesung erfolgen ka~. 

G=R IR (GauIl). M= ! (~ + ~) (Sophie Germain). 
1· 2 1 2 

0= 21 (~. + ~.) (Casorati). 
1 • 

Wie bilden sich abwickelbare Flachen ab? 
92. Welche Funktion wird durch die drei Scharen 

IX 
y=x,r,---' r 1 - 1X2 

X2 + y2 = fl2 und y = l' dargestellt? 
als giinstig zu bezeichnen? 

1st die Ablesung des Ergebnisses l' 

Zu 31. 
93. Die Zustandsgleichung der Gase p v = R T in einer logarithmischen 

Dreieckstafel darzustellen. 

Zu 32. ( 1) 
94. Zeichnung der Kurve ~ = log t, ~ = log 1 + T . 
95. Entwurf einer Tafel 1X2 + fl2 = 1'2 + (j2. 

1'2 (j2 
96. Darstellung aller Hyperbeln 1X2 - fl2 = 1 im doppelt .logarith-

mischen Netz. 
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y2 <52 
97. 1m doppelt -logarithmischen Netz die Ellipsen """"Ii + fJ2 = 1 dar-

zustellen. IX 

9S. Wie lauten die S Typen, die sich an die Mehmkesche Additions­
kurve anschlieBen? 

99. FUr ein einfach logarithmisches Netz ist der Typus 

zu entwickeln. 
F( ~ ) = G[Y2 (<5) - yd/l)] 

100. In einem geometrisch verzerrten Netz ist die Rechenlinie ; = t, 

17 = T' (gleichseitige Hyperbel), zu verwenden. Typus? 

101. Die Zustandsgleichung P2 • v: = 1 solI mittels einer beweglichen 
Pl' v~ 

Schar von Rechenlinien im doppelt logarithmischen Netz so entworfen 
werden, daB der Exponent n aus zwei beobachteten Zustanden 1 und 2 
gefpnden werden kann. 

102. Die kubische Gleichung 1X3 + fJ 1X2 + y IX + <5 = 0 solI im Netz 
. fJ fJ2 

Xl = -2"' YI = y -"4 (Schar der Parabeln Y = _X2 + y) und X2 = IX, 

Y2 = -~ (Schar der gleichseitigen Hyperbeln x. Y = -<5) unter Ver­
IX 

wendung der Rechenlinie ; = t, 1] = t2 dargestellt werden. 
. sin a sinb sine 

103. Darstellung des Smussatzes --. - = ---=--fJ = -.- . 
sIn IX sm smy 

104. 1m doppelt-Iogarithmischen Netz ist die Funktion IX" = /I" + y" 
darzustellen; es ist der Ansatz (lSI) mit <5 = IX zu benutzen. 

V. Fluchtlinientafeln. 
§ 34. Typen geradliniger Tateln. 

Allen Untersuchungen, die sich auf Fluchtlinientafeln be­
ziehen, legen wir ein rechtwinkliges kartesisches Koordlnaten­
system zugrunde; es wird dann eine Leiter (c:x), die wir durch den 
Index 1 kennzeichnen,durch die Angabe der beiden Funktionen 
Xl = Xl (c:x), YI= YI (c:x) bestimmt; (s. § 16). Entsprechend stellen 
wir Leitern fur fJ und y durch die Funktionen X2 = X2 (fJ), Y2 = Y2 (fJ) 
und Xa = xa(y), Ya = Ya(Y) dar. Demnach ist ein Punkt X1YI als 
Bild einer Zahl lX, ein Punkt x2 Y2 als Bild einer Zahl fJ und xa Ya 
als Bildpunkt von y anzusehen. Der in § 8 eingefiihrte Schlussel 
der Fluchtlinientafeln fordert, daB die drei Bildpunkte von 
Zahlen c:x, fJ undy, die durch die Beziehung F(c:x, fJ, y) = 0 ver­
bunden sind, auf einer Geraden liegen; es mussen also die Koordi. 
naten Xl'" Ya einer linearen Gleichung ux + VY + 1 = 0 ge-
nugen: u . Xl + V • YI + 1 = 0 , 

u . x2 + V • Y2 + 1 = 0 , 
U • xa + v . Ya + 1 = 0 . 
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Diese drei Gleichungen fiir u und v sind nur dann miteinander 
vertraglich, wenn die Determinante des Systems verschwindet: 

Xl Yl 1 

X2 Y2 1 =0.1 ) (182) 

Xa Ys 1 

Die Entwicklung nach den Elementen der ersten bzw. der zweiten 
Spalte ergibt die handlichen Formen 

1 Xl (Y2 - Ya) + X2 (Ya - Yl) + Xa (Yl -Y2) = 01 (183) 

1 Yl (X2 - Xa) + Y2 (Xa - Xl) + Ya (Xl - X2) = 0 I. (184) 

Hierin bedeuten die Koordinaten Xl und Yl Funktionen von ex, 
x2 und Y2 sowie xa und Ya Funktionen von fJ bzw. von r. Die 
Analogie zu dem Ansatz § 29, 153 wird uns weiter unten eingehend 
zu beschaftigen haben. 

Wir wahlen zur Auswertung des Ansatzes (182) zunachst den 
typenbildenden Weg, der im Gegensatz zu den Erorterungen des 
§ 30 insofern durch eine besondere Anschaulichkeit ausgezeichnet 
ist, als jede spezielle Annahme einer der Funktionen Xl' .. Ya 
sich unmittelbar in Gestalt oder Lage einer der Leitern (ex) ... (r) 
ausdriickt. 

Bei Tafeln mit geradlinigen Leitern lassen sich vier Grund­
formen unterscheiden, die sich spater (S. 174) unter mathema­
tischen Gesichtspunkten auf zwei reduzieren werden: 

I. drei Leitern sind parallel, 
II. zwei Leitern sind parallel, 

III. drei Leitern gehen durch einen ~nkt, 
IV. allgemeine Lage der drei Trager. 

Da die Stellung der Tafel in bezug auf das Koordinatensystem 
ohne Bedeutung ist, diirfen wir ohne Einschrankung der Allgemein 

1) Die Gleichung (182) ist die aus der analytischen Geometrie bekannte 
Bedingung dafiir, daB drei Punkte auf einer Geraden liegen. Mit Riicksicht 
auf die grundlegende Bedeutung von (182) geben wir kurz eine andere 
Ableitung. Durch zwei Punkte Xl YI und X2 Y2 wird die Gerade 

Y - YI = Y2 - YI (x - Xl) bestimmt. Soli xaYa auf dieser Geraden 
X 2 -XI -Y 

liegen, so muB also die Gleichung Ya - YI = ~ . (xa - Xl) bestehen, 
X2 - Xl 

die sich nach Zusammenfassung gleichlautender Glieder in die Form 
Xl (Y2 - Ya) + X2 (Ya - YI) + Xa (YI - Y2) = 0 iiberfiihren laBt. Hieraus 
folgt unmittelbar (184). 
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giiltigkeit einen Trager mit einer der Achsen zusammenfallen 
lassen. Wir verlegen im folgenden die Leiter (IX.) in die y-Achse: 
Xl =0. 

I. Auf Grund der Annahme Xl = 0 erhalten wir Tafeln mit 
drei parallelen Tragern durch den Ansatz X 2 = a2 .( = const), 
Xa = aa (= const), (a2. t aa); aus (184) folgt demnach unmittelbar: 

Yl (a2 - aa) + Y2 • aa - Ya • a2 = 0; (185) 

wir gewinnen die Grundform 

wenn wir 

l 
xa=aa· m , Ya=--·ta(Y) a2 

(186) 

(187) 

setzen. Die Veranderung der Zeicheneinheiten m und l wirkt sich 
lediglich in speziellen affinen Verzerrungen aus; sehen wir diese 
Tafeln nicht als verschieden an und beriicksichtigen wir, daB nur 
das VerhaItnis a2 : as in die Formel (185) eingeht, so vermitteIt 
der Ansatz (187) 001 verschiedene Darstellungen der vor­
gelegten Funktion (186) auf parallelen Tragern. Es handelt sich 
darum, aus dieser Mannigfaltigkeit eine unter nomographischen 
Gesichtspunkten giinstige Tafelform zu ermitteln. Wir miissen 

/J 

I 
j) 

I 

b 

-J~ !3 -- ------ ')' 

------ --
c 

Abb. 85. a) Falsch (schlechte Ausnutzung der Teilungslangen). b) Falsch 
(ungiinstige Schnittverhaltnisse). c) Richtig. 



§ 34. Typen geradliniger Tafeln. 161 

erstens vermeiden, daB eine der Leitern in unhandlicher Zeichen­
einheit entworfen werden miiBte, und zweitens beachten, daB die 
gegebenen Bereiche in hinreichender Genauigkeit zur Geltung 
kommen. Um unseren Ta£eln auch rein auBerlich eine gefallige 
Form zu geben, wollen wir £ordern, daB die Teilungslangen, falls 
nicht besondere Griinde entgegenstehen, nach Moglichkeit gleiche 
GroBe haben; wir erreichen giinstige Schnittverhaltnisse, wenn 
die Leiteranordnung der Gestalt gleichschenkliger Trapeze nahe­
kommt (Abb. 85). Derjenigen Veranderlichen, die zumeist als 
Ergebnis auf tritt, ordnen wir den mittleren Trager zu. 

BeispieL Die Zeicheneinheit E(reg,x) hitngt mit der TeiIungsIange A 
und dem Bereich B = l,xs - ,xl I zusammen: B· E = A. (S.4) . .Ala Be­
reiche schreiben wir vor B = 1 . . . 10 . .. 100 . .. 1000, A = 50 ... 400. 
Die logarithmische Form logE + log B - log A = 0 weist auf den Ansatz 

l 
Xl =0, YI =---logE. 

as - aa 
l 

X2 = as • m , Y2 = - . log B , 
aa 

l 
Xa = aa • m, Ya = + - . 10g4,. 

a~ 

Da der Bereich 10gB etwa dreimal so groB ist wie der Bereich 10gA, 
erzielen wir durch die Wahl as = t, a3 = - 1 annahernd gleiche TeiIungs­
Iangen. Da a2 - aa = t ist, ergibt sich also der Ansatz (l = 100 mm): 

YI =! l . logE, {f()(i! 
= 75 . logE , 

Y2 = - l . log B , 
= - 100 . log B , 

Ya = + 3 . l . log A , 
= 300 . log A . 

(Abb. 86.) Dieser Ansatz ist 
zunachst noch unbrauchbar1); 

unter Festhaltung der Tei­
lung A verschiehen wir die Tei­
lung B nach ohen. Betragt die 
Verschiebung (300 + 510) mm, 
so liegen die praktisch ge­
gebenen "Anfangs"-Punkte 50 
und 1000 auf einer Horizon-

1) Es sei ausdriicklich be­
merkt, daB die Abb. 86 ledig­
lich als Skizze entworfen zu 
werden braucht; es ist hier nur 
aus methodischen Griinden eine 
weitergehende Beschriftung 
vorgenommen worden. 

S ch w erd t, Nomographie. 

<» I~ 
50 ---~--------------------------

(fO) 

1~~ E 
~~ 

~ i'~f 51. 

i" ~_m __ ~: ----~rt~ 
~oo fJ 

Abb. 86. Schema. Anordnung der 
Teilungsiangen. 

11 
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talen; da die Teilungslange von B die von A iibertrifft, nehmen wir die 
Verschiebung nur um 800 mm vor. Dadurch wird der Punkt E = 1 um 
den Betrag Z nach oben verlegt: Z: 800 = 3: 4, Z = 600. Auf der hori­
zontalen Bezugslinie (600 mm iiber der gedachten x-Achse) liegen also 
die Punkte A = 100, E = 1, B = 100. - Ein anderes, einfacheres Ver­
fahren, die Teilungen anzuordnen, besteht darin, daB man durch numerische 
Nebenrechnung ein Wertetripel IX, fl, 7' (ein Beispiel) ermittelt und die 
drei zugehiirigen Bildpunkte auf eine giinstig liegende Ablesegerade ver­
legt. Bei Berechnung einer Bezugslinie ist es jedoch leichter, die Gestal­
tung der Tafel vorher zu iiberschauen, und es laBt sich durch eine 
knappe 'Zeichenvorschrift die praktische Ausfiihrung eines Nomogramms 
einem Zeichner iibertragen, wahrend die Beschreibung einer (zumeist 
Bchragliegenden) zum Beispiel gehiirenden Ablesegeraden nicht immer in ein­
fachster Form gegeben werden kann. Die Tafel ist im Anhang II dar­
gestellt. (V gL S. 38.) 

Handelt es sich allgemein urn die Funktion 

F(IX, fJ, 1') = lXa • fJh '1'" - d = 0, 

so liiBt sich nach Logarithmierung 

der Ansatz: 

a . log IX + b .10gfJ + c . logy -logd = 0 

a l 
Yl = l· ---loglX - ---logd, 

a2 -a3 a2 -a3 

b 
Y2 = l· -logfJ, a3 

C 
Y3 = -l· -logy 

a2 

(188) 

(189) 

wahlen. Bei der Ermittlung der Zeicheneinheiten kann auch 
hier die Forder'ung erfiillt werden, daB die Teilungslangen der 
Leitern (fJ) und (I') annahernd iibereinstimmen. Wenn sich der 
Bereich fJ von fJl ••• fJ2 erstreckt, der Bereich I' von 1'1 ••• 1'2' 
so ergibt sich 

c . log 1'2 

I :: I ~ b. logh . 
fJI 

Fiir a2 und a3 sind Naherungswerte zu wahlen, damit l· ~ und 
a3 

l • ~ moglichst handliche Einheiten ergeben; die V orzeichen 
a2 

werden so bestimmt, daB die Ergebnisleiter (IX) zwischen den 
anderen Leitern liegt. 
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Tafeln mit reduzierten Zeicheneinheiten. Setzen wir a2 = -c, 
a~=+b, so erscheinen die Leitern (fJ) und (y) in derselben Zeichen­
einheit 1 und entwickeln sich in derselben Richtung. Fiir (IX) ergibt sich 

dann die Zeicheneinheit -1· -b a ; das auf S.17 erwahnte Verfahren +c 
gestattet nun, auch die Leiter (IX) auf dieselbe Zeicheneinheit + 1 zu redu­
zieren (Abb. 87), indem wir sie von einem Projektionszentrum P aus auf 
einen parallelen Trager 4 projizieren. Die Abszissen q und p des neuen 
Tragers 4 und des Zentrums P geniigen der Bedingung 

( ~ 1· b ~ c) : (+ l) = p: (p - q) ; 

fJ yA 7 X 

+l 

(2) 

-Zf+c t i +l 

(1) (3) / 

~----------p------~~ 

Abb. 87. Tafel mit reduzierten Zeicheneinheiten. (Entwurf im einfachen 
Funktionsnetz). 

die Auflosung ergibt p = a . n, q = (a + b + c) . n; hierin kann die Ein­
heit n unabhangig von m gewahlt werden. Die Funktion (188) ist also 
stets durch Leitern derselben Zeicheneinheit 1 mm darstellbar. Wir machen 
von diesem Ergebnis eine Anwendung, indem wir die FluchtHnientafel 
auf vorgedrucktem einfach -logarithmischen Papier mit logarithmischer 
Ordinate entwerfen. Die Trager 2, 3 und 4 sind dann sofort mit den 
logarithmischen Teilungen gleicher Zeicheneinheit versehen, wobei als 
Besonderheit hinzukommt, daB die genannten drei Leitern auf der hori­
zontalen BezugsHnie, etwa der x-Achse, mit Zehnerpotenzen ansetzen. 
Dadurch wird fiir das Zentrum Peine bestimmte Ordinate r festgelegt. 
Wir ermitteln P auf folgendem Wege: Wir setzen fiir fJ und y je die kleinste 
Zehnerpotenz B und 0, die dem Bereich fJ und y mogHchst naheHegt, in 
die Funktion (188) ein und berechnen den zugehorigen Wert IX = A. 
(Methode des Beispieles.) Auf Grund des Schliissels muB der Bildpunkt 
auf der unterdriickten Teilung 1 im O-Punkt Hegen. Wir suchen auf 

ll* 
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der ausgefiihrten Leiter 4 den Bildpunkt Q der Ergebniszahl A und 
finden somit P auf der Geraden OQ. Dieses Verfahren eignet sich in den 
Fallen, in denendie Konstante d mehrere (diskrete) Werte in beschrankter 
Anzahlannimmt, etwa werm sie eine Materialkonstante bedeutet und die 
Darstellung sich nur auf einige Materialien bezieht. Eine GroBe dieser Art 
nennen wir Begleitwert. Da die Abszisse q der Leiter 4 nur von a, 
b und c abhangt. kormen mehrere Werte d auf dem bleibenden Leiter­
system 2, 3 und 4 durch Einfiihrung neuer Punkte P Darstellung finden; 
die auf der Geraden x = p liegenden Punkte P werden unmittelbar nach 
der Stoffbezeichnung o. dgl. beziffert. Der Trager 1, dessen Teilung 
unberiicksichtigt bleibt, heiBt Zap fen lin i e. Wir konnen den Schliissel 
fiir Tafeln dieser Art dahin formulieren: Die beiden Bildpunkte iX und y 
legen eine Ablesegerade fest, die den Zapfenpunkt Z auf 1 bestimmt; 
die Gerade ZP liefert auf 4 den Bildpunkt des Ergebnisses iX. Es bedarf 
keiner ausfiihrlichen Darstellung, daB sich das vorliegende Verfahren auf 
aIle anderen Funktionspapiere sinngemaB iibertragen laBt. (Siehe Auf­
gabe 106.) 

Fiir den Typus der doppelt-Iogarithmischen Papiere hatKretschmer l ) 

die vereinfachte Konstruktion von Leitertafeln in anderer Weise entwickelt, 
indem er die Ergebnisleiter 4 in die horizontale Achse verlegt. Er er-

reicht die Reduktion der Zeicheneinheit - 1 . b-~ auf die Grundeinheit +c 
+ 1 durch Einfiihrung einer schragen Zapfenlinie gunter dem Winkel 'P 

-If;-c t 
(1) (3) --- ---- ---------------------I} a{ " ' l(L -l!i+r: // / Z' i - b~c 

Z--- ----------------- I - --;-----J 

: TI-
I 

9 i , 
I 

( I (~~----~-~0~------~~---
Q (I;.) a-

Abb. 88. Tafel mit reduziertenZeicheneinheiten. (Entwurf illl doppelten 
Funktiollsnetz. Verfahrell von K ret s chill e r). 

(Abb. 88). Der Kret.schmersche Schliissel lautet wie folgt: Die Bild­
punkte fJ und y bestimmen den Zapfenpunkt Z; die durch Z gehende Hori­
zontale wird bis g verfolgt, Zapfenpunkt Z', die Vertikale durch Z' liefert 
auf der (horizontalen) Leiter 4 das Ergebnis iX. Man erkennt leicht, 

d/lB der Anstieg der Geraden g durch tg'P = - b~ bestimmt ist. Der +c 
I) Werft Reederei Hafen Bd. 4, S.35. 1923. Kretschmer geht dort 

von der Normalform ex"· flb = ( ~r aus. 



§ 34. Typen geradliniger Tafeln. 165 

Punkt Q, in dem die schrage Zapfenlinie ansetzt, wird nach der Methode 
des Beispiels ermittelt. Es mogen B und C dieselbe Bedeutung haben wie 
oben; dann ist Q auf der ausgefiihrten TeiIung 4 der Bildpunkt der zu 
B und C gehOrigen Zahl Oi = A. 

Die beiden angefiihrten Verfahren geben zwar die Moglichkeit, mit 
geringstem Aufwand an Zeichenarbeit rasch eine Leitertafel zu entwerfen; 
bei ihrer Anwendung diirfen jedoch einige Schwachen nicht unbeachtet 
bleiben. Die Bereiche werden auf den festen Grundleitern (l = 100 mm) 
nicht immer in befriedigender TeiIungslange dargestellt, 'ungiinstige Schnitt­
verhaltnisse miissen bisweiIen hingenommen werden 1), schlieBlich bringt 
die Operation, die nach Ermittlung des Zapfenpunktes Z vorzunehmen ist, 
bei der Benutzung einer Tafel gewisse Unbequemlichkeiten (vgl. d. SchluB­
wort). Da logarithmische Leitern in allen vorkommenden Zeichenein­
heiten im Handel bezogen werden konnen, wird man fiir Gebrauchs­
nomogramme 'J.'afeln mit giinstig berechneten Zeicheneinheiten vorziehen; 
die Form mit reduzierten Zeicheneinheiten eignet sich fiir HiIfstafeln. 

II. Die Tafeln mit zwei parallelen Tragern konnen wir im 
Koorrunatensystem stets durch den Ansatz orientieren: 

Xl = 0, Yl ( a: ) ; I 
x2 = iX-, Y2({J); 

xa(y), Ya(Y), Ya=c·xa· 

(190) 

Die Gleichung (182) geht dann in rue besondere Form fiber: 

Yl • (a - xa) + Y2 • Xa - a· c . X3 = 0, 

Yl • (~ :....... 1) + (Y2 - ac) = O. 
Wir erhalten demnach rue Grundform: 

(191) 

wenn wir 
Yl(i\.) = l· fl(iX-) , 

Y2({J) = a· c + l· 1ft. f2({J). (192) 
a: 

xa(Y) = 1 + m· fa(Y) 

setzen. Bei der Anordnung der Trager ist darauf zu achten, daB 
die GroBe, die zumeist als Ergebnis auf tritt, der "mittleren" 
Leiter zugeordnet wird. 

1) Z.E. Bereiche: fJ = 1 ... 3, r = 3 ... 10. Beachte die Anordnung 
der TeiIungslangen auf Leiter 2 und 3. Die auf S.67 entwickelte Ver­
zifferung einer der heiden Leitern gestaltet die Anordnung giinstiger. 
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Beis piel. 
p 

y = IX" 
Wir wahlen die allgemeine Form IX" . yn - pn = 0 (vgl. § 25) und 

lie Einheiten 1 = lOO, m= 1, a = 100, e = 1. 
Xl = 0, Yl = 100· IX", 
Xz = lOO, Y2 = 100 ---' 100 . pn , 

lOO 
Xa= ------'= Ya' 1 + yn 

1 
0,5 -lI- 2 

2 

0,7 
1,5 

49 1,1 
0,8 

0,(1 1 

0.9 1,1 
0,7 

1,5 
{),3 

0.0- 1,5 
45 

2 1 0,5 1 

1 

1 0,1 -1 10 

0,5 
1,5 2 

45 IZ 7 (I 0,5 2 2 
1 1 

3 1,5 
z· 

D,1 5 10 
10 

1 
0,1 

1 50 

1 
.1. 

0,01 -j 100 2 
0,0 . 1,5 100 

q5 0,1 0,1 2 10 

5 
1 

41 5 0,5 2 

10 

1 1 

Abb.89. Sch,ilma. 
IX 

EntwuIT abhangig von n. y = p' 
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Die Leitern (<X) und (fJ) sind kongruent undreine Potenzleitern (bei n = 1 
also beide regular); die Leiter (1') kann stets durch Projektion in sich ge­
funden werden. Es ist hier die Moglichkeit gegeben, die besonderen Vorziige 
der Potenzleitern, die wir in § 12 erortert haben, auszuwerten: wir konnen 
die Leitertafel iiber einen groJ3en Bereich IX und fJ erstrecken und dabei 
doch je einen Teilbereich besonders hervortreten lassen. Die Leiter (1') 

I \ ! I I 

O! ~O', 1 ,~t ¥ rn=~ 
I \ : I I 
I \ I I I 
I \ I I I 
I \ I / 1 
I \ I I 1 
I \ I I 1 

\ I I 1 
I \ I / ,I 

°l~~ '(j5 r I "tr f of, f/ 100n=2 
I • " I /~ / I 
1 \ , I I / I 
I \ " 1 I / 1 

o I ',~1 I ,~5, I , 'I ~r,' f ,{/~o .5joI00n=1 
',.... ',,~5 1 /I 5 .10'/' 50 100 100 ., ! ~e1 ........ !f1 >!. I • I 'y" L L I 'n=-

I "'-_' 1 I P 
... 1 2 

I -- __ ', 1/_,-"" I 
I.. :.~-_ =1 
r- "0050 -10 ",--'" / -1 ',0."5--_ 0.1 10 1 

00 ", ...... I .......... n=--
00 1,5,0 10' .5 ...... "' ... 2 / 1 ", ,0.5 I 0 12 

., , v" , ,I I .:!II.. I n=-7 I , 
I" I 1 , ' , I 

I /" / I " \ I 
00: f: f '4~< . { ",'PO', \ 1° n=-2 

I I / I " II 
II I I \. ~ 
I I I \ I 
I I I \ I 
I I I \ I 
I I I \ I 

I / I \ I 
oo! f ~f I 1 I 'f51° n=-~ 

I I \ I 
I I I \ 1 

Abb. 90. Zu Abb. 89. Aufbau der Leiter (JI), abhangig von n. 

enthalt stets samtliche Zahlen I' = O. • . 00; fiir n < 0 werden aIle Zahlen 
<X und fJ > 1 auf der Teilungslange y = o ... 100, fiir n> 0 aIle Zahlen 
IX undfJ < 1 auf derselben TeiIungslange dargesteIlt. Abb. 89 gibt E;inige 
Tafelformen fiir verschiedene Exponenten schematisch wieder. Der Aufbau 
der kongruenten Leitern (<X) und (fJ) kann aus Abb. 29 entnommen werden; 
fiir (1') zeigt Abb. 90 die Anordnung der Bildpunkte. 

Beispiel. In eine vorhandene Leitertafel vom Typus der 
in Abb. 24 dargestellten soU eine Leiter (b) derart eingefiigt war· 
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den, daB r = tX~ ist. Der Abstand a der Trager (tX) und (r) sowie 
die Zeicherieinheiten E(logtX) = l, E(logr) = il liegen fest. -
Aus r = tX~ folgt £5 ·logtX -logr = 0, es bietet sich demnach 
der Ansatz dar: 

XS =I+m£5' 

Y1 = l . log IX , 1 
Y2 = ac - l . m . log r , 

ac 
(193) 

a 

Die Daten der Aufgabe erfordern m = - i; mit Riicksicht dar­
auf, daB die logarithmische Leiter sich nach ganzen Vielfachen 

" der Zeicheneinheit repro-
Y I duziert, wahlen wir . 
OC? l 

10 }1 10 ac=k·2 ,(k=±1,2,3 ... ). 

5 Es werde in Abb. 91 der 
-2. 0; l 

5 Ansatz a· c = - durch-
~ -3 gefiihrt: 2 

~" 3 1 l l 
Y2 = "2 + "2 logr , rI2 5 62 

78 l l 
Y3=2_~' c=2a· 

1 -------------- 41-----r. Die Verschiebung der Leiter 
l 

Abb.91. l' = IX~. Bei Benutzung der Leiter "1 (2) urn den Betrag +-
(bzw. "2) ergibt die Tafel 102 1' (bzw.lO- S 1'). 2 

bewirkt, daB die vorhan­
denen Leiterpunkte 1, ... 10, ... 100 nun den Werten 
r = 0,1 ... 1 ... 10 zugeordnet sind; (Verzifferung). Es ist 
moglich, die Leiter (15) rechnerisch oder aus drei bekannten 

Punkten £5 = 0, Y =~; £5 = 2, Y = 00; £5 = 00, Y = ° projektiv 

zu entwerfen. Der Bereich der Darstellung kann dadurch er­
weitert werden, daB mehrere Leitern (£5) mit k = -1, + 1, + 3 ... 
entworfen werden; da Xs von k unabhangig ist, ergibt sich .dabei 
fiir die Konstruktion eine wesentliche Erleichterung. Die Be­
deutung der Bildpunkte (r) bei Verwendung der einzelnen Lei­
tern (15) kann in mannigfacher Weise gekennzeichnet werden. 
In Abb. 91 sind bei Benutzung der Leiter £51 die Werte r mit 
10 - 2 bei £52 mit 10 + 2 zu multiplizieren. 
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WesentIich fiir die vorliegende Form von Produkttafeln ist 
der Umstand, daB einer der Faktoren und das Produkt in regel­
miWiger Teilung oder reiner Potenzleiter erscheinen. Diese Eigen­
schaft wird sich spater bei 1Jberlagerung von Tafeln verschiedener 
Grundform als besonders wertvoll erweisen. 

III. Die Orientierung der Tafeln mit drei durch einen Punkt 
gehenden Tragern nehmen wir derart vor, daB wir den Schnitt­
punkt in den O-Pui:lkt und die Leiter (1) in die x-Achse ver­
legen: 

Yl=O, 

Y2=C2'X2, 

Ya = Ca' XS' 

Die besondere Form der Gleichung (182) 

C2 X 2 (Xa-Xl ) +caxa(xl -X2) =0 

ergibt nach Division durch Xl X 2 Xa 

C2-CS+~!._~=0 
Xl X 2 Xa 

und damit die Grundfor.m 

(194) 

(195) 

wenn wir Xl =(C2-Ca)·tl (IX), x2=Ca ·t2(P), xa=-:-c2 ·ta(Y) 
setzeIi. 

Es mag zuerst scheinen, als ob die Form (195) von der friiher abge­
leiteten (186) sachlich nicht verschieden sei, da ja die Funktion (195) auch 
auf parallelen Triigern gemiiB (186) dargestellt werden kann und auch 
die Analogie des Ansatzes klar hervortritt. Wiihrend aber eine Tafel mit 

parallelen Leitern die reziprokenFunktionen ~ tragen muB, enthiilt die Dar­

stellung (195) die Funktionen t selbst. Unmittelbar ist dieser Vorzug 

augenscheinlich, wenn es sich etwa Um die Funktion .!.. + pI =.!.. handelt; 
IX r 

sie kann allein mit reguliiren Teilungen dargestellt werden. (Vgl. hierzu 
S.35.) 

Bei der Herstellung regelmaBiger Leitern ist es zumeist vor­
teilliaft, statt der Koordinaten xn oder Yn unmittelbar auch die 
Teilungsstrecken Zn vom O-Punkt aus zu benutzen. Aus elementar-
geometrischer Beziehung folgt sofort Z = yx2 + y2 = )'1 + c2 • X • 
Eine vielfach verwendete Tafelform benutzt, den symmetrischen 
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Ansatz ca = - cz' Die Leitern (fJ) und (y) werden in diesem Fane 
in gleichen Zeicheneinheiten entworfen. 

Beispiel. a· b 
P=a+b· l ) 

Bereiche a = 10 .•. 100, b = 1 ... 150. 

F 1 1 1 0 't f Die orm - + - - - = welS au 
den Ansatz a b P 

'!h = 0, Zl = (Xl) = l· (la - (la)' n, 

Va = (la Xa , Za = l· VI + c: • cs ' b, 

Va = Caxs , za = l· VI + (l~. Cz '11 • 

I 
20 

--_ .. (], 

I I I I I I 
• • ~ M m ~ 

Abb.92. p = aa ~bb' Verkleinerung l/s. 

I 
90 

Wir wahlen Cs = 1 und nehmen eine Teilung des Bereiches b in die Teilbereiche 
6== 1 .,. 10 und b = 10 ... 150 vor. Fur den zweiten Bereich schreiben 
w· Cs - Cs = VI + c~ . cs • fur den ersten Cs - Cs == ,'oYI + c~· Cs 
vorl dann konnen beide Teilbereiche bin einfacher Verzifferung uberlagert 

Werde~ 1m ersten Falle ergibt sich Cs ~ 10 V2' im anderen Cs = V2 - 1. 
10+ 2 

Die;Zeicheneinheiten von a und b sind fiir den Bereich b = 10 ... 100 

I} vgt. hierzu die Zahlentafel von Wanach, B.: Veroffentl. d. preua. 
8t1od. Inst. N. F. Bd. 46, 1910. Potsdam (Leipzig 1910). 
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untereinander gleich, im iibrigen jedoch frei wahlbar; die Zeicheneinheit 
fUr p auf den beiden I-aitern (3) wird zweckmaBig nach der Methode des 
Beispiels ermittelt (Abb. 92). 

IV. Tafeln der allgemeinen Form wollen wir an spaterer Stelle 
aus der Grundform II. ableiten. Wir beschranken uns darauf, 
den Ansatz xl=o, yd(%;) , 

x2 ({J) , Ya = C2 X 2 ' 

xs(y), Ys=c3 xs +bs 
anzugeben, der die Gleichung (182) in die folgende iiberfiihrt, 

mithin eine Grundform 

(J Id(%;) ·13 (Y) 
12( )=/d(%;)+A'/s(y)+B 

vermittelt. Fiir bs = ° geht sie in die behandelte Tafel III, fiir 
C2 = Cs in die Tafelform II iiberl ). 

§ 35. Projektive Verzerrungen von FluchtUnientafeln. 
Die Besonderheit der projektiven Abbildung, aIle Geraden 

der Grundebene wieder in gerade Linien der Bildebene iiberzu­
fiihren, sichert die Erhaltung des Schliissels von Fluchtlinien· 
tafeln, und es erweist sich daher als vorteilhaft, sie planmaBig 
zur Untersuchung von Leitertafeln heranzuziehen. Unterwerfen 
wir eine der geradlinigen Tafeln (§ 34) einer projektiven Ver. 
zerrung, so bleiben die Trager der Leitern geradlinig, wir erhalten 
also stets wieder eine Tafel der Formen Ibis IV. 

Unter diesem Gesichtspunkt tritt die Verwandtschaft zwischen 
den Tafeln I und III klar hervor. Der in I uneigentliche Schnitt· 
punkt der drei Trager (x = 0, y---+oo), wird durch projektive 
Verzerrung der Ebene in einen eigentlichen Punkt abgebildet: 
es ergibt sich aus I die Tafelform III. Wir denken die Tafel mit 
drei parallelen Tragern in der Grundebene (x, Y), ihr projektives 
Bild in der Ebene (;, 'I'J), und nehmen die Verzerrung derart vor, 
daB der Trager (1) Xl = 0, Yl = Yl «(%;), d. h. Ul ---+00, VI = 0, 
in die ;.Achse iibergeht: ;1 = ;1 «(%;), 'l'J1 = 0, d. h. Ul = 0, VI ---+00, 
und daB der uneigentliche Punkt x = 0; Y ---+ 00 sich in den 

1) Die Form IV laBt sich elemental' mit Hille des Transversalensatzes 
von Menelaus behandem. Tafem dieser Art werden daher bisweiIen 
Menelaustafem genannt. 
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O-Punkt 1; = 0, 'fJ = 0 abbildet. Alle Verzerrungen, welche diesen 
Bedingungen geniigen, haben die Form: 

(196) ~ a~3). 1) 

a32 a33 
Demnach gestaltet sich die Zuordnung der Tafeln in Grund- und Bild­

ebene wie folgt: 

Grundebene: Bildebene: 

Leiter (I): Trager: Xl = 0, 

Teilung: Y1 = Y1(1X)· 

Leiter (2) u. (3): Trager: X = a, 

Teilung: y. 

Trager: 'fJ1 = 0, 

T '1 c a13 el ung: '1 = ----(-) --. 
a32 • Y1 IX + a33 

Trager: 'fJ = a21' a .~, 
aU· a + a13 

Teilung: ~ = au a + al3 , 
(a3l a + a3a) + a32 Y 

oder 'fJ= a21 ·a . 
(a31 a + a3S) + a32 y 

Der Ansatz ist in dieser Gestalt erheblich allgemeiner, ala er auf S. 169 an­
gegeben werden kann. Da die Form (196) fUm wesentliche Parameter ent­
haIt, weist die Darstellung eine hohe Schmiegsamkeit auf. Ergebnis: Die 
TafeHorm mit drei durch einen Punkt gehenden Triigern stellt die Funk-

tionen 11 ~IX) + 12~{J) + 13~r) = 0 durch projektive Leitern dar. Der auf 

:~31 ~ 0 ~:f;n:e(n:::nrtZa;e)rU::d af:hr:e:uf b::;::::e:ei::n.-
a31 

= 0, 

o a 32 0 

Wir erkennen sofort, daB die Tafelform IV aus der Tafel II 
mit zwei parallelen Tragern hervorgeht, dadurch, daB etwa mit 
Invarianz des O-Punktes der uneigentliche Schnittpunkt der 
beiden Trager sich in einen eigentlichen Punkt abbildet. Dieses 
Ergebnis ist insofern von nomographischer Bedeutung, als es die 
Grundform der durch IV dargestellten Funktionen erkennen 
laBt. Der auf S. 171 gewonnene Ansatz gestattet nicht ohne 
weiteres, die Produktform der Funktion F(tX, fl, r) = 0 abzu­
leiten, wenigstens konnen dahin zielende Umformungen kaum als 
planmaBig bezeichnet werden. - Die Tafel II liege in der Grund­
ebene (xy), die wir derart verzerren, daB (unter ErhaItung des 
O-Punktes) die Trager (1) und (3) invariant bleiben; x = 0 soll 

1) VgL hierzu § 21. 
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also ~ = 0, JL = c den Wert ~ = c bewirken. Es laBt sich leicht x ~ . 
ableiten, daB jede Verzerrung dieser Art die Form 

( 
1 0 0) (ass 0 -aS1 ) 

(a) = 0 1 0, (A) = 0 a33 -a32 

a31 a32 ass 0 0 1 

(197) 

hat. Wir bezieh«iln uus auf den in § 34 (192) gegebenen Ansatz 
und fiihren die Abbildung durch: 

Funktion: 11 (IX) • 13(Y) + /2«(3) = o. 
Grundebene: 

Leiter (1). 

Trager: Xl = 0, 

Bildebene: 

Trager: ~l = 0, 

Teilung: YI = 11 (IX). 

Leiter (2). 
Trager: x2 = a, 

T il h(lX) 
e ung: 'fIl = I ( ) . a32 • 1 <X + a33 

(u2 = -~, 

Teilung: Y2 = ~c + 12«(3)· 

Leiter (3). 
Trager: Y3 = C • x3• Trager: 'fIa = c . ~3· 

Teilung: Xs = 1 + ~s(Y) Teilung: ~3 
a 

Bei der Herstellung einer Tafel geht man zweckmaBig vom Bildtrager 
(2) aus, dem man zunachst eine giinstige Lage gibt. Wir wahlen ala ein­
faches Beispiel a = 1 und c = 1 und konstruieren die Verzerrung: 

(a) = ( ~ ~ 8). 
-lit 

2 ·/1 (Oi) 
;1 = 0; 1J1 = 2. A(Oi) + 1 . 

. 2 
1J2 = H2 + 1; ;2 :- 2 . MP) + 1 

2 
1J3 = ';3: ;3 = /a(r) + 1 
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In Abb. 93 ist das Beispiel fJ = iX'Y, (11 = iX, f2 = - fl, f3 = 'Y) be­
handelt. Es ist an friiheren Stellen ausfiihrlich dargelegt worden, in welcher 
Weise die projektiven Leitern aus regularen Teilungen des Netzes (g,1J) 

gewonnen werden; nach Kon­
struktion einer Leiter finden 
wir die anderen durch Projek­
tion in sich. Die Eigentiimlich­
keit projektiver Teilungen, auch 
negative .Argumente darzustel­
len, kann in projektiven Tafeln 
ausgenutzt werden; das Bei­
spiel 3 = 1,5 . 2 ist an zwei 
Stellen der Tafel eingezeichnet. 

Die geradlinigen Leiter­
tafeln lassen mithin z wei 
Typen hervortreten, die 
Multiplikationsform, wenn 
die Trager drei verschie­
dene Schnittpunkte haben, 
die Additionsform, wenn 

-42 diese drei Punkte zusam-
Abb. 93. Allgemeinegeradlinige Leiter- menfallen; dabei kann je-

tafel (M e n e 1 au s t a f e 1). desmal ein Schnittpunkt 
Beispiel: fJ = iX • 'Y. Verkleinerung '/10. uneigentlich werden. 

Eine in der Grundebene durch den Ansatz 
Xl YI 1 

Xa Ya 1 

(198) 

gegebene Fluchtlinientafel geht bei projektiver Abbildung all­
gemein in die Tafel 

~l 'fJI 1 

~2 'fJ2 1 
~3 'fJ3 1 

~~+~~+~ ~~+~~+~ 1 
aal Xl + aa2YI + a 33 ' aal Xl + a 32YI + aa3 ' 

~~+~~+~ ~~+~~+~ 1=0 
aal x2 + aa2Y2 + aaa' a 31 X 2 + a 32 Y2 + aa3 ' 

~~+~~+~ ~~+~~+~ 1 
a 31 xa + aa2Ya + aaa' aal xa + aa2Ya + aaa ' 

tiber. In dieser Determinante lassen sich leicht die Nenner be­
seitigen, und wir erhalten auf Grund des Multiplikationssatzes der 
Determinanten: 

~l 'fJI 1 

172 1 

'fJa 1 

X 2 Y2 

Ya 

1 

1 (199) 

1 
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(Vgl. hierzu § 29, 157.) Diese Beziehung gilt allgemein, welche An­
nahmen wir auch iiber die Funktionen Xl ••• Y3 treffen magen: 
durch Multiplikation mit einer beliebigen, nicht verschwindenden 
Determinante kannen aus einer speziellen Leitertafel 008 projek­
tive Bilder gewonnen werden. 

Es soil in diesem Zusammenhang eine praktisehe Frage erortert werden. 
Man hat vielfaeh die Beftirehtung geauJ3ert, Liehtpausen von Fluehtlinien­
tafeln konnten dureh die beim Wassern der Kopien und beim Troeknen ent­
stehenden Verzerrungen des Papiers unzuverlassig werden. Bei sorgfaltiger 
Behandlung der Abziige lassen sieh Verbeulungen des Papiers stets ver­
meiden. Selbst wenn die Veranderungen des Sehiehttragers in erster Nahe­
rung dureh projektive Verzerrungen dargestellt werden miiJ3ten, ware die 
Zuverlassigkeit einer Pause gesiehert. Versuehe haben aber gezeigt, daB 
die Sehwindungen innerhalb der Sehwelle 8 dureh ganze lineare Funk­
tionen ausdriiekbar, also affiner Natur sind. Es ist bekannt, in welcher 
Weise eine Pause naeh der Troeknung gedehnt werden kann. Die Versuehe, 
die sieh auf versehiedene Papiersorten erstreekt haben,wurden mit un­
gedehnten und gedehnten Streifen und" Quadraten vorgenommen; sie haben 
im wesentliehen zu folgenden Ergebnissen gefiihrt: 1. Die durehsehnitt­
liehe Sehwindung eines ungedehnten Streifens betragt 0,8 %. 2. Die Sehwin­
dung steht in keiner merkliehen Abhangigkeit von der Streifenbreite. 
3. Streifen, deren Langsriehtung senkreeht zur Rollenaehse liegt, sind bei 
geringer Breite zuverlassiger als Streifen parallel zur Rollenaehse. 4. In 
Riehtung parallel zur Aehse der Papierrolle laJ3t sieh das Papier durch 
Dehnen auf die Originalmasse streeken, wahrend in Riehtung senkreeht 
zur Aehse beim Dehnungsversueh ein abermaliger Sehwund von etwa 0,2 % 
eintritt. Innerhalb hinreiehender Genauigkeitsgrenzen ist in Liehtpausen 
der lineare Verlauf der Verzerrungen und damit die Giiltigkeit des Sehliissels 
von Fluehtliriientafeln gesiehert; ob es sieh dabei urn einfaehste oder urn 
iiberlagerte Tafeln handelt, ist daher ohne EinfluJ3. 

§ 36. Tafeln mit zwei geradlinigen Tragern. 
Auch bei Herstellung von allgemeineren Fluchtlinientafeln mit 

krummlinigen Tragern erweist sich das typenbildende Verfahren 
als vorteilhaft. Wir wollen zunachst Tafelformen mit zwei geraden 
Leitern und einer krummlinigen Teilung suchen. Durch projektive 
Verzerrung ist es stets maglich, die beiden geraden Trager in eine 
besondere Lage iiberzufiihren, ohne daB dabei eine Anderung des 
dargestellten Funktionstypes eintritt. 

Fiir parallele Trager bietet sich der einfache Ansatz dar: Xl = 0, 
x2 = 1; die Schliisselgleichung (§ 34, 182) geht dann in die be-
sondere Form iiber: " 

Y3 - YI + X3 (YI - Y2) = 0, 
Y _ Y3 

2 X 
Y 3. 

1 = ---1-' 
1-­

xa 
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wir erhalten die Grundform: 
~~~~ 

il;-(~)-~F2(fJ)+Fa(Y) I 
I IX Ga(y) , (200) 

wenn wir 

(201) 

d.h. 

setzen. Die Gleichung des Tragers (y) erscheint in Parameter­
darstellung, sie laBt sich durch Elimination von y aus xa und Ya 
gegebenenfalls in geschlossener Form herstellen. (Vgl. S.70.) 

Es sei nur beiliiufig bemerkt, daB die Grundform (200) auch in anderer 
Gestalt gegeben werden kann, z. B. y(IX)' G(y) + h(fJ) H(y) + K(y) = 0, 
(§ 29,142), h1(1X) + hz(fJ)· h3(y) + H3(y) u. dgl. . 

Gehen wir von der besonderen Lage aus, in der die beiden ge­
raden Trager mit den Achsen zusammenfallen, Xl = 0, Y2 = 0, 
so ergibt sich aus der Schliisselgleichung: 

1 1 
1 -~+~ 

x2 xa 

Yl Ya 
Xa 

wir erhalten dieselbe Grundform (200), wenn wir 

wahlen. 

x1=0, Yl= FI~IX)-' 1 
X 2 = - l . F: (fJ) , Y2 = 0 , t 
Xa = 1 11a - Ga (y) JI 

l F ( ) ' .1 - Fa (y) • 3 Y 

Dieselbe besondere Lage liiBt sich leicht auf die Grundform 

F (IX) = FzUl). F3(y) 
1 F 2 (fJ) + G3 (y) 

zuriickfiihren. 

(202) 

Beide Ansatze (201) und (202) sind im allgemeinen nicht 
schmiegsam genug, die vorgelegten Bereiche der Veranderlichen 
befriedigend darzustellen. Wir denken eine Tafel gemaB (201) 
entworfen und nehmen projektive Verzerrungen dieser Grund­
tafel vor, wobei wir ohne Einschrankung der Allgemeingiiltigkeit 
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die Invarianz des Tragers (IX), Xl = 0, fordern durfen. Abbil. 
dungen dieser Art sind durch a12 = a13 = ° ausgezeichnet. Es 
werde zunachst die Form der Tafel mit zwei parallelen Leitern 
beibehalten; die Invarianz der Parallelitat beider Trager ist nur 
mit affinen Verzerrungen: a31 =a32 = 0, a33 = 1, vereinbar. Wir 
erhalten demnach den Ansatz der Bildtafel: 

0, F 1 (IX), 1 an ° ° 
1 , 1 • F 2 (fJ) , 1 a21 a 22 a23 
1, -l.F3(y), l-l.G3(y) ° ° 1 

0, a22 . F 1 (IX) + a23 , 1 

a22 l.F2(fJ) + (a21 + a23 ) , 1 an, 
an, 

mithin: 

~1 = 0, 

~2 = an, 

- a22 l. F3 (y) - a23 1· G3 (y) + (a 21 + a23 ), 1 - 1· G3 (y) 

1]1 = a22 F1(IX) + a23 , 

1]2= a22 1.F2(fJ) + (a 21 + a23 ), 
(203) 

~3 = -~-, 1]3= -ali2 l •Fh) -a23l.G3(y) + (a 21+a23 ) 
1 - 1· G3 (y) 1 - 1 . G3 (y) 

Dies ist der allgemeinste Ansatz fur die Darstellung der Funktion 
(200) durch eine Fluchtlinientafel mit zwei parallelen Tragern (IX) 
und (fJ). Sehen wir von den metrischen AusmaBen der Tafel ab 
(z. B. an = 1, a22 = 1), so laBt die Tafelform 003 verschiedene 
Darstellungen der Funktion (200) zu, und zwar folgendermaBen: 
die Funktionen F1(C\-) und F 2(fJ) konnen in beliebigen Zeichen­
einheiten und mit beliebigen Anfangspunkten auf den parallelen 
Tragern entworfen werden. 

Erst der allgemeine Ansatz (203) liefert praktisch brauchbare Darstel­
lungen. Wahrend bei einfachen geradlinigen Leitertafeht eine giinstige 
Anordnung der Teilungen nach der Methode des Beispiels erreicht werden 
kann, versagt dieses Hilfsmittel hier, weil jede Lageanderung einer geraden 
Teilung eine Gestaltsanderung des krummlinigen Tragers nach sich zieht. 

Die allgemeine projektive Verzerrung ergibt: 

0, F 1 (1X),1 an ° ° 
1 , 1 • F 2 (fJ) , 1 a21 a22 a23 
1, -l.Fa(y), 1-1·Ga(y) aa1 a32 aaa 

0, a22 F1(IX) + a23 , a32 .F1(IX) + a33 

a221. F2 (fJ) +(a21 + a23 ) , a32 ·1· F2 (fJ) + (a31 + a33 ) 

au, -a22 1.F3(y) -a32 l.F3(y) 
- a23 1.Ga (y) + (a21 + ad, - a33 l . G3 (y) + (a31 + a33 ) 

s c h w e r d t, Nomographie. 12 
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mithin den Ansatz: 

~1 =0, 
~ _ an 

2 - a32l.F2(fJ) + (a31 +a33) , 

I: _ an 
\;3- - a32 l. Fa (y) - a33 l. G3 (y) + (a31 + a33) , 

a22 F1 (G\-) + a23 'fJ - --"=-':::--:---'--
1- a32 F1(G\-) + a33 ' 

a22 ·l.F2(fJ) + (a21 +a23 ) 
fJ2= a32 ·l;F2(fJ) + (a31 +a33 )' 

_ - a22 ·l· F3(y) - a23 ·Z· G3(y) + (a21 + a23) 1) 
~- . - a32 ·l· F3 (y) - a33 ·l· G3(y) + (a31 + a33 ) 

(204) 

Der Ansatz (204) enthalt samtliehe Darstellungen der Funktion 
(200); sehen wir wiederum von den AusmaBen der Tafel ab, so 
ergeben sieh 004 versehiedene Losungsmogliehkeiten. Die be· 
sondere Form (202) geht aus (201) hervor dureh die Abbildung 

(a) = (= ~ ~ ~). 
010 

Es ist leicht zu erkennen, daB die soeben behandelten Tafeln samtliche 
in § 34 angegebenen Typen mit umfassen. Die Additionsform ergibt sich, 
wenn Ga -1, die Multiplikationsform, wenn Fa 0 ist. Insofern kann 
(204) auch als allgemeinster Ansatz fiir § 34 gelten. 

Anwendung auf die quadratisehe Gleiehung. 

Die algebraisehe Gleiehung ym + G\- • yn + fJ = 0, (m > n), zeigt 
unmittelbar die Gestalt (200), wenn wir Fl (G\-) = - IX, F 2 (fJ) = fJ, 
F3(y) = ym, G3(y) = yn setzen. Auf Grund des Ansatzes (203) 
folgern wir sofort, daB jede Gleiehung der gegebenen Form mit 
Hille (paralleler) regularer Teilungen (G\-) und (fJ) dargestellt wer­
den kann, wobei die Zeieheneinheiten und Anfangspunkte will­
kiirlieh wahlbar sind, den vorgesehriebenen Bereiehen der Koeffi­
zienten also jeweils angepaBt werden konnen. FUr den Fall der 
quadratisehen Gleiehung m = 2, n = I ergibt sieh als Trager (y) 
stets ein Kegelsehnitt. - Wir geben die Konstruktion einer Tafel 
unter Vorsehrift der Bereiehe G\- = - 10 ... + 10, fJ = 0 ... - 100 
an. Als Zeieheneinheit werde 1 em zugrunde gelegt. Die Leitern 

1) V gl. als Beispiel Aufgabe 62, § 17. 
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(IX) und (fJ) treten in brauchbarer Anordnung und Ausdehnung 
auf, wenn wir in (203) a22 == I, a23 = 0, 1 = t, a 2l = 10, an = 20 
setzen: 

Xl =0, 
x2 = 20, 

100 
X3 =---, 

5-)' 

Yl = - IX, 

Y2 = 10 + ffJ, 
50 _ )'2 

Y3 = 5 _)' . 

Gleichung des Tragers ()'): X2 - 4xy + 40x - 400 = 0. (S. Abb. 94). 
Die Tafel liefert innerhalb des zuganglichen Zeichenfeldes zu-

-10 +10 

-6 

-5 :;------

+5 

+10· -10 

72 

73 

71,< 

75 

-----_ If --
5 

o 
1 

-10 

3 -20 

-30 

-'70 

-80 

-gO 

--100 

Abb. 94. )'2 + IX)' + fJ = O. Darstellung mit hyperbolischem )' - Trager 
Beispiel: IX = -6, fJ = -40. I liefert )'1 = -4, II liefert )'2 = + 10. 

nachst nur die negative Wurzel. Wahlen wir einen zweiten Ent­
wurf (a22 = -I, 1 = - .g.), 

Xl = 0, 
x2 = 20, 

100 
x3 =--, 

5+)' 

Y1 = + IX, 

Y2 = 10 + }fJ, 
50 _ )'2 

Y3 = 5 + ),-, 
so lassen sich beide Tafeln leicht iiberlagern, und wir konnen, 
allerdings mit einer anderen Einstellung· der Ablesegeraden, so­
fort auch die positive Wurzel finden. (Es entspricht dies der 

12* 
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Tatsache, daB der Zeichenwechsel von IX den Zeichenwechsel der 
Wurzeln I' bedingt.) In Abb. 94 ergibt die links angeordnete 
IX-Teilung (1) die negative Wurzel, die rechts angeschriebene Be­
zifferung (II) die positive Wurzel. Beispiel: )12 - 6 I' - 40 = 0, 
1'1 = - 4, 1'2 = + 10. 

Nehmen wir eine projektive Abbildung der Darstellung vor, 
so geht der Trager (I') stets wieder in einen Kegelschnitt tiber; 
es muB daher moglich sein, Tafeln mit parabolischem oder ellip­
tischem y-Trager anzugeben. 

Wir beziehen uns auf den Ansatz (202) 

1 
Xl = 0, Y1 = - -;x , 

1 
x 2 = -T~~7J' 

1 
Xa= 1-2 ' . )' 

1 
Ya =-. 

I' 

(205) 

Ais Trager (I') ergibt sich die Para bel y2 = 1 . x. (V gl. Aufg. 63, § 17.) 
Dnter der Annahme 1 = 0,5 zeigt Abb. 95 einen Entwurf dieser 
Tafel. Beispiel: )1 2+1,51'-4,5=0; 1'1=+1,5,1'2=-3. 

-1 

-2 

-5 

-10 

I I! I 
-5 +10+ 10 

+5 

+2 

I 

+1 

3 

II' iii -'5-" -3 
-5 I 
-~ I 

Iii 

-2 
I 

-1 

'-1 

Abb. 95. )12 + ex)l + fJ = O. Verzerrung der Abb. 94. Darstellung mit 
parabolischem )I-Trager. Beispiel: ex = + 1,5, fJ = -4,5. 
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Wir wissen, daB die reine reziproke Teilung im allgemeinen 
wenig sehmiegsam ist. Die Darstellung laBt sieh daher verbessern, 
wenn dureh projektive Abbildung projektive Teilungsfunktionen 
eingefiihrt werden. Es werde eine Tafel naeh Art der Abb. 95 
(l = 1) unter Erlialtung des O-Punktes abgebildet: a l2 = 0, 
al3 = 0, a 21 = 0, a 23 = 0: 

o yl 1 an 0 0 

x 2 0 1. 0 a22 0 
o a 22 YI' a 32YI + a 33 

a llx2 , 0, a 3l x2 + a 33 

X 3 Ya 1 a n x3, a 22 Y3' aalxa + a 32 Ya + aaa 

Die Parabel (y) geht also in den Kegelsehnitt 

~ _ all x3 _ an 
a - a 3l x3 + aa2Ya + aaa - aaay2 + aa2Y + aal' 

a 22 Ya a 22 y 1Ja = ~----- ----'=----

aalxa + aa2Ya + a3a aaay2 + a32 y + a 31 

. (206) 

(207) 

iiber (vgl. Aufg. 62, § 17), dessen Gleiehung in gesehlossener Form 

(208) 

lautet. Die Determinante dieses Kegelsehnittes hat den Wert 

1 a~l aa3 d d' h . d k" . t d - - -2-; a an' a22 un a33 nle verse Win en onnen, IS as 
4 a22 

Ergebnis der Abbildung stets ein eigentlieher Kegelsehnitt; 
sein Charakter wird dureh das Vorzeiehen der Diskriminante 
4 a31 a33 - a:2 bestimmt: 

4 a 31 aa3 - a~2 > 0, Ellipse, 
= 0, Parabel,_ 

< 0, Hyperbel. 

Die vorgelegte Funktion kann also auf senkreehten Tragern (lX) 
und (fJ) dureh einen Kegelsehnitt j eder Art dargestellt werden. 
(Vgl. hierzu Aufg. ll4 und ll5.) Wir wollen an dieser Stelle die 
Tafeln mit kreisformigen (y)-Trager ableiten. Der Kegelsehnitt 
(y) geht in einen Kreis iiber, wenn der Koeffizient von ~1J ver­
sehwindet und die Koeffizienten von ~2 und 1J2 iibereinstimmen. 
Wegen an '* 0 ist die erste Bedingung nur dureh a32 = 0 erfiill­
bar; sehreiben wir als Bildkurve den besonderen Kreis ~2 + 1J 2 = ~ 
vor, so erfahrt das System 
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eine Lasung durch an = 1, aal = 1, aa2 = a, aaa = a2. Der Ansatz 

100 

o a 0 =0 

Xa Ya 1 1 0 a2 

vermittelt demnach 001 verschiedene Lasungen, erweist sich daher 
als hinreichend schmiegsam. Samtliche Lasungen "liegen" auf 
demselben Tragersystem; indem wir die Trager doppelt be­
ziffern, erlangen wir eine Erweiterung des Darstellungsbereiches. 

1 

~1 =0, 
1 

111=---, 
a·1X 

(209) 
1 

~2 = 1 _ a2 fJ' 1]2 ----' 0, 

OG 

-1 

Abb. 96. 1'2 + lXy + fJ = O. Darstellung mit 
speziell-elIiptischem y-Trliger. 

Beispiel: IX = -1,7, fJ = +0,3. 
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Der Kreis ~2 + rJ2 = ~ tragt eine stereographische Teilung. 
(S.70.) Abb. 96 ist unter der Annahme a = 1 entworfen. Die 
projektiven Teilungen (eX) und ((3) ki:innen ohne Rechnung rein 
konstruktiv gewonnen werden. Dabei ist wesentlich, daB fur (eX) 
und (y) dieselbe erzeugende Teilung reg eX bzw. regy benutzt 
werden kann. 

Die Bedeutung der Tafeln Abb. 94-96 ist nicht etwa auf 
die quadratische Gleichung beschrankt. Bei Unterdruck,mg der 
Leiter (eX) stellt das System ((3) - (y) eine Multiplikationstafel 
dar, bei Unterdruckung der Leiter ((3) ergibt (eX) - (y) eine 
Additionstafel. (Vgl. S. 133. Anwendung S. 192.) 

Beis piel. Fiir eine elektrische Maschine, bei der die Warmeabgabe 
im wesentlichen durch Leitung vor sich geht, gilt bei konstanter.Energie­
zufuhr T = Too (1 - e- b '); hierin bedeutet t eine Zeit, T die tJbertem­
peratur gegen die Umgebung zur Zeit t, Too die stationare Endtemperatur. 
Die elektrischen und kalorischen Konstanten sind in b zusammengefaBt. 
Die in zwei Zeitpunkten tl < ta gemessenen Temperaturen TI und T2 

geniigen der Bedingung 

t2 In(Too - T 2) -lnToo 
t; = In(Too - T I ) -lnToo · 

Wird die Versuchsanordnung so getroffen, daB die zweite Messung nach 
doppelter Zeit erfolgt wie die erste, t2 = 2 . t l , so ergibt sich nach einfacher 
Ulnformung der Typus der quadratischen Gleichung: 

1 2TI :"- Ta 
T" 1 

(210) 

Da die Funktion (210) die den Einzelvorgang bestimmende Konstante b 
nicht mehr enthalt, eignet sie sich besonders als Grundlage fiir eine' all­
gemeine Tafel; da sie ferner in bezug auf die Temperaturen homogen ist 
rind die Zeit nicht eingeht, wird eine Tafel dieser Funktion weitgehende 
Verzifferungen zulassen. 

1 
FI(IX) = Too' F2({J) = - T 2 , Fa(Y) = 2 T I , G3 (y) = T~. 

Bereiche: TI und Ta = 2° .. ' 30°; Too = 5° ... 100°. 
Ansatz gemaB (203) au = aaa = 0, ~l = 1: 

1 
YI = a22 • Too' 

Xa= 1, 

1 
xa=l_Z.T~' 

Ya=-aaaZ·Ta, 

-a22 Z• 2 • TI 

Ya= 1-lT~ 

Die Gleichung des Tragers (Tl ) lautet in geschlossener Form: 

2 -1 2 X- 4- Z sY=X • . ass 
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Wir sind also durch geeignete Wahl von a22 und 1 in der Lage, die Darste!­
lungsaufgabe mit einem kreisfiirmigen Trager (T 1) zu erledigen, wenn wir 
41 . a~2 = -1 setzen. Unter den 001 moglichen Losungen dieser Art 
treffen wir die Auswahl mit Riicksicht auf die Bereiche T2 und Too. Es 
bietet sich a22 = 5, mithin 1 = -1lo- dar: 

5 
Y1 = Teo' 

X2= 1, 

(stereographische Teilung). 
100 

X3 = 100 + 'iif ' 

Trager (T 1): X2 + y2 = X. Als Zeicheneinheit legen wir 20 em 
zugrunde. DieJin Abb. 97 innerhalb des Kreises gelegenen Kurven 
werden auf S. 207 behandelt. . 

Too 
5. 

6 1 
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Abb.97. Erwarmung elektrischer Maschinen bei gleichma~iger Energiezufuhr. 
Beispiel: Nach 1 Stunde Ubertemperatur T1 = 8°, nach 2 Stunden T2 = 13°. 

Stationare Temperatur Too = 22° .. Verkleinerung lfa. 
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Beispiel. Ein bei der Temperatur to C und beim Barometerstande 
H mm Hg gemessenes Gasvolumen V ccm wird mit Hilfe des Reduktions-
faktcrs H - p (t) 

t = 760. (1 + IXt) (211) 

Dl'Uck 
il1m", 

H 

. Tempef'l1furkorrekfiol1 del' BrrromefefYlflleSVI1! 
UI1 e/l1el' !! '1 mm 

Messil1!1skrrla lid'~I,illd"i,,\ ,1,,'!li"1 
.JOo 20° roO 0° 
11\'\i'j' 'jl 1,r"!!li'i' 'i".'I'" ij'!I,1 

U/1 einer (j/rrsskola . J . 2 . 1 . mm 

Tempel'sf"I' 
il1 CD 

t 

Reduktiol1s -
fokfor 

f /ogf 

0,9 
0,930 

0,920_-

0,000 

0,990-1 

0,980-'1 

0,97.0-1 

0,960-'1 

----.. !.q-~-

_------------0;,0 
--------- 0,900 

_------------- 20° 
.................. 

0,890 

Abb. 98. Volum-Reduktion von Gasen. Sperrfliissigkeit: Wasser. 
Beispiel: H (korrigiert) = 749 mm Hg, t = 15 0 C. Ergebnis: Vo = 0,918 V. 

reduziert, Yo. = /. V, wobei p(t) den Dampfdruck der Sperrfliissigkeit 
bedeutet. Die Funktion (211) hat die Form (200). Wahrend in den bis­
herigen Anwendungen die Tafel allein durch Projektion in sich konstruiert 
werden kann, muB hier die Teilung (t) berechnet werden, da p(t) nur ala 
empirische Funktion bekannt ist. 

Bereiche: H = 670 ••• 780 mm, t = 5° .•• 30 0 , t = 0,800 ... 1,000. 
Die Ablesung vonj muB O,OOI_gewahrleisten. 
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Wir wahlen den Ansatz (203), (Zeicheneinheit 1 mm). 

Xl = 0 , 1ft = 1000 . f, ) 
X2 = an, Y2 = 2 . (1180 - H), 

(2] 2) 
an 2 [1180 - P (t)] 

Xa= 1,52(1 + IXt) + l' Y3= 1,52(1 + IXt) + l' 
(Siehe Abb. 98.) Beim Entwur£ der Tafel fiir Wasser als Sperrfliissigkeit 
wurden die Dampfdrucktabellen von S c he e lund He u s e1) zugrunde gelegt; 
die Benutzung einer Naherungsfunktion 2) ware ohne Vorteil. Fiir die prak­
tische Anwendung der Tafel fiigt man zweckmaBig eine Doppelleiter zur 
Skalenkorrektion der Barometerablesung bei und versieht die !-Leiter mit 
einer Teilung log!, da vielfach die logarithmische Weiterrechnung bevorzugt 
wird. Fiir eine andere Sperrfliissigkeit ergibt sich, abhangig vpn deren 
Konzentration, im bleibenden Leitersystem (H) - (I) ein anderer Tra­
ger (t) und eine andere Teilungsfunktion. Bei KOH von 0 bis 30% Konzen­
tration weichen die zugeh6rigen Trager auf Grund der besonderen Para­
meterwahl in (212) urn weniger als 0,002· an vom vorhandenen Trager 
(t, Wasser) ab, sie diirfen daher praktisch iiberlagert werden. Durch eine 
Netztafellassen sich die Temperaturen t2 bei k% auf to fiir Wasser redu­
zieren 3). 

§ 37. Tafeln mit einem geradlinigen Trager. 
Die Annahme Xl = 0 fiihrt die Schliisselgleichung in die be­

sondere Form liber: 

X2(Y3 - YI) + X3(YI - Y2) = 0, 

Y2 Y3 ----

sie ergibt die Grundform: 

wenn wir 

I
F (iX)=F2(fJ)+F3(Y) I 

I G2(fJ)+G3(y) , 

1 
G2 (fJ) , 

1 
X3 = - G3 (y) , 

YI=FI(iX), 

F2 (fJ) 
Y2 = G2 (fJ) , 

F3(Y) 
Y3 = G3 (y) 

(213) 

(214) 

1) Ann. Phys. Bd.29, S.732. 1909. - Kohlrausch: Prakt. Phys. 
Tab. 13 u. 15. 

2) Vgl. S. 64. Ferner Wertheimer: Verh. d .. Dt. Phys. Ges. 1919, S. 692. 
8) VgI. Chem.-Ztg. 1920, Nr.132. 
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setzen. Um diesen Ansatz schmiegsamer zu gestalten, fligen wir 
wie oben die projektive Abbildung al2 = a l3 = 0 hinzu: 

0 Fl (IX) 1 [ an 0 0 

1 F 2 «(J) G2 «(J) ·1 a 2l 
a22 a23 

-1 F3(Y) G3 (y) a 3l a32 a33 

0, a22F 1 (IX) + a23 , a32 F l (IX) + a33 

all> a22F 2 «(J) + a23 G2 «(J) + a 2l , a32 F 2 «(J) + a33 G2 (fJ) + a 3l 

-all' a22F 3 (y) + a23 G3 (y) - a 2l , a32 F 3 (y) + a33 G3 (y) - a 3l 

Es ergibt sich mithin der allgemeine Ansatz: 

Beispiel. Die auf S.54 behandelte Funktion 

log [log ~2] - log [log ~1] 
n= 

- log~2 + 10g~1 

(215) 

gehOrt dem Typus (213) an, wobei die Besonderheit besteht, daB die Funk­
tionen Fa und Fa sowie Ga und Ga (abgesehen vom Vorzeichen) iiberein­
stimmen. 

F2 = log [log~2]' 

Fa = -log[log~l], 

G2 = -log~2' 

Ga = 10g~1· 

(
-0,8 0 0) 

Ansatz: 0,8 0 2 
-1 +1-1 

~ _ -0,8 
2 -log[log~] + log~ - l' 

'rII = _2 , I n-l 
(216) 

0,8 - 2 log IX 
'rI2 = log [log IX] + 10gIX -1 ' 

Trager und Teilungen (IXI) und (lXa) fallen zusammen (Abb.30). 
Beispiel. In § 30 wurde die Identitat 

-t ~=cos{J-COSi' (1X={J+i') 
g 2 sin{J - sini' ' 

benutzt. Fa = cos{J, Gs = sin{J; Fa = -cosi', Gs = - sini'; FI = - tgi. 
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Ansatz: (+ ~ ~ D, also ~l = 0 , 
IX 

1Jl = -ctg"2' 

1 
~2 = cosfJ' 1J2 = tgfJ, 

1 
~3 = --, 1J3 = tg Y • cosy 

Die Trager (fJ) und (y) fallen wiederum zusammen; es ergibt sich die gleich­
seitige Hyperbel ~2 - 1J2 = 1. (Vgl. Aufgabe 61, § 17 und den Ansatz 
auf S. 141 i). In Abb. 99 bezieht sich die diinnliegende Bezifferung auf den 

60 

12 
12 

1JO -50 

o 
120 

o o 
-60 

Abb. 99. Additionstafel mit hyperbolischem Trager. Beispiel fiir Verzifferung. 
(IX = fJ + y, fJ = 10, y = 5, oi. = 15.) 

goniometrischen Ansatz, wobei mit Riicksicht auf die Periode mannigfache 
Variationen moglich sind; die fett stehenden Zahlen geben ein Beispiel von 
Verzifferung. 

§ 38. Mehrteilige Tafeln mit Zapfenlinie. 
Man wird versuchen, auch Fluchtlinientafeln von Funktionen 

mit mehr als drei Veranderlichen unter den Gesichtspunkten zu 
entwerfen, die in § 32 fiir Netztafeln entwickelt worden sind: die 
Darstellung wird auf Tafeln mit drei Variablen reduziert, wenn 
die vorgelegte Funktion F(IX, (3, y, <5) = 0 durch Einfiihrung 
einer HilfsgroBe t auf das System t (IX, (3, t) = 0, g (y, <5, t) = 0 
zuriickgefiihrt werden kann. Eine kurze Uberlegung zeigt aber, 
daB die VerhaItnisse in Leitertafeln bei weitem nicht so einfach 
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liegen wie in Netztafeln. Wenn die Zerlegung von F = 0 in f = 0 
und g= 0 durchfiihrbar ist, besteht noch keine Sicherheit, daB 
die Teilfunktionen fund g durch Fluchtlinientafeln dargestellt 
werden konnen; und selbst wenn diese zweite Bedingung erfullt 
ist, bietet sich u. U. eine neue Schwierigkeit dar. Eine Dber­
lagerung der Tafeln fund gist ohne weiteres nur dann moglich, 
wenn die Hilfsvariable t in beiden Teiltafeln in derselben Leiter 
auftritt; es mussen also Trager (t) u nd Teilungsfunktion (t) 
beiden Tafeln gemeinsam sein. - Die Darstellbarkeit einer 
Funktion zwischen drei Veranderlichen durch eine Fluchtlinien­
tafel werden wir im § 43 untersuchen. Hinsichtlich der Forde­
rungen, die an die Beschaffenheit der Leiter (t) geknupft werden, 
konnen wir uns auf die bisherigen Ergebnisse beziehen. Wir 
haben fur ein und denselben Funktionstyp verschiedene Tafel­
formen entwickelt, derart, daB die Veranderlichen in regularen 
Skalen, Potenzleitern, projektiven, logarithmischen oder gonio­
metrischen Teilungen auf geraden oder krummen Leitern erschei­
nen; wir verfugen also uber eine groBe Mannigfaltigkeit von Dar­
stellungsmoglichkeiten, so daB fUr die Erfiillung der Bedingungen, 
denen die (t)-Leiter genugen muB, ein verhaltnismaBig weiter 
Spielraum bleibt. Dennoch sind unsere bisher gewonnenen Hilfs­
mittel nicht immer ausreichend, und es bietet sich hier der An­
laB, neue Darstellungselemente einzufiihren. Wir skizzieren die 
Dberlagerung von Teiltafeln zunachst an einigen Beispielen. 

Der Spannungsabfall p% in einer elektrischen Leitung hangt mit 
den Daten der Betriebsart und den Konstanten der Leitung wie folgt 
zusammen: 

N etzspannung 

Wattbedarf 

Leitungslange 

Leitfahigkeit 

W ·l· n 
q=E2.k.p· 

E = 20 ... 400 Volt, 

V = 100 ... 30000 Watt, 

lm, 

k = 7 ... 56,2, 

Querschnitt (gesucht) q = 1 ... 95 mm2, 

Schaltungs­
faktor: 

n = 200, 

= 100, 

= 50, 

_ 100 - ---i.\--. 

(217) 

Unter den sieben Veranderlichen halten wir 1 fest, indem wir den Span­
nungsabfall auf eine konstante Leitungslange, etwa 10 m, beziehen. Da 
in praxi nur einige Materialien in Betracht kommen (Cu, Fe, Zn, AI), er­
scheint die Behandlung jedes Materials in einer besonderen Tafel angezeigt: 
k = const. Nutzen wir ferner die Miiglichkeit aus, Leitern doppelt zu be-
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ziffern, so konnen wir in einer Tafel zwei Betriebsarten darstellen; es ver­
bleiben mithin vier Veranderliche: 

( l . n ) c=T= const • (218) 

Bei der Einfiihrung der HilfsgroBe t haben wir vollige Freiheit, wir konnen 
also die praktischen Erfordernisse beriicksichtigen: 1m einzelnen Faile 
liegen E und W fest, die durch (E, W) bestimmten Wertepaare (q, p) werden 
bei der Projektierung einer Anlage derart variiert, daBein technisch vor­
handener Querschnitt q der Funktion (217) geniigt; dabei ist die Kenntnis 
des zugehorigen Spannungsabfalles p wesentlich. Wir werden also auf die 
Zerlegung 

p.q 
t=­

C 
(219) 

gefiihrt. Die Darstellung beider Teilfunktionen in logarithmischen Tafeln 
mit parallelen Tragern (S. 162) bietet die Moglichkeit, die Leiter (t) beide 
Male in derselben Zeicheneinheit anzusetzen. Da die Kenntnis des Wertes t 
selbst ohne Belang ist, wird man auf die Ausfiihrung der Teilung (t) verzichten, 
die Leiter (t) erscheint als Zap fen Ii n i e 1). Bei der "Uberlagerung der Teil­
tafeln kann die ZusammengehOrigkeit der Leitern (E - W - t) einerseits 
und (t -: P - q) anderseits in mannigfacher Weise durch verschiedene 
Farbengebung, Strichdicke, .Art der Beschriftung o. dgl. kenntlich geniacht 
werden. Abb. 100 behandelt den Spannungsabfall in Zinkleitungen 
(k = 16) bei Drehstrom (n1 = 100, n 2 = .1Jl-l!.). Beispiel: Bei 120 Volt 
und 800 Watt finden wir den Zapfenpunkt 9,75; die Drehung des Lineals 
um diesen Punkt liefert stets zusammenhangende Werte (p, q); es sei der 
Spannungsabfall 0,31% auf 10 m als zulassig vorgeschrieben, dann ergibt 
sich bei Sternschaltung ein Querschnitt von 4 mm2, bei Dreieckschaltung 
10 mm2 < q < 16 mm2• Die Leiter (q) ist nur nach technisch vorhandenen 
Werten beziffert; durch Drehung des Lineals ermitteln wir sofort, urn weI­
chen Betrag sich p andert, wenn q durch den niichst groBeren oder nachst 
kleineren Wert ersetzt wird. 

Die nberlagerung von gleichartigen Tafelformen bereitet im 
allgemeinen keine Schwierigkeiten, es handelt sich jeweils nur 
darum, geeignete Zeicheneinheiten zu wahlen. Sobald aber die 
Aufgabe besteht, Tafeln verschiedenen Funktionstypes zusam­
menzusetzen, bedarf die Auswahl der Tafelform und damit der 
Leitergattung einer sorgsamen nberlegung. 

Be i s pie I: Bei statistischen Untersuchungen spielt die Funktion 

~= D 
vm~ + m~ 

(220) 

1) Um die Festhaltung eines Zapfenpunktes in praktischer Hinsicht zu 
erleichtern, versieht man die Zapfenlinie zweckmaBig mit einer beliebigen. 
am besten regelmiiBigen Einteilung. Pirani benutzt zur Festhaltung des 
Zapfenpunktes ein mit einem Zeiger versehenes Bleigewicht, das dem 
Ableselineal bei der Drehung zur Fiihrung dient. (Pirani: S.85.) 
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Spannungsabfall in Zinkleitungen 
Drehstrom-Dreiecks- und Sternschaltung ~ ~ E 

E W·I·n 
Q=E2'16.p 

q 400 

Dreiecks- Stern - 380 

schaltung schal- 360 Z 1 tung 340 W P 320 

300 100 Spannungsabfall in % 

1,5 280 
bei einerLeitungsliinge 
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260 

240 10m 100m 

~20 4 0,1 1 
2,5 200 

200 

180 
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1,5 160 0,2 
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Abb.100. Uberlagerung von Leitertafeln. Zapfcnlinie. 
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eine Rolle1). Die Bereiche sind verhaltnismaBig weit ausgedehnt, zeichnen 
sich aber durch bevorzugte Teilbereiche aus: 

111.:1, m2 = 0,01 ..• 1, Schwerpunkt zwischen 0,1 ... 0,5. 
~ = 0,5 ... 4, 2 ... 3. 

D = 0,2 ... 2. 

Es ist ferner erforderlich, daB auch Werte D = 0,01 ... 0,2 und 2 '" 20 
einer Abschatzung von ~ zuganglich gemacht werden. Diese besonderen 
Vorschriften weisen auf die Verwendung projektiver Tafeln hin, da sie 
einerseits auBerordentlich schmiegsam sind, andererseits in einer Tafelform 
sowohl Produkt· als auch Summentypen enthalten. Ais HilfsgroBe fiihren 
wir mD derart ein, daB 

mD = + vm~ + m~ • 
1 1 

mD' D =-;f; 

(221) 

(222) 

die Hilfsveranderliche mD selbst hat eine sachliche Bedeutung, so daB eine 
Darstellung von (221) und (222) durch besondere Okonomie ausgezeichnet ist. 

Wir beziehen uns auf den Ansatz § 36,206 (S. 181) fiir die quadratische 
Gleichung y2 + IX Y + fJ = 0; werden die beiden Wurzeln mit )'1 und Y2 
bezeichnet, so vermittelt i'l = - IX - Y2 eine Losung von (221) 2): 

l%:=-m~, "2= - m~. 

a22 a 22 Aus ~1 = 0, 'Ill = ----- folgt: ~1 = 0, 'fI1 = -----. 
~-~IX ~+~~ 

Da der ausgezeichnete Bereich m2 zwischen 0,01 und 0,25 liegt, muB a33 
groB gewahlt werden; als brauchbar erweist sich der Ansatz: 

10 
~1 = 0, 'fI1 = 5 + 100 m2; 

die typische Determinante lautet demnach 0 10 O. Wir schreiben l
au 0 01 
a31 5 100 

als Trager (m2) bzw. (mD) eine Ellipse vor, deren Achsen unter 45° gegen 
das Koordinatensystem geneigt sind. (V gL § 36,208.) Allgemein ergibt sich 

der Achsenwinkel 'P aus 

a31 • a:. - a33' a~, = 0; a31 = a~,; 
wir der Darstellung den Ansatz: 

I ~ 1~ 1J I 
Demnach legen 

1) An Stelle von ~ wird vielfach eine tabellarisch festliegende Funktion 
von ~ benotigt; durch nachtragliche Verzifferung lassen sich diese Funk­
tionswerte leicht in die Rechentafel einfiihren. 

2) Diese Form bewirkt, daB nun das Zwischenergebnis mD auf der 
"mittleren" Teilung erscheint. 



§ 38. Mehrteilige Tafeln mit Zapfenlinie. 193 

zugrunde, und wir erhalten: 
I 

~3 = 100m~ - 5m~ + I' 
-lOm~ 

'1)3 = IOOm~ - 5m~ + 1 ' 

~ ... _ 1 
3 - IOOm1 + 5mb + I ' 

... _ + 10m1 
'1)3 - 100m1 + 5m1 + I ' 

aIs gemeinsamen Trager die Ellipse mit dem Mittelpunkt 
und den Halbachsen l5 y'5 und i5y3. [Abb. lOP).] 

~=T\' i}= -l. 

Die Beziehung (222) ge­
stalten wir schmiegsamer q2 
durch Einfiihrung eines freien 
Parameters Z: 

(m1)' (Z~;2) = (; ~~). (223) 

Auf Grund der Regel Y1 Y2 = f1 q3 
kann die Funktion (223) auf 
demselben Tragersystem \ 
dargestellt werden. (VgL 
hierzu S. 181): 

~: und 'I): sind vorhanden, 
I 

~3 = 100 5 
Z2.D4 -l.D2 + I, 

1 
-1O·Z.D2 

Fiir Z ermitteln wir ein 
Optimum, indem wir die Tei­
lungslange A = ~2(3) - ~2(2) 
des bevorzugten Bereiches 
~ = 2 .•. 3 zu einem Maxi­
mum machen: 

500 ,z 
A = 36 .Z2 + 13001+ 10000 ; 

dA 100 

1 

Abb. 101. Uberlagerung von Teiltafelri. 
D 

~= ~=== vm~ + m~ -ar =0, wenn z= 6' 
Das Maximum A bei Z = .LgQ 

ist sehr flach, und zwar be-

Es gehoren zusammen: m1 ->- m~ ->- (ntD) 
und (m») ->- D ->-~. 

Beispiel: m 1 = 0,4, m2 = 0,3, D = 1. 

1) Die Herstellung gestaltet sich insofern sehr einfach, aIs nur wenige 
Werte berechnet werden miissen; im iibrigen werden die Teilungen durch 
Projektion in sich entworfen. 

S ch werd t, Nomographie. 13 
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sonders in del' Richtung l > .!2J!.. Wir ftihren daher zur Erleichterung 
der Rechnung statt .!?,Q- den glatten Wert l = 20 ein, del' A gegen das 
Optimum nur urn 0,5% verkleinert. Mithin lautet del' Ansatz fiir die 
zweite Teiltafel: 

~:, 1)~ 
4D4 

vorhanden, 
-2D2 

1]3 = 1 _ D2+ 4D4' ~3 = 1 - D~ 4D4 ' 
~2 

~2 = ~ + 5' 1]2 = 0 . (Abb. 101.) 

Die auf S. 163 entwickelte Konstruktion erscheint unter dem 
Gesichtspunkt dieses Paragraphen als Sonderfall einer allgemeinen 
Darstellung (Xa fJb ";'" = c5; falls die oben als Begleitwert auf­
tretende GroBe d kontinuierliche Veranderungen erfahrt, erfullen 
die Projektionszentren Peine Leiter (c5). 

Schon bei Behandlung mehrteiliger Netztafeln (S. 156) haben 
wir darauf hingewiesen, daB die Einfiihrung von Hilfsverander­
lichen u. U. auch fur Funktionen zwischen drei Veranderlichen 
vorteilhaft ist, wobei allerdings die Veranderlichen an mehreren 
Stellen der Tafel abgelesen werden mussen. 

Cverschmff.-
(j=a-b 
~b 

bi ainmm {}mmm 2 mm 
100 1000 10 luliiss%,e 8elasfVl1,7 

900 In mpef'e6el gO 800 /fvpfof' IIluminium 700 
80 600 2000 

70 500 Holbef'Umfong 
11 _ a+b 

400 _1000 2 - inmm 
60 900 

'ggg - 800 120 
JOO 700 i[;g: 

50 800 600 90 700 
500 80 

200 600 70 
500 400 80 

400 50 
JOO 

__ '!!L __ 
. 100 JOO 

90 L._ ----------------- 200 30 -
---80----

70- •• 200-25 - 60 20 
-- 50 '-'----

20 40 100 
90 

100 80 
30 90 70 10 

80 -- - 60 -1, 70 
20 60 -_ 50 

50 - .0 
15 

5 

10 10 
3 2 

Abb. 102. Mehrteilige Tafel fiir d rei Veranderliche. Belastbarkeit von 
FIachmateriaI (Cu und AI) bei zulassiger Ubertemperatur von 30° C. 
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B eis piel. Die elektrische Belastbarkeit i Amp. von Flachmaterial 
wurde bei zulassiger Vbertemperatur 30° C ftir verschiedene Querschnitte 
und Querschnittsformen experimentell untersucht; die Ergebnisse lassen 
sich nach den in § 19 entwickelten Methoden £tir rechteckigen Querschnitt 
a mm X b mm durch die Funktion 

darstellen: 
i = [2 . a • b • (a + b)]O,485. m (224) 

Wir ftihren den Querschnitt Q = a' b und den Umfang u = 2(a + b) 

ein; der Wert i- = a + b wird ohne Schwierigkeit durch Nebenrechnung 

ermittelt. Es werden die Teiltafeln Q = a' b und i = (Q. u)O,485. m 
mit der Zapfenlinie (Q) tiberlagert. Abb. 102 zeigt den Entwurf ftir Kupfer 
und Aluminium, wobei die Zusammengehorigkeit del' Leitern durch das 
eingezeichnete Beispiel kenntlich gemacht ist. 

In neuerer Zeit hat man vielfach den Funktionstyp 
FI (ex) . F 2 ({J) + Fa (y) . F4(J) = const (225) 

erOrtert. Bei Einfiihrung von t = FI (iX)· F 2 ({J) , t' = Fa(y)· F4(l5) 
handelt es sich um die Darstellung von t + t' = const. Eine 
Uberlagerung der beiden Teiltafeln ist ohne weiteres moglich, wenn 
sie die Hilfsveranderlichen t bzw. t' in regelmaBiger Teilung ent­
halten; wir haben also einen Ansatz § 34, II heranzuziehen. 
In Abb. 103 ist das Bei. 
spiel iX' {J + y . J = 1 be· 
handelt. Die linke Teil· 

2 

1,5 tafel iX ->- {J enthalt eine 
regelmaBigeTeilung(t)auf 
der Zapfenlinie Z, wobei ex. 
der Punkt P zu t = ° , ) 1 
der Punkt Q zu t = 1 ge· -
hort. Die andere Teil-
tafel y ->- J wird in vollig 0,5 

gleicher Weise entworfen, 
jedoch so gestellt, daB 0,2 
die Teilungen (t) und (tf) 0 
sich in entgegengesetzten - 0,2 
Richtungen entwickeln. 
Verlegen wir den Punkt 

-0,5 

tf = ° in den Punkt Q, 

z 

5 

-1 

-0,2 

o 

-1,5 

t = 1, und den Bildpunkt 
tf = 1 nach P, t = 0, so 
ist iiberall die Bedingung 
t + tf = 1 erfiillt. Das ein-

-1 2 

Abb. 103. Uberlagerung: IX fJ + r ~ = 1. 
IX • fJ = t, r' ~ = t', t + t' = 1. 

Beispiel: IX = 0,8, fJ = 0,5, r = 0,4, ~ = 1,5. 

13* 
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gezeichnete Ablesebeispiel entspricht den Werten eX = 0,8, fJ = 0,5, 
Y = 0,6 und ergibt !5 = 1,5. Hinsichtlich der Benutzung negativer 
Funktionswerte verweisen wir auf S. 174. 

Wenn sich auch gezeigt hat, daB Produkt- und Summenformen 
bei Benutzung projektiver Entwiirfe leicht iiberlagert werden 
konnen, so ist die Aufgabe damit praktisch doch nicht immer be­
friedigend ge16st. Besonders, wenn es sich urn Produkte von Po­
tenzen handelt, gewahrt die logarithmische Tafelform vor der 
projektiven gewisse Vorziige; da aber die Darstellung von Sum­
men in logarithmischen Typen nicht ohne weiteres moglich ist, 
bietet sich eine neue Aufgabe dar. 

Beispiel. Der Ubergang von kartesischen Koordinaten A, B eines 
Punktes zu Polarkoordinaten R, q;: A + Bi = R. ei<p, (226) 

8 

kann gemaB Abb. 104 durch das System: 
A2 + B2 = R2, 

A2 
B2 = ctg2q; 

(227) 

(228) 

voIlzogen werden. Fiihren wir die Bezeichnung 
k::::...:S""--____ ..L_JI ctg2 q; = n ein, so ergibt sich aus 

044 S h A2 + B2 = B2 (1 + AB22) Abb. 1 . c ema. 
Koordinatentransforma­

tion. 
und aus (228) das System: 

B2(1 + n) = R2, 
B2. n = A2. 

(229) 
(230) 

Beide Funktionen (229) und (230) zeigen besondere Ahnlichkeit; sie sind 
nur dadurch unterschieden, daB im einen FaIle n, im anderen (n + 1) 
als Faktor auftritt. Wir k6nnen daher (229) und (230) auf demselben 
Tragersystem mit iibereinstimmenden Teilungsfunktionen darsteIlen, wenn 
wir nur auf der n-Leiter den Sprung um Eins beriicksichtigen. In Abb. 105 
ist eine Tafel auf logarithmischer Grundlage B (links) --+ A (Mitte) --+ n (rechts) 
entworfen, wobei die Leiter (n) zugleich die Teilung (q;) tragt; Ansatz 
gemaB S. 162. Die logarithmische Tafel B --+ R --+ (n + 1) bedarf nun 
keiner Konstruktion mehr, Trager und Teilungen sind vorhanden. Der 
Rechnungsgang gestaltet sich wie folgt: Aus A und B finden wir q; und 
zugleich einen Wert n (Beispiel n = 3, untere Ablesegerade), der Wert n + 1 
(im Beispiel der Wert 4, obem Ablesegerade) bestimmt mit B den Radius R. 
Es ist leicht ersichtlich, wie sich die L6sung gestaltet, wenn R und q; gegeben 
sind. Fiir die Bediirfnisse der Wechselstromtechnik sind die Bereiche A, R 
und q; durch Konstruktion einer weiteren Tafelgruppe B --+ A' --+ n' (q;/) 
und B --+ R' --+ (n' + 1) zu erweitern1). 

Das Verfahren kann ohne weiteres auf die Funktionen 

F1(ex) • Fz(P) + Fa(Y) • F4(.5) = const 

ausgedehnt werden. Durch Ubertragung auf Funktionen zwischen drei 

1) Vgl. ETZ. Bd.43, S.780. 1922; Bd.42, S. 1225. 1921. 
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R 
A 

100 
90 
80 

'10 

197 

Abb. 105. Mehrteilige Tafel mit Sprung von t auf (t + 1). (Koordinaten­
transformation: A + Bi = R· ei<p). 
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Veranderlichen hat Hak l ) die Darstellung eines besonderen Funktionstyps 
in logarithmischen Tafeln gewonnen: 

(231) 

= I all' pm, • ,,'" ( I ~ I' ,8 .... -m,. ,,".-n, ± 1) . (~t wenn al ~ 8) . 
Wir fiihren die HilfsgroBe 

t = ~ . ,8m.-m, • " ... -n, (232) 
I all 

ein, so daB sich 
(233) 

ergibt. Es werde nun irgendeine logarithmische Leitertafel A fiir (232) ent­
worfen (Abb. lO6a), so daB die Zeicheneinheiten der Leitern (,8) und (,,) Bowie 

t 

I! 

die Abstande 01 und C2 festliegen. Die Dar­
DC stellung von (233) wird durch Zerlegung: 

I all· ,8m, • "n, = t l • (234a) 

IX = t l • (t ± 1) (234b) 

geleistet. Der Entwurf B von (234a) kann 
--__ stets derart vorgenommen werden, daB die 
+1 Zeicheneinheiten der Leitern (,8) und (,,) 

-- dieser Tafel mit denen der vorhandenen 
Tafel (A) iibereinstimmen, und es laBt 
sich erreichen, daB dl = 01 + 0a wird. Bei 
tJberlagerung der Tafeln (A) und (B) 
fallen die Leitern (,8) und (r) zusammen. Der 

a b . Ansatz (234a) legt die Zeicheneinheit und 
Lage der Leiter (tl ) fest. Fiir die Kon­

Abb.106. Sprungvontauf(t±l), struktion von (234b) treffen wir die Vor­
Verfahren von H a k. Typus: schrift, daB die Zeicheneinheit der Leiter 
IX = al . ,8m, • r'" + aa' pm •• " .... (t ± 1) mit der Einheit der vorhandenen 

Leiter (t) in (A) iibereinstimmt, undda nur 
das Verhaltnis el : e2 eingeht, konnen wir den Trager (t ± 1) mit dem 
Trager (t) zur Deckung bringen (Abb. 106b).· Auf diese Weise erreichen 
wir, daB dieselbe Einstellung der Ablesegeraden (,8 ~,,) zugleich t und t1 
ergibt. Der Schliissel gestaltet sich wie folgt: Aus,8 und r finden wir t 
und t1; wir bilden t + 1 (bzw. t - 1) und ermitteln mit (t + 1) und tl das 
Ergebnis IX. Die Zapfenlinie t muB beziffert werden, wahrend die Teilung (tl ) 

unterdriickt wird. 

Die Umformung einer Summe r = IX +,8 in das Produkt IX ( 1 + !) 
IaBt deutlich den Zusammenhang mit den G a u B schen Additionslogarithmen 
hervortreten, die wir bereits oben in logarithmischen Netzen bei Einfiihrung 
der Mehmkeschen Additionskurve benutzt haben. In der GauBschen 
Schreibweise ist 1 ,8 I A og - ogIX = • 

logr -logIX = B. 

Die Ausfiihrung des, Sprunges um Eins auf einer logarithmischen Teilung 
kann mithin vermieden werden. Die Tafel (IX ~,8) enthalt eine regulare 

1) Z. ang. Math. Mech. Bd. 1, S. 154. 1921. 
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Leiter A, die zugleich .. die Funktionsteilung B(A) tragt. Der Schlussel 
erfahrt dann folgende Anderung: IX und fJ bestimmen einen Punkt A auf 
reg (A), der gleichbezifferte Punkt B(A) ergibt mit IX die Summe y. Das 
Verfahren kann allgemein auf den Typus F1 (IX) = F 2((J) + F3(Y) uber­
tragen werden. 

§ 39. Gleitkurventafeln 1). 

Wenn die auf S. 189 eingefiihrten Teiltafeln t = 0 und g = 0 
nicht mit ubereinstimmenden Leitern (t) entworfen werden 
konnen, bietet sich zunachst die Moglichkeit dar, in der Tafel 
t = 0 den aus Oi, und {J resultierenden Wert t abzulesen und von 
neuem auf der t-Leiter in g = 0 aufzusuchen. Dieses Verfahren 
ist insofern wenig be-
friedigend, als die 
zweimalige Able-
sung einer GroBe er­
forderlich ist, die mit 
der dargestellten Funk­
tion F(Oi" {J, y, J) = 0 
haufig in keinem sach­
lichen Zusammenhang 
steht; da die GroBe t 
zudem auf Leitern ver­
schiedener Struktur 
auf tritt, gestaltet sich 
dieBenutzung einerTa­
fel dieser Art unhand­
lich. Dies gilt in gewis­
ser Beziehung auch fur 
den Sprung urn Eins. 

2 

5 
1olf-Iogt) 

t 

o------------------w~--~ 
~IE~-------8--------~>~: 
I 

Abb. 107. Ubergang zwischen Leitern regt 
und log t durch eine Gleitkurve. 

Zu einem neuen Darstellungsmittel gelangen wir auf folgen­
dem Wege. In Abb. 107 sind Ausschnitte aus den parallelliegenden 
Leitern Zl = regt und Z2 = logt wiedergegeben, wobei die Zeichen­
einheiten zunachst belanglos sind. Wir denken nun eine Gerade 
(das Ableselineal) derart bewegt, daB sie auf beiden Seiten jeweils 
die gleichen Argumentwerte t bestimmt. In der Zeichnung 
sind die Einzellagen fur t = 3 und t = 7 festgehalten. Dann 
wird die Schar samtlicher erzeugten Einzellagen von einer 
Kurve G umhullt, die wir gemaB der auf S. 130 gegebenen Er­
klarung alB G 1 e i t k u r v e der Ablesegeraden zu bezeichnen haben. 

1) Die Gleitkurventafeln sind 1922 vom Verf. eingefiihrt und zu­
gleich mit der nomographischen Entwicklung der dualen Abbildung 
(Abschn. VI) im Berliner AusschuB f. wirtschaftl. Festigung vorgetragen 
worden. Vgl. Anmerkung auf S. 130. 
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Wenn nur den (gegebenenfalls auch krummlinigen) Teilungen 
ZI und Z2 stetige Teilungsfunktionen zugrunde liegen, ergibt sich 
auch in allgemeineren Fallen stets eine wohldefinierte Hull­
kurve, wie bekannte Oberlegungen aus der Bewegungslehre 
zeigen. Wir gewinnen damit ein neues Darstellungselement: 

"Eine Gleitkurve vermittelt den Obergang von einer 
Leiter ZI = 11 (t) zu einer anderen Z2 = 12 (t)." 

·5 
6 

In 7 
8 

~~ Yo 

Auf Grund der ange-
30 gebenen Bewegungsvor. 

schrift liiBt sich die Gleit­
kg 20 kurve in manchen Fallen 
m sehr einfach durch Tan­

gentenkonstruktion her­
stellen. So hat in dieser 

10 Weise Ferner eine Tafel 
lII. iiber Rohrgewichte ent­

:n: 
worfen:G ="4(D2- d2 ). y, 

'. 5 von der Abb. 108 einen 
Ausschnitt darstellt. Zwi­
schen den aufeinander 
senkrechten Triigern I (d) 
und A wird ein beweg-

Z liches, metrisch geteiItes 
Lineal der Lange D ein­
gepaBt; aus einfachen Be­

1 

45 

ziehungen folgt dann, daB 
auf der ungeteiIten Zap­
fenlinie A die Strecke 
t = yD2_ d2 abgeschnitten 
wird. Fiir die ProduktbiI-

dung G = : . t2 • y, die 

Rohrgewichte pro Meter: 

0,3 in einer logarithmischen 
Tafel erledigt werden solI, 
benotigt man aber log t. 
Dieser Wert findet auf G = !!.... (D2 - d2 ) • y. 

4 
Darstelluug mit Paarleiter (S. 208) und Gleit­
lrnrve. (Nach einem Entwurf von E. Ferner.) 

dem Trager B Beriick­
sichtigung. Es handelt 
sich also um die eingangs 
erorterteAufgabe, die Tei­

lung reg t in die TeiIung log t iiberzufiihren, wobei die Trager A und B 
eine besondere Lage haben. Man denke sich die TeiIungen auf A und B 
wirklich ausgefiihrt; dann ergibt die Tangentenkonstruktion die Gleit­
kurve G. 1m fertigen TafelbiIde werden die TeiIungen wieder unter-

'k ) driickt. Das System II(y)-+B-+III (: stellt eine einfache Leitertafel 

vom Typus § 34, 188 dar. - Beispiel: Es seien fiir Aluminiumrohr der 
AuBendurchmesser D = 92mm und die lichte Weite d = 80 mm gegeben. 
Auf I (d) wahlt man den Punkt 80, paBt von hier aus zwischen I und A 
eine Strecke der Lange 92 ein. Dadurch wird auf A ein Punkt bestimmt, 
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um den das Ableselineal gedreht wird, bis es die Gleitkurve G"berlihrt. Der 
nun auf B ermittelte Punkt dient 'als Zapfen, der mit Hille der Teilung II (y) 
die zugehOrige Gewichtsangabe auf III ergibt. 

Was die Konstruktion einer Kurve aus Tangenten anbetrifft, 
so ist hier die Geschicklichkeit des Zeichners von derselben Be­
deutung wie bei der Zeichnung von glatten Punktkurven. Nach 
elementaren Erfahrungen ist der Verlauf einer Kurve sogar mit 
erhohter Sicherheit gegeben, wenn ihre Tangenten festliegen. 
Dennoch bleibt die rein konstruktive Herstellung auf einfachste 
Falle beschrankt; fiir den planmaBigen Entwurf einer Rechen­
tafel ist es erforderlich, die Gleichung der Gleitkurve in Punkt­
koordinaten zu kennen. 

Die im Beispiel der Abb.107 dargestellten Leitern werden durch die 
Angaben bestimmt: 

Leiter zs: Trager: Xs = 8 , Leiter Zl: Trager: Xl = 0, 

Teilung: Yl = t. Teilung: Ys = 10 . (1 - logt). 

Demnach ergibt die Gleichung der beweglichen Ablesegeraden 
(y - Yl) • (xs - Xl) = (Yz - Yl) • (X - Xl) unter Berucksichtigung der be­
sonderen Werte Xl'" Yz: 

lO(l-logt) - t 
F(x,y;t)= 8 x-y+t=O. (235) 

Man erhiilt die Hiillkurve der Schar (235) in bekannter Weise durch Bildung 
der Ableitung . 

BF = _~(10.loge 1) 1 =0 
Bt 8 t + + . (236) 

Durch Elimination von taus (235) und (236) ergibt sich die Gleichung 
der Gleitkurve in geschlossener Form; liisen wir nach X und y auf, so er­
halten wir eine Parameterdarstellung: 

8· t 14,34. t - 10 . t . logt 
X = t + 4,34 ' Y = t + 4,34 (237) 

1m allgemeinen Fane gestaltet sich der Rechnungsgang wie 
folgt: 

Leiter 1. Xl = Xl (t) , 

YI = YI (t). 

Leiter 2. x2 = x2 (t) , 

Y2 = Y2(t). 
Aus der Gleichung der beweglichen Geraden 

F(x, Y; t) = X(YI - Y2) - Y(XI - x2) + (XI Y2 - X2YI) = 0 (238) 

und der Ableitung 

~~ = X (Yl - y2) - Y (xl. - Xl!) + (xi Y2-XzYI +XIy2-X2Yl.) = 0 (239) 
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gewinnen wir durch Auflosung nach x und y eine Parameterdar­

stellung x = x (t), y = y (t) , (240) 

die u. U. in die geschlossene Form iiberfiihrt werden kann. 

Nur beilaufig sei erwahnt, daB in der auf S. 17 behandeltt!n Reduktion 
der Zeicheneinheit das Projektionszentrum 0 als Ausartung einer Gleit. 
kurve angesehen werden kann. Aus der projektiven Geometrie ist bekannt. 
daB die Gleitkurve, die den Vbergang zwischen projektiv verwandten 
Leitern vermittelt, ein KegeIschnitt ist; dieser artet in einen Punkt aus, 
wenn die projektiven Leitern in perspektivische Lage gebracht werden. 
Hierauf beruht die projektive Konstruktion (S. 60). 

Wenn einzelne Teile einer Gleitkurve in ein Gebiet weit auBerhalb des 
Zeichenblattes fallen, also nicht herstellbar sind, so laBt sich die Ablese­
gerade durch Richtungslinien pr~tisch hinreichend festlegen. In 
Abb. 109, .in der die Gleitkurve den tiQergang zwischen den Leitern t2 

-% '0 
BroS/fit] 

+~ 

[J 

I /l[t2j P., fk 
~ 

Abb. 109. Ubergang zwischen t2 und sin t. Gleitkurve G und 
Richtungslinie R. 

und sin t vermittelt, kann fiir die Punkte (t 2) etwa zwischen P1 und P a 
der Bildpunkt des positiven Wertes sin t nicht einwandfrei gefunden wer­
den; die Richtungslinie R gewahrt in diesem Bereich geniigende Sicherheit. 
Wir werden dieses Hilfsmittel jedoch auf einzelne Stellen einer Darstellung 
beschranken. Falls groBere Abschnitte einer Kurve unzuganglich sind, und 
zwar derart, daB eine groBere Anzah! von Richtungslinien notwendig wird, 
konnen wir eine giiustige Lage stets durch geeignete Anordnung der zu-
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gehiirigen Leitern erreichen. Wird unter Festhaltung der einen Leiter die 
andere (etwa X2Y2) zunachst verschoben und gedreht, so haben wir beim 
Ansatz der Gleichung (238) statt der Werte X 2 Y2 die Funktionen 

~2 = X 2 (t) • cos,!, -+ Y2 (t) • sin,!, + a, 
t)2 = - X2 (t) • sin,!, + yz. (t) • cos,!, + b 

zu beriicksichtigen; in Gleichung (240) gehen dann die drei freien Para­
meter a, b und '!' ein, so daB sich 003 Moglichkeiten bieten, Gestalt und 
Lage der Gleitkurve zu beeinflussen. Fiir die Praxis erweist sich dieses 
Verfahren als zu schwerfiHlig; es handelt sich zumeist urn parallel gestellte 
Trager, und wir werden zeigen, daB allein durch MaBstabsanderung der 
einen Leiter eine giinstige Gebietsverteilung erreicht werden kann. 

Abb. llO stelle in der linken unteren Ecke einen Teil einer 
Leitertafel dar; Xl = 0, Yl; X 2 = 1, Y2; im ersten Oktanten sind 
durch die Geraden X = 1, 2, 3, 5, 10 und Y = 1, 2, 3, 5, 10 die 
mit 1 bis 14 bezeichneten Gebiete entstanden. Die Leiter Xl = 0, Yl 
werde festgehalten, die Leiter X 2 = 1, Y2 einer MaBstabsanderung 
unterworfen. Dies kann stets durch projektive Verzerrung der 
Ebene erreicht werden. Wir beschranken uns auf die Diskussion 
von zwei besonderen Fallen. 

Soli die Leiter 2 in der halben Zeicheneinheit entworfen werden, 
so handelt es sich darum, die Grundtafel 

Xl = 0, Yl; x2 = 1, Y2 
in die Bildtafel 

~1=0, 'YJl=Yl; ~2=I, 'YJ2=tY2 
uberzufuhren; es ergibt sich die Verzerrung 

2x Y 
~=x+I' 'YJ=x_+=-Y' 

Durch Abbildung der Koordinatenlinien (x) und (y) erhalten wir 
die in Fig. III 1) dargestellte Anordnung, aus der hervorgeht, 
daB unzuganglich liegende Gebiete durch Reduktion einer Zei­
cheneinheit leicht in erreichbare Lage gebracht werden k6nnen. 

Bedeutsamer als die MaBstabsanderung ist die Umkehrung 
einer Leiter auf ihrem festen Trager. Wir wollen die Grundtafel 

Xl = 0, Yl; x2 = 1, Y2 
in die Bildtafel 

~l =0, 
umwandeln: 

'YJl = Yl; 
X 

~ = 2x -1' 

~2 = 1 , 'YJ2 = 1 - Y2 
x-Y 

'YJ = 2x -1' 

[Gebietsanordnung Fig. ll2 l ).] Die Abbildung vertauscht die 
innerhalb und auBerhalb des Parallelstreifens X = 0 bis X = 1 

1) Die Figuren 111 und 112 muBten in groBerem MaBstab als :Abb. 110 
entworfen werden. 
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Abb. 110. Gebiete auBerhalb des Zeichenfeldes. 
(Leitertafel Xl = 0, Yl = ° ... 1, X2 = 1, 

Y2 = 0 ... 1.) 

Abb. 111. MaBstabsanderung der Leiter X2Y2' 

Verzerrung der Ebene: 
2x Y 

';=x+l' 'l=x+1' 
Annaherung der fern en 

Gebiete. 
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Abb. 112. Richtungsanderung der Leiter X2Y2' 

Verzerrung der Ebene: 
,x x- Y 
; = 2x - l' 1] = 2x - 1 . 

Annaherung der femen Gebiete. 

205 

--c~-------------1--------------»~ 
liegenden Punkte, es ist also stets moglich, auBerhalb des Parallel­
streifens verlaufende Gleitkurvenziige in den Parallelstreifen zu 
verlegen. Die Durchfiihrung einer Verzerrung eriibrigt sich im 
einzelnen FaIle, MaBstabsanderung oder Umkehrung fiihren allein 
zum Ziel. 

Die(:ulet~t be~)andelte Abbildung (a) = (i -~ _~) ist, wie aus 

(A) = 0 -1 0 hervorgeht, ihre eigene Umkehrung; wir Mnnen 
o 0-1 

daher den Figuren IlO und 112 zugleich die Abbildung des Parallel­
streifens entnehmen. 

In Fig. 107 wird der Umstand, daB die Ablesung des Argu­
mentes auf der Leiter Zl mit der Ablesung des Argumentes auf 
Z2 identisch ist, durch die BeschaHenheit der GIeitkurve G be-
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dingt. Wir konnen nun eine andere Gleitkurve G' derart be­
stimmen, daB sich auf Grund der Bewegungsvorschrift zur Ab­
lesung t auf Z1 der Wert t2 auf Z2 ergibt. Dies laBt sich leicht ver­
allgemeinern und fuhrt zu einem. praktisch bedeutungsvollen Er­
gebnis: auf beliebigen Leitern Z1(~) und Z2(fJ) laBt sich jede 
Funktion fJ = f(oe) mit Hille einer Gleitkurve darstellen. Es ent­
halte f einen Parameter r, dann ist die Gestalt und Lage der 
Gleitkurve von IX. und fJ unabhaDgig; andert sich dagegen r, so 
erfahrt auch die Gleitkurve Anderungen, und wir erhalten in der 
Ebene der Leitern Z1 und Z2 eine Schar von Gleitkurven G1, 
G2,···, wenn r die Werte r1' r2"" durchlauft. 

J ede Funktion K (~, fJ, r) = 0 kann in einer Leitertafel mit 
beliebig unterteilten und gestalteten Leitern (~) und (fJ) und 
einer Gleitkurvenschar (r) dargestellt werden. Wir nennen Tafeln 
dieser Art Gleitkurventafeln. 

Die theoretische Bedeutung dieses Satzes wird an spaterer 
Stelle (S. 228) klar hervortreten; sein praktischer Wert laBt 
sich dahingehend kennzeichnen: fUr die Darstellung der Funktion 
K (ot, fJ, r) = 0 schlechthin verfugen wir tiber genug brauch­
bare Tafeltypen, so daB kein zwingender AnIaB vorliegt, Gleit­
kurventafeln heranzuziehen. Es handelt sich aber vielfach um 
eine besondere Aufgabe. FUr die Funktion 

H(~,fJ,b,· ... )=O (241) 

sei eine brauchbare Leitertafel entworfen, und zugleich werde die 
Losung K (~, fJ, y) = 0 (242) 

verlangt. Es ist dann moglich, daB sich bei dem fur H = 0 not­
wendigen Aufbau der Leitern die Funktion K = 0 nicht darstellen 
laBt, oder daB sich fur K = 0 tiberhaupt keine Leitertafel im 
engeren Sinne ergibt. Die Notwendigkeit, in derartigen Fallen 
eine besondere Darstellung K = 0 zu entwerfen, wird in Gleit­
kurventafeln vermieden. Wir konnen K = 0 stets im Rahmen 
einer vorhandenen Leitertafel H = 0 mit Hille einer Gleitkurven­
schar derart darstellen, daB K = 0 durch dieselbe Lage der 
Ablesegeraden bestimmt wird, die fur H = 0 gilt. In diesem Er­
gebnis wirkt sich die wesentliche Bedeutung der neuen Methode 
aus. - Zumeist liegen in der Praxis die Verhaltnisse derart, daB 
H = 0 als Hauptfunktion, der Parameter r in K = 0 als Be­
gleitwert anzusehen ist. Dies bedeutet aber, daB der Werte­
vorrat von r im allgemeinen auf wenige, diskrete Werte be­
schrankt bleibt, zwischen denen eine Interpolation nicht immer 
notwendig ist. Die Gleitkurvenschar wird also haufig nur wenige 
Glieder enthalten mussen. 
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Beispiel. Bei der auf S. 184 ausgefiihrten Darstellung 

T = Too (1 - e- b ') (243) 

ist es wtinachenawert, die Zeitkonatante ! zu beriicksichtigen, um auf 

diese Weise zu einer Abschatzung der Zeit too zu gelangen, nach der sich 
der stationare Zustand merklich einstellt. Wir setzen too gleich der n-fachen 
Zeitkonstanten und messen too in y Zeiteinheiten tz: 

(244) 

Setzen wir ferner Zz = 1 - e r, so folgt aus (243): 

Tz = Too' Z2. (245) 

In der vorhandenen Darstellung (243) solI durch jede Lage Tl --+ Tz --+ Too 
des Ableselineals zugleich der aus (245) folgende Begleitwert z (bzw. y) 
ermittelt werden. Aus formalen Griinden wahlen wir das folgende Ko­
ordinatensystem: 
Leiter (Too): Xl = - 1, Leiter (Tz): x2 = + 1, 

10 Tz 
Y1 = Too' Y2 = 10' 

Unter Beriicksichtigung von (245) lautet die Gleichung (238) der beweg­
lichen Geraden nach einigen Umformungen: 

F=O,~. T:(x + 1) - 2y. T2 -lOz2 (x - 1) = O. (246) 

Fiir einen bestimmten Wert y ist z konatant, daher ist fiir eine Gleit­
kurve (1') die GroBe Tz als Parameter der Tangentenschar anzusehen: 

of 
oTz =0,2.Tz ·(x+l)-2 y =0. (247) 

Die Elimination von Tz ist leicht durchfiihrbar und ergibt die Gleichung 
der Gleitkurve (y) in geschlossener Form: 

x2 y2 
T + Z2 = 1 . (248) 

Eine Gleitkurve fiir den festen Wert z ist demnach eine zwischen den 
Leitern Too und Tz gelegene Ellipse mit den Halbachsen 1 und z. Bei 
Veranderung von z ergibt sich eine Ellipsenschar mit gemeinsamer Haupt­
achse. Die Bezifferung wird naturgemaB unmittelbar nach y vorgenommen 1). 

Gleitet fiir eine Ablesung T1 --+ Tz --+ Too das Lineal an der Kurve y, so 
tritt die stationare Temperatur merklich nach der Zeit too = y • til ein. 
(Siehe Abb. 97 auf S. 184; der Darstellung liegt n = 7 zugrunde.) 

§ 40. Fluchtlinientafeln mit Paarleitern. 
Wir haben noch den auf S. 189 angegebenen Fall zu erortern, 

in dem eine der Teilfunktionen, g = 0, nicht durch eine Leiter­
tafel dargestellt werden kann oder aus praktischen Grunden in 

1) AHe Ellipsen (248) lassen sich leicht durch affine Konatruktion aus 
dem vorhandenen Halbkreis, dem Trager (T1), ableiten. 
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einer Netztafel erscheinen soIl. Die in 1= 0 aus 0/. und f3 gefundene 
GroBe t reprasentiert eine Folge von Wertepaaren (1', <5), die 
Leiter (t) erweist sich demnach (wie jede Zapfenlinie) als Paar­
leiter. Fur die Tafel g = 0 liegt der Aufbau der Teilung (t) 
fest; da wir jede Funktion G(y, <5, t) = 0 in jedem beliebig ver­
zerrten Funktionsnetz, z. B. (t, y) darstellen konnen, bereitet der 
Entwurf im vorliegenden FaIle keinerlei Schwierigkeiten. Es sei 
bemerkt, daB fur die Konstruktion der Tafel g = 0 mit vor­
geschriebener Teilung (t) die im Abschnitt IV e:r;ttwickelten Ge­
sichtspunkte Platz greifen . 

.Als Beispiel kann die auf S. 185 behandelte Tafel zur Volumreduktion 
von Gasen dienen. Legen wir ala Sperrfliissigkeit KOH von k% Konzen-

1 
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_- 10 

Abb. 113. Rohrgewichte pro Meter. Darstellung in vereinigter 
Netz- und Leitertafel. 

tration zugrunde, so ist den Veranderlichen t, H und t die vierte Variable k 
hinzugefiigt. Die Netztafel tWasser - tk - k, die wir auf S. 186 als be­
sondere Darstellung angegeben haben, kann unmittelbar an der vorhan­
denen Leiter tWasser angeordnet werden. - Auch der Entwurf von Ferner 
kann im Teile I ........ A als Netztafel ausgebildet werden, so daB die Zapfen­
linie A als Paarleiter auftritt. Es ist daher ohne weiteres moglich, in 
Abb. 108 die Zapfenlinie B unmittelbar als Paarleiter herzustellen (s. 
Abb. 113). Aus methodischen Griinden ist der Netztafelteil d ........ D ........ t 
nach auBen verlegt; dadurch ergibt sich fiir r eine ungiinstige Zeicheneinheit. 
In anderer Anordnung werden die Ausmessungen der Tafel kaum ver­
griiBert, und wir erhalten E (log r) = E (log G). 

Bei sorgfaltiger Herstellung in Form eines Recheninstru­
mentes konnen die Tafeln mit Paarleiter eine sehr handliche Aus­
fiihrung erfahren. Halten wir in Abb. 113 einen Wert d fest, 
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etwa d = 50, und verandern lediglich D, so liegen samtliche 
Bildpunkte (d, D) auf der Geraden d = 50; die Linien (D) be­
stimmen eine gerade Leiter, und die Rechenlinien (t) haben 
allein die Aufgabe, den "Leiterpunkt" D auf den Trager [t] der 
Paarleiter zu verlegen. Diese Operation konnen wir mechanisch 
ausfiihren, indem wir die N etztafel d ~ D ~ t parallel. ver­
schiebbar anordnen. Die Scharen (d) und (t) werden unterdruckt, 
da die Ablesung unter einem festen Zeiger (Faden) erfolgen kann 
und die Einstellung d zweckmaBig langs einer geraden Teilung an 
einem Index vorgenommen wird. (S. Abb. 114.) Falls der Werte­
vorrat d auf wenige diskrete Glieder beschrankt ist, kann es sich 

Abb.114. Schema. Recheninstrument mit variabler Leiter (y, ~). 

empfehlen, an Stelle der Kurven (D) die Leitern (D) abhangig 
von d wirklich auszufuhren. DaB u. U. auch die Anordnung auf 
einer Walze in Frage kommen kann, sei nur beilaufig erwahnt. 
Parallaktische Ablesefehler lassen sich in mannigfacher Weise 
vermeiden. 

Da jede Funktion g(y,~; t) = 0 in jedem beliebigen Funktionsnetz 
(y, t) darstellbar ist, kann das Verfahren auch im allgemeinen FaIle Platz 
greifen, auch dann, wenn der Trager [t] krummlinig ist. Auf die Moglich­
keiten, Leitern in ihrem eigenen Triiger verschieblich anzuordnen, wollen 
wir im einzelnen nicht weiter eingehen, da die zugehorigen Funktions­
formen ohne Schwierigkeit sofort angegeben werden konnen. 

§ 41. Erweiterung der Methode der fluchtrechten Punkte. 
Die V orteile, welche die Methode der fluchtrechten Punkte 

gewahrt, haben wir in den vorhergehenden Ausfiihrungen noch 
s c h w e r d t, Nomographie. 14 
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keineswegs ersch6pfend ausgenutzt. Bei Auswertung der Schlussel­
gleichung (§ 34, 182) haben wir die Koordinaten Xi Yi stets nur als 
Funktionen einer Veranderlichen angesetzt; diese Beschrankung 
k6nnen wir fallen lassen. Setzen wir Xl = Xl (aI' ( 2), Yl = Yl(al'~2)' 
so erhalten wir einNetz von Kurven (a l ) und Kurven (a 2 ); jeder 
Punkt des Netzes ist Bildpunkt eines Wertepaares (aI' ( 2 ), wo­
bei a l und ,x2 unabhangig voneinander sind. In die graphische 
Rechenvorschrift fUgt sich ein Netzpunkt al> a 2 ebenso ein wie 
ein Leiterpunkt. 

Wir wahlen beim Ansatz der Schlii.sselgleichung die Koordi­
naten Xl und Yl in der soeben angegebenen Weise, X 2Y2 und xaYa 
jedoch so, daB sich eigentliche Leitern ergeben; wir erhalten dann 
eine Tafelform, wie sie in Abb. 115a schematisch dargestellt ist. 
Der Ubergang zu Funktionstypen zwischen funf Veranderlichen, 
aI' a 2, aa, a 4 , (3, kann nun leicht in der Weise erfolgen, daB auch 
x2 und Y2 als Funktionen je zweier Veranderlichen gewahlt werden 
(Abb. 115b). 1m allgemeinen FaIle 

Xl (av a 2 ) 

X 2 (a 3, ( 4 ) 

xa (a 5, a 6) 

Yl (al> a 2) 

Y2 (eX 3 , ( 4 ) 

Ya (a5, a 6) 

1 

1 =0 
1 

(249) 

ergibt sich eine Tafelform (Abb. 115c) fUr gewisse Funktionen 
zwischen sechs Variablen. 

Auch hier hat sich das typenbildende Verfahren als vorteil­
haft erwiesen; dabei k6nnen wir unsere Untersuchung an jede 
der oben hergeleiteten Grundformen anschlieBen. Beziehen wir 
uns beispielsweise auf die Gleichung § 36, 200, so fUhrt der Ansatz 

1 
X3 = 1 - Z· a-(- ~S)·· , 

3,4 y, 

Yl =Fl (eX), 

Y2 = Z • F 2 ((3), 

_ -Z·F3 ,4(y,t5) 
'lj - .--_ ... -_ ... 
.3 l-Z.Ga,dy,t5) 

auf eine Darstellung der Funktionsform: 

F 2 ((3) +F3 ,4 (y, 0) F 1 (a) = - .. --.~-.. . • 
G3 ,4(Y'O) 

(250) 

(251) 

Es versteht sich von selbst, daB an Stelle von (250) der allgemeine 
projektive Ansatz (§ 36, 204) treten kann. Da F 3 ,4 und G3 ,4 be­
liebige Funktionen sein k6nnen, ist in (251) ein hoher Grad von 
Allgemeinheit erreicht. Wir haben jedoch eine Bedingung aus-



§ 41. Erweiterung der Methode der fluchtrechten Punkte. 211 

driicklich £estzustellen: die Funktion Fa." und Ga., miissen un­
abhangig voneinander sein, Fa." =!= q;(Ga.,,); andernfalls wird 
durch xs. Ya eine Kurve definiert, wahrend unser Ansatz auf der 
Voraussetzung beruht, daB sich als Trager der Bildpunkte (y, c5) 

----

--

Abb. 115 a, b, c. Schema. Typen fUr vier, fiinf und sechs Veranderliche. 

ein Netz ergibt. So fallen z. B. die Funktionen (251), in denen 

F a•4 = y + c5, Ga•4 = y2 + 2yc5 + c5 2 , (Fa." = + fGs.,,), oder 

Fa•4 = eY' ed, Ga,4 = y ! c5, (lnFa•4 = G:.j, nicht in die 

14* 
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Gruppe der durch (250) darstellbaren Funktionen. Die Be­
dingung F a•4 + cp(Ga•4) liiBt sich leicht prufen: 

d~. dF. I 
dr' db 
dG dG + 1 

la~:~~ 
(252) 

Beis piel. 

F3.4=y +~; G3.4= 1'2 + 2y~ + ~2. of = I, of 1 ~G 2( + ') d)' iM =; oy = I' u ., 

oG 
o~ =2(y+~); (OF.8F) .. (oG .. oG) = 1 Nicht darstellbar. 

oy'8~ 8yo~, . 
F3,4=Y+~' G3,4=Y'~' 

~::~:=I, ~~=~, ~~=1'; (~~:~!):(~~:~~)=t. 
Darstellbar. 

Ais einfaches Beispiel behandeln wir die Punktion 

P+1'+~ 
IX = l' _ ~ (253) 

. (8F OF) (8G oG) nach dem Ansatz (250) mIt l = I; BY: a~ : 01': 7ill = - I. 

-'I 
-3 

~2 
/T~ 

Abb. 116. IX' (1' - ~) = p + l' + ~. 

f3 
1,5 

1 
X3 = 1--=--1' + ~ , 
lh=lX, 

112=(1, 
-y-!5 

lh=I-=~b' 
1 '. 

__ - Aus X3 und Y3 folgern wir: 

r + ~ = - Ya, 
Xa 

"_~=I_ 1 , , 
X3 

mithin 

ZJ,5 Y3 =, (I - 21') . X3 - I; 

Y: = - (I + 2~)xt + I. 

Die Scharen (y) und (~) kiin­
nen mit Hilfe regularer Tei­
lungen entworfen werden 
(Abb. 116). 
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Man hat Darstellungen nach Art der Abb. 116 als vereinigte 
Netz- und Leitertafeln bezeichnet. Es konnen in der Tat die 
beiden folgenden Auffassungen Platz greifen: das Prim are ist die 
Leitertafel ex: -* fJ, die Bildpunkte (y, b) erscheinen auf einer 
verallgemeinerten Leiter mit netzformigem Trager, oder, es liegt 
eine Netztafel mit den Scharen (y), (b) und der Schar der Ab­
lesegeraden vor; die zweifache Schar der Ablesegeraden wird auf 
den beiden Leitern (iX) und (fJ) "beziffert". Die Gleich­
berechtigung beider Auffassungen wird auf S. 233 im allgemeineren 
Zusammenhang hervortreten. 

Wir haben oben mehrfach Typen der Form 

FI(IX) ·F3(y) =F2(fJ) + F4(b) 

untersucht (z. B. Abb. 101, 105, 108, 113); diese lassen 
leicht im AnschluB an den Ansatz § 34, 190 darstellenl ): 

xl=O, YI=FI(ex:),) 
x2=1, Y2=l·F2((J), 

1 
xa = ---- Ya = Z4 (b) . xa' 

1 - l· Fa (y)' 
z4=-lF4(b). 

Auch hier wird erst durch projektive Verzerrung 

(a) = a 21 a22 a23 (
all ° 0) 
a31 a32 a33 

die Allgemeinheit des Ansatzes erreicht: 

Xl =0, 

X3 = _ a33 lFa(Y) - aa2lF4(b) + (aal + aa3) , 

a22 F I (iX) + a23 
YI= , a32 F I (ex:) + a33 

a22 lF2 (fJ) +( a 21 + ad 
Y2 = , a32 lF2(fJ) + (a31 + a33 ) 

- a23 lFa (y) - a22 lF4(b) + (a21 + a23) 
Y3 = _ a33 lF3 (y) - a32 lF4(b) + (a31 + aa3)· 

-----

} 

sich 

(254) 

(255) 

1) An Stelle des dort eingeftihrten konstanten Anstieges c tritt die 
Funktion Z4(~). 



214 Fluchtlinientafeln. 

Durch Elimination von F4 bzw. F3 erhalten wir die Gleichungen 
der Scharen: 

(r) x[An (1 - l· F3 (r» - Al3] + an a32 y - all a22 = 0, 

(b) x* (An ·IF .. (b) + Ai2) + all a33 y* - all a23 = O. 

Beispiel. Inder Hohe h = 0 .•• 10000 m uber dem Meeresspiegel 
wird bei der virtuellen Mitteltemperatur t = - 50° .•. + 30 0 C der Luft­
druck b mm Hg gemessen. Die Reduktion auf Meeresniveau und 0 0 C ergibt 
B = 700. • • 800 mm: 

h 1 
log B - 10gb = 18387 • 1 + IXt' (256) 

Die tibereinstimmung zwischen (256) und der unter (254) behandelten 
Grundform kann in mannigfacher Weise hergestellt werden, fiir die Aus­
wahl einer Zuordnung der Funktionen F sind allein praktisch-sachliche 
Gesichtspunkte ma.l3gebend; wir wahlen 

1 
Fl(t) = 1 + IXt' F 2(B) = 10gB, 

Die Darstellung solI in einer Tafel mit parallelen Tragern (t) und (B) geleistet 
werden: a3l =a32 = 0, a33 = 1; AlB = O. FUr die ubrigen Parameter 
sind die vorgeschriebenen Bereiche bestimmend. Da der Bereich -10gB 
au.l3erordentlich klein ist, mu.13 ass ·l sehr gro.13 gewahlt werden; mit Ruck­
sicht auf den Bereich t setzen wir ass = - 400, l = - 10, so da.13 sich fur 
log B die Zeicheneinheit 4000 mm ergibt. Um bei der Konstruktion zu einer 
gunstig liegenden Bezugsachse zu gelangen, nehmen wir a23 = 400. Durch 
den Abstand der Leitern (t) und (B) ist au festgelegt, wir wahlen all = 200. 
Es kommt noch darauf an, die Teilungslangen von (t) und (B) gemaB 
Abb.85 giinstig anzuordnen. Das an Hand der Abb. 86 beschriebene Ver­
fahren ergibt aSl = - 11 920. Es handelt sich also um den Entwurf 

( 200 0 0) 
(al = - 11920 - 400 400 : 

001 

( -400 ) 
Yl = 1 + IXt + 400 mm, 

Xs =200 mm, Ys= (4OooologB-11520) mm, 

200mm 
X3 = 1 + 0,000543 t • 

Schar (b): (All = - 400; Au = 11920); 

yt = 0,02 X3 [1000 . log b - 2980] + 400. 

(Siehe Abb. 117.) Da die Scharan (h) und (b) sich un,ter verhaltnismaBig 
spitzen Winkeln schneiden, sieht man zweckma.l3ig davon ab, dasN etz (h, b) 
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herzustellen; man fiihl't einzelne Lei tern (b) abhangig von h aus. Dem­
zufolge werden wir die Gleichung y* nicht als Gleichung del' Schar (b) 
lesen, sondeI'll fiir die Teilung log b die Zeicheneinheit 0,02 x* . lOOO an­
setzen. Die einzelnen LeiteI'll (b) werden nach dem auf S. 17 beschriebenen 
Reduktionsverfahren mitHilfe verschiedener Projektionszentren abgeleitetl). 
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Beispiel. h=1500m, t=-25°,b=612mm. ErgebnisB=752mm. 
Durch dieselbe Einstellung des Ableselineals konnen die Werte b in anderen 
Hohen h abgelesen werden. (Hinaufreduzieren\. 

1) Meteorol. Z. 1921,S. 139ff. 
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Bei. der Diskussion der logarithmischen Leiter haben wir die Zeichen­
einheit l mill aus gegebener Teilungslange A mm und dem Numerusbereich 
IXI • • • "'2 ermittelt (S. 67, § 15, 33): 

1 
T' A = log "'2 - 109"'l' 

Bereiehe: l = 50 ... 500mm, A = 20 ... 300mm, 

"'1 = 0,1 ... 5, "'2 = 0,5 ... 50. 

Ansatz: Xl = 0, 
1000 

Yl=-l-' 

Y2 = 10 + 10 . log "'1' X 2 = 20, 
2000 

Xa = A + 100' Y~ = xt(tlOg"'2+t). (Zeicheneinheitlcm). 

Die Ableitung aus (255) sei dem Leser iiberlassen; die Tafel ist im An­
hang lIT wiedergegeben. 

§ 42. Aufgaben. 
Zu § 34. 
105. Der Widerstand R Ohm pro Meter eines kreisrunden Drahtes soll 

abhangig vom spezifischen Widerstand (J und vom Drahtdurchmesser d mm 

in einer Tafel mit parallelen Tragern dargestellt werden: R = 4; .. 
Bereiche: d = 0,03 ... 3 mm, (J = 0,01 ... 1. :n: -

106. In einem Sinuspapier, X beIiebig, Y = l • sinrp, solI die Funktion 
a • sin", + b . sin fJ + c • sin y + 1 = 0 dureh eine Leitertafel mit reduzierten 
Zeicheneinheiten wiedergegeben werden (a, b, c konstant). 

107. Darstellung der Funktion a = bn durch den Ansatz Xl = 0, 
l 

Yl=l.loga; x2 =d, Y2=-2"logb; Ya=O. xa= 1 

108. 8 = t • 0,00016 P in einer Tafel mit zwei parallelen Tragern zu 
entwerfen. (Temperaturkorrektion einer Barometerablesung.) Bereich: 
P = 100 ... 800 mm, t = 5 ... 50°, 8 = 0 ... 5 mm. Anleitung: Xl = 0, 

Yl = ll' p; x2 = a2, Y2 = b2 -l2 8 , Ya = b2xa . 
a. 

109. Bei pyrometrischen Messungen handelt es sieh haufig um die Aus­
wertung der Funktion '" . log A = log A'. Bereiehe A und A' = 0,01 ... 1, 
'" = 0,5 ... 1,5. Darstellung in einer Tafel lIT. Anleitung: Die Leitern A 
und A' sollen sieh in entgegengesetzten Richtungen entwickeln (warum 1): 

Xl = 0 .. Yl = l.logA; x2 = a, Y2 = l(4 -logA'); Ya = - 2l Xa' a 
1 

110. Die in § 12 (16) angegebene Beziehung "'2 = "'1 • 21 - n solI in 
einer Leitertafel ("'1)' ("'2)' (n) mit parallelen Tragern dargestellt werden. 
Bereiche: "'1 = 1 ... 10, "'2 = 0,2 .•. 150, n = 0,25 ... 0,75, 1,5 ... 10, 
- 0,25 ... -10. 

111. Bei der Kritik von Versuchsreihen handelt es sich um die Ermitt-

lung des Wertes m ~ -VPl~t2, wobei PI + P2 = 100. Bereiehe: Anzahl 

der Beobachtungen N = 50 ... 10000, PI = 0,25 ... 50-%. 
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Zu § 36 . . 
112. Die Gleichung des Tragers (fJ) in Ansatz (204) anzugeben. 
113. Welche Abbildung fiihrt den Trager (fJ) in die Lage 1'}2 = ~2 iiber? 
114. Die quadratische Gleichung y2 + ex y + fJ = 0 solI durch den Ansatz 

1- ~ . 
1 

1 1 0 0 
ex 

0 1 0 a 0 =0 
I {J 

I 
1 

1 1 1,2a a 2 

? y 

dargestellt werden. Entwurf der Tafel. 
115. Der Ansatz (205) § 36, l = 1, s.oll derart abgebildet werden, daB 

det Trager (y) in eine Para bel iibergeht, deren Achse unter 45° gegen die 
~-Achse ansteigt. Wenn eine feste Parabel gewahlt worden ist, HiBt die 
Aufgabe noch 001 verschiedene L6sungen zu. Wie kann dieses Ergebnis 
llomographisch ausgewertet werden? 

116. Eine Freileitung der Spannweite A = 20 ... 100 mm, der Draht­
lange l = 20 ... 100 m hat den Durchhang d = 0,1 ... 2 m: 

A2 -l. A + ~ d2 = O. 

(Es kommt nur die positive Wurzel A in Betracht; wie wird diesel' Um­
stand nomographisch ausgeniitzt ?). Entwurf der Tafel. Gesucht sind 
l oder d. 

117. Darstellung des Ansatzes (209) mit a = 1 und a = 0,1. 
118. Es ist zu untersuchen, durch welche Verzifferungtln die in Abb. 97 

dargestellte Tafel erweit.ert werden kann. 
119. Bei der rechtwinkIigen Parallelprojektion nach axonometrischer 

Methode (S. 26): ex : ey : e. = m : n : 1, e.: e = a, m2 + n2 + 1 = ~, gilt 
a 

die Beziehung cos9' = 2~ yn4 - (1 - m2)2, cos1jJ = 21n ym2 - (1- n2)2. 

Darstellung durch Ansatz (203). Bereiche: m und n = 1 ... 1, 9' = 30 ... 90 0; 
der Schwerpunkt des Bereiches (9') Iiegt zwischen 60 und 90°. 

120. Die in 119 angegebene Funktion solI mit einem kreisf6rmigen 
Trager (m) dargestellt werden W + 1'}2 = n 

Zu § 37. 
121. Wenn sich zwischen zwei Fliissigkeiten der Temperatursprung von 

t' bis to andert, ist die iibergehende Warmemenge Q proportional ln
t', - r t" 

Bereich: t': t" = 1 ... 100. t - n 
122. Darstellung der auf S.142 angegebenen Schwerpunktsformel. 

123. Fiir Klemmgesperre gilt y < Yo, tgyo =. {t 
{t = 0,10 ... 0,50; Yo = 10 ... 25°. smex + {teosex 

124. Das Widerstandsmoment eines hohlen quadratisehen Querschnittes 
1 H4 - h4 

W1 = "6 . -n-' bei Auflage einer 

Darstellung in einer Tafel 

betragt bei Auflage einer KaI)te 
1 H4 - h4 

Diagonale W 2 = 12 y'2 . -H--' 

fJ2 - y2 
125. ex=-fJ+ . 

-y 
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126. Es ist der Ansatz Xl = 0; Yl (IX); X~ =Yz -y~, Yz«(J); X~=Ya -yi, 
Ya (y) zu untersuchen. Anleitung: Yi = F (P~ l' Ya = F (~ 1; 
Yl=?Typus? z + aY+ 

127. Typenbildung auf Xl = 0, xzYz = c, XaYa = d. (d = c). 

Zu § 3S. 
128. Darstellung von IX· (J = Y + lJ auf geraden Tragern. 

1 1 1 1 
129. 0:: + 7i + r + T = 0 . 130. IX"· (Jb • ye • lJd • ee ••• = const. 

131. IX(J = ye .lJd. 
132. Inwiefern enthalt die Funktion (226) nur zwei unabhangige Ver­

anderliche ? 
133. Darstellung der Funktion (226) nach dem auf S. 195 angegebenen 

Verfahren. 
134. ~g «(J + iIX) = M . eicp. Zerlegung in Teilfunktionen. 
135. Der Hauptwert A + Bi = Log(1X + i(J) ist abhangig von IX und (J 

darzustellen. Warum ist die logarithmische Tafelform vorzuziehen? 

136. H = ~ 106
• z 3; Helligkeit eines wagerechten Flachenelementes, 

(XZ + Zi)2 
X horizontale, z vertikale Entfernung von der Lichtquelle 100 HK. Dar­
stellung nach § 36 und nach dem Verfahren von H a k. 

137. H=0,00277· (~r+0,6.U<>'4. (Formel von Reiche.) 

138. Q:Of(IX + i(J) = A + Bi. - 139. 6in(IX + i(J) = A + Bi. 

Zu § 39. 
140. Die Gleitkurve ist durch Tangentenkonstruktion zu ermitteln, die 

den Ubergang von Xl = 0, Yl = sint zu Xi = 1, Yz = t2 bewirkt. Wie 
an<;lert sich die Kurve, wenn Xz = 1, Yz = _t2 zugrunde gelegt wird? 

141. Bei der Berechnung von (rohen) Zahnradern tritt die Funktion auf: 

t = 51,71 • VN . t B I' B 25 3 d. yD. n B' eg eltwert (J = T = , , = ,= -. 

Darstellung in projektiver und logarithmischer Tafelform. 

Zu § 41. 

142. G= ~ (DZ - d2)y. 143. Di. !2 = m~ + m~ . 
144. Darstellung der barometrischen Hohenreduktion auf parallelen 

Leitern (b) und (h), auf parallelen Leitern (B) und (h), sowie auf dem paralle­
len System (b) und (t).Aus welchen Griindenist die in Abb. 117 gegebene 
Darstellung vorzuziehen? 

145. cos a = cos b cos c + sin b sin C cos IX . .An1eitung: Xl = 0, Yl = cos IX. 
Xi = 1, Y2 = l • cosa. Warum ist Z < 0 empfehlenswert? Diskussion des 
Netzes (b, c) abhangig von l. 

146. Z3 + IX Z2 + (Jz + y = O. Anleitung: I. Xl = 0, Yl = - (J; 
x2=1; Y2=-Y' II. Xl=O, Yl=-IX; x2 =1; Y2=-;-(J. 
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Die Untersuchungen des Abschnittes V haben gezeigt, dass 
die Fluchtlinientafeln in bemerkenswerter Analogie zu den ge­
radlinigen Netztafeln stehen (Abschnitt IV). Die Obereinstimmung 
wesentlicher Ergebnisse, die am deutlichsten in den dargestellten 
Funktionstypen zum Ausdruck kommt, liegt in der Gleichartigkeit 
der Schliisselgleichungen begriindet. Beim Entwurf einer gerad­
linigen Netztafel handelt es sich darum (§ 29,153), die Linien­
koordinaten U und v von Geraden so zu bestimmen, daB der An­
satz 

1 

U 2 V 2 1 = 0 (257) 

ua Va 1 

erfiillt ist; die Konstruktion einer Fluchtlinientafel (§ 34, 182) er­
fordert die Bestimmung von Punktkoordinaten x und Y von 
Leiterpunkten im Rahmen der Determinante: 

Xl YI 1 
x2 Y2 1 = O. 

xa Ya 1 

(258) 

Die Schliisselgleichungen stimmen in beiden Fallen formal 
iiberein, und wir erhalten verschiedene Darstellungsarten nur da­
durch, daB wir den (veranderlichen) Elementen der Determinante 
verschiedene geometrische Deutungen geben. Wir sind daher in 
der Lage, jeden vorgelegten Entwurf einer geradlinigen Netztafel 
in eine Leitertafel zu "iibersetzen", indem wir statt der Linien­
koordinaten Ui, Vi die Punktkoordinaten Xi, y, einzeichnen, und 
umgekehrt jede Fluchtlinientafel in eine geradlinige Netztafel um­
zuwandeln. Es kann daher auch die Untersuchung der wichtigen 
Frage, unter welchen Bedingungen die Darstellung von F(.x,,8, y) = 0 
in einer Fluchtlinientafel moglich sei, auf die fiir geradlinige Netz­
tafeln vorgenommene Untersuchung reduzibler Funktionen zuriick­
gefiihrt werden (§ 29). 

Die Zuordnung zwischen den GroBen Ui, Vi einerseits und Xi, Xi 

anderseits heiBt D u a Ii tat, sie bezieht sich nicht allein auf die 
Determinanten (257) und (258), sondern stellt ein allgemein­
giiltiges geometrisches Prinzip dar. 

Ersetzen wir die Linienkoordinaten u, V durch Punktkoordi­
naten x, y, so tritt an Stelle einer geraden Linie L ein Punkt P, 
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und wir haben demzufolge einem Punkte Peine Gerade L zuzu­
ordnen. Wir erkennen dies leicht, wenn wir von der Gleichung 

(259) 

ausgehen. Sind u und v konstant, u = A, v = B, so steIIt 

(260) 

eine Gerade dar; die Bildpunkte samtlicher Wertepaare (x, y), die 
(260) genugen, liegen auf dieser Geraden. Werden dagegen x 
und y festgehaIten, und zwar x = A, y = B, so ist 

(261) 

die GIeichung eines Punktes; die Bildgeraden der Wertepaare 
(u, v), die (261) genugen, gehen samtlich durch diesen Punkt. Die 
Gerade (260) und der Punkt (261) heiBen d uale Elemente; im 
vorliegenden FaIle besteht die Besonderheit, daB jedes Element 
seinem dualen Element selbst wieder dual ist. 

J eder Rechnung mit Punktkoordinaten entspricht eine formal 
gleiche Rechnung mit Linienkoordinaten und umgekehrt; wir 
konnen deshalb jedem geometrischen Satz, der sich zunachst nur 
auf gerade Linien und Punkte (in dieser Reihenfolge) beziehen 
moge, einen dualen Satz gegenubersteIlen, der dieselbe Aussage in 
bezug auf Punkte und gerade Linien (in dieser Reihenfolge) ent­
halt. So sei etwa an die Satzevon Ceva und Menelaus, von 
Pascal und Brianchon erinnert. 

Einfachste Beispiele, die wir nomographisch auswerten wollen, 
stellen die folgenden Satze dar: 

Durchlauft ein Punkt seinen 
(geradliuigen) Trager, so dreht 
sich seine duale Gerade um den 
dualen Punkt des Tragers. 

Liegen drei Punkte auf einer 
Geraden, so gehen die drei du­
alen Geraden durch einen Punkt. 

Dreht sich eine Gerade um 
ihren (punktformigen) Trager, 
so wandert ihr dualer Punkt 
auf der dualen Geraden des 
Tragers. 

Gehen drei gerade Linien 
durch einen Punkt, so liegen 
ihre drei dualen Punkte auf 
einer Geraden. 

Der letzte Satz enthaIt die Dualitat der fiir (geradlinige) Netz­
tafeln und fur Leitertafeln gultigen Schlussel; bezeichnen wir 
einen· Punkt mit P, eine Gerade mit L, so lautet der Schlussel in 
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N etztafeln: 
Die Gerade L ( IX ) und die Ge­

rade L(fJ) bestimmen einen Bild­
punkt P( IX ,(3) , die durch P hin­
durchgehende Gerade L (y) zeigt 
das Ergebnis y an. 

L(iX)} 
L((3) 

P -)0 L(y) . 

Lei tertafel n: 
Die Leiterpunkte P( iX) und 

P ((3) bestimmen eine Ablese­
gerade L(IX,(3), der auf L lie­
gende Leiterpunkt P(y) zeigt 
das Ergebnis y an. 

P (IX)} 
P((3) 

L-+ P(y). 

Wir wollen die Zuordnung zwischen geradlinigen Netz- und Leitertafeln 
an einigen Beispielen veranschaulichen. 

Eine Tafel vom Lalanneschen Typus mit drei Parallelscharen ist da­
durch ausgezeichnet, daB erstens jede Schar L(IX), L(fJ), L(y) einen punkt­
fi:irmigen Trager hat, und daB zweitens allen drei Scharen ein Element 
gemeinsam ist, namlich die uneigentliche Gerade (u = 0, v = 0). Diese 
Angaben reichen aus, den Aufbau der dualen Leitertafel zu "konstruieren": 
Den punktfi:irmigen Tragern der Scharen L(IX), L(fJ) und L(y) entsprechen 
gerade Trager der Punktreihen P(IX), P(fJ) und pry), die duale Flucht­
linientafel enthalt nul' geradlinige Leitern, und da die drei Geradenscharen 
del' Netztafel ein gemeinsames Element haben, miissen die drei Trager del' 
Leitertafel durch einen Punkt hindurchgehen (§ 34, Typ I und III). 

Fiir eine Strahlentafel vom Typus der Cr e pi nschen gilt die Zuordnung: 

Scharen L(IX) und L(fJ) je mit einem Trager P(IX) und P(fJ) gerade. 
punktfi:irmigen Trager. 

Schar L(y) mit punktfi:irmigem Trager pry) gerade. 
Trager. 

Die Schar L(y) hat mit L(IX) ein Ele· 
ment gemeinsam (namlich die Or­
dinatenachse), und mit L(fJ) ein 
Element gemeinsam (namlich 
die Abszissenachse). Beide Ele· 
mente liegen notwendig ver-
schieden. 

Der Trager pry) schneidet, die Trager 
P(IX) und P(fJ). Beide Schnitt­
punkte liegen notwendig getrennt. 

(§ 34, Typ II und IV). 

Besitzt eine Geradenschar einer Netztafel einen krummlinigen Trager 
(Hiillkurve), so erfiillen die dnalen Punkte eine krummlinige Leiter, und 
zwar derart, daB einem Trager n-ter Klasse ein Trager n-ter Ordnung ent­
spricht. Die Tafeln fiir die quadratische Gleichung enthalten beispielsweise 
Hiillkurven zweiter Klasse (Kegelschnitte); demzufolge ist in einer Leiter­
tafel fiir die quadratische Gleichung ein Trager stets ein eigentlicher Kegel­
schnitt. 

Die Darstellung del' Funktion F(IX, fJ, y, tl) = 0 in geradlinigen Teil­
tafeln bement sich einer Schar von Rechenlinien (t). Setzen wir voraus, 
daB die Schar (t) nul' gerade Linien enthalt, so entsprechen mehrteiligen 
Tafeln dieser Art Leitertafeln mit Zapfenlinie. SchlieBlich se; noch der 
Fall mehrteiligel' geradliniger Netztafeln mit Paarleiter [tJ erwahnt; den 
Punkten [tJ sind gerade Linien, Einzellagen del' Ablesegeraden, dual, die 
eine Gleitkurve bestimmen. 

Die bisherigen Erorterungen, die lediglich als ein Programm 
angesprochen werden mogen, sind in zweifacher Hinsicht unbe-
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friedigend. Wir wollen die duale Zuordnung auf anschaulicher 
Grundlage entwickeln; nach vorbereitenden Konstruktionen im 
§ 44 werden wir die Dualitat als besondere Art einer Abbildung 
kennzeichnen und durchfUhren. Zum anderen erscheint die Ver­
tauschung von u, v und x, y fur die Praxis nicht schmiegsam ge­
nug; wir wissen, daB die grundlegenden Eigenschaften sowohl 
der geradlinigen Netztafeln als auch der Leitertafeln bei projek­
tiven Verzerrungen keine Anderung erfahren, und es handelt sich 
darum, zu untersuchen, in welcher Weise die duale Zuordnung 
von diesen Verzerrungen betroffen wird. Die vorliegende Ver­
tauschung von u, v und x, y heiBt die spezielle Dualitat; 
ihre geometrische Deutung erfolgt im § 44. 

§ 44. Pol und Polare. 
Eine Erweiterung der dualen Zuordnung gewinnen wir auf 

einfachem und anschaulichem Wege, wenn wir auf die Beziehungen 
zwischen Pol und Polare in 

lr bezug auf einen Kegelschnitt 

Abb. 118. Pol und Polare in bezug 
auf k. 

Wandert ein Punkt P auf 
einer Geraden l, so dreht sich 
seine Polare L um den Pol p 
dieser Geraden. 

zuruckgreifen. Liegt ein Punkt 
P auBerhalb des Kegelschnit­
tes k (Abb. 118), so defi­
nieren wir seine Polare L als 
die Beruhrungssehne der von 
P an k gelegten Tangenten. 
Fur aIle Pole P auf der Li­
nie kist die Polare die Tan­
gente an k in P. Die Dualitat 
kommt in den beiden Satzen 
zum Ausdruck: 

Dreht sich eine Gerade L 
urn einen ihrer Punkte (p), so 
wandert ihr Pol P auf der Po­
laren l dieses Punktes1 ). 

Durch Anwendung dieser Satze gelingt es, auch fUr Punkte p 
im Inneren des Kegelschnittes die Polare zu konstruieren. 

Wir sind nunmehr in der Lage, irgendeinen gegebenen Ent­
wurf einer geradlinigen N etztafel in eine Leitertafel umzuwandeln: 
wir wahlen einen Kegelschnitt k und konstruieren die Pole der 
gegebenen Geraden. 

1) Die Satze lassen sich kurz zusammenfassen: Bewegt sich ein Element 
auf seinem Trager. so bewegt sich sein polares Element auf dem Pol des 
Tragers. 
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Abb. 119 zeigt den Entwurf einer Strahlentafel nach Chenevier 
(S. 108). Es ist als besonderer Kegelschnitt der Kreis K um O2 gewahlt. 
Die Geraden (IX) laufen parallel, gehen also durch einen uneigentlichen 
Punkt; daher miissen die Pole (IX) auf einem Durchmesser des Kreises K 
Hegen; das Entsprechende gilt fiir die Geraden und Pole (y). Die Pole (fJ) 
erfiillen die Polare des Punktes 01 , des Tragers der Strahlenschar (fJ). Somit 
erhalten wir eine Leitertafel mit geraden Tragern in aligemeiner Lage 

6' 

5 

~~~:}fI 
~~~~~~~~~r-2 

Abb. 119. Uberft1hrung einer Strahlentafel (Chenevier) in eine Leitertafel 
durch Polkonstruktion in bezug auf einen Kreis. Beispiel: Dem Punkt 

P: 0,8 . 5 = 4 entspricht die Ablesegerade l: 0,8 . 5 = 4. 

(§ 34, Typ IV), welche dieselbe Funktion y = IX • fJ darstellt wie die gegebene 
Netztafel. Der Schliissel 4 = 0,8 . 5 ist als Beispiel in beiden Tafeln 
hervorgehoben: die Geraden L(IX), L(fJ) und L(y) gehen durch einen 
Punkt P, die Pole P(lX), P(fJ), P(y) liegen auf einer Ablesegeraden l. 

Das konstruktive Verfahren reicht in vielen Fallen durchaus 
hin, den Entwurf einer Leitertafel aus gegebener Netztafel durch. 
zufiihren; dabei brauchen die Konstruktionsdaten der Netztafel 
in keiner Weise bekannt zu sein. Es bietet sich daher hier die 
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Moglichkeit, em p iri s c heN etztafeln in Leitertafeln zu ver­
wandeln (vgl. § 47). 

Die Zusammenhange gewinnen an Anschaulichkeit, undwir 
gelangen dabei zugleich zu einer Vereinfachung der Ausdrucks­
weise, wenn wir in der Zuordnung der dualen Elemente eine A b -
b i I dun g sehen. J ede gerade Linie innerhalb der N etztafel wird 
in einen Punkt der Leitertafel abgebildet, und jeder Punkt der 
Netztafel hat eine Gerade der Leitertafel zum Bilde. Die vorher 
erwahnten und benutzten Satze der dualen Zuordnung erscheinen 

Abb. 120. Uberflihrung einer Lalanneschen Tafel in eine Netztafel 
durch Polkonstruktion in bezug auf eine Parabel. Beispiel: Dem Punkt 

P: 5 . 2 = 10 entspricht die Ablesegerade l: 5 . 2 = 10. 

nun in der einfachen Form: "Originale und Bilder lie g e n en t­
s prechend." 

Die duale Abbildung gestaltet sich besonders handlich, wenn 
sie durch eine' Parabel bewirkt wird, da in diesem FaIle die be­
kannten Eigenschaften der SUbtangente und Scheiteltangente 
konstruktiv ausgeniitzt werden konnen. Die Para bel ist ferner 
typisch fUr die Abbildung eines geometrisch verzerrten (recht­
winkligen) Netzes in zwei parallele Leitern. (Abb. 120.) 

Das Beispiel der Fig. 120 soIl dazu dienen, die Abbildung rechnerisch 
durchzuflihren. Die Lalannesche Tafel (10 . log ex, 10 ·logP) werde in 
bezug auf die Abbildungsparabel 

y2=IO·x, (p = 5), (262) 

derart gelagert, daB der Punkt ex = I, (J = I auf der Achse der Parabel 
urn 15 Einheiten nach links verschoben und das Netz urn 45° gedreht ist. 



§ 44. Pol und Polal'e. 225 

1m Koordinatensystem (X, Y), das dem System (x, y) iiberlagert ist, sind 
die Geradenscharen durch die folgenden Gleichungen bestimmt: 

Schar (IX): Yl = Xl - (10. Y2.log IX - 15), I 
Schar (~): Y2 = -XJ + (10 . Y2. log IX - 15), 

Schar (y): X3 = 5 . Y2. logy - 15. 

Die Beziehung zwischen Pol und Polare in bezug auf (262) lautet 

Y . Y ~ 5· (X + x) • 

(263) 

(264) 

Sehen wir hierin X und Y als laufende Koordinaten an, so bedeuten x 
und Y die Koordinaten des Poles del' Geraden (264). Um die Bilder (Punkt­
reihen) der Geradenscharen (IX), (~) und (y) zu erhalten, haben wir also 

5 5x 
Y = Y . X + y- (265) 

del' Reihe nach mit den Gleichungen (IX), (~), (y) unter (263) in Uberein­
stimmung zn bringen: 

Schar (IX): Bilde bene: 

~ = + 1, I Trager: Yl = + 5 ,-
Yl 

5x1 = 15 - 10. Y2. logIX , Teilung: Xl = 15 - 10· jI2. log IX • 
Yl 

Schar (~): 

~= -1, I Trager: Y2= -5, 
Y2 

5x2 = 10· Y2.logIX - 15, Teilung: X2 = 15 - 10· Y2.log ~. 
Y2 

Sehar (y): X = ~3. Y - X3' 

Trager: Y3 = 0, 

Teilung: X3 = 15 - 5 . #-= log y. 

Sehen wir von der konstanten Verschiebung urn 15 ab, so erkennen wir, 
daB unter Vertauschung der Koordinatenachsen der Ansatz § 34, 1 (S. 162) 
vorliegt. 

Wir ki:innen nunmehr auch angeben, welche Abbildung del' 
speziellen Dualitat zugrunde liegt. Wir wahlen als Abbildungs­
kurve den Kreis x2 + y2 = r2, dann wird die Zuordnung zwischen 
Pol und Polare durch 

x . x + y. y - r2 = 0 (266) 

gegeben: (x, y) ist del' Bildpunkt del' Geraden (266). Die Linien­

koordinaten diesel' Geraden sind U = _xr2 und V = !r2; da die 

S c h w e r d t, Nomographie. 15 



226 Duale Abbildung einer Ebene. 

spezielle Dualitat auf der Beziehung U = x, V = Y beruht, wird 
die Abbildung also durch den' Kreis - r2 = 1, d. h. durch den 
imaginaren Kreis x 2 + y2 = - 1 mit dem Radius i bedingt. 

§ 45. Die allgemeine Dualitat. 
Die durch einen Kegelschnitt k bewirkte Abbildung eines Punktes in 

seine Polare und einer Geraden in ihren: Pol fiihrt zwar in vielen Fallen 
auf einfaehem Wege zu brauchbaren Ergebnissen, das konstruktive Ver­
fahren ist jedoch nieht soschmiegsam, wie es auf den erst,en Blick scheinen 
kiinnte. Der Aufbau des dualen Bildes hangt von Lage und Beschaffenheit 
des Abbildungskegelsehnittes ab, und es laBt sieh von vornherein nicht 
immer iibersehauen, durch welche Auswahl k das Bild giinstige Anordnung 
seiner Elemente erhalt. Wir haben ferner einim anderen Umstand zu beriick­
sichtigen. Entsprechend der Anzahl von fiinf wesentlichen Konstanten 
vermittelt die Zuordnung von Pol und Polare 00· duale Bilder. Denken 
wir nun eine gegebene Netztafel dureh die spezielle Dualitat in eine Leiter­
tafel abgebildet, so kiinnen wir dureh projektive Verzerrungen der Leiter­
tafel 008 Bilder ableiten, die der Netztafel samtlich dual sind. Wir werden 
daher den allgemeinen analytisehen Ansatz nieht an die zwar anschau­
liehe, immerhin aber besondere Zuordnung von Pol und Polare anlehnen, 
sondern in Analogie zur projektiven Abbildung entwickeln. 

Wir orientieren die Elemente der Grundebene E auf ein recht­
winkliges, kartesisches Koordinatensystem, in dem wir die Punkt­
koordinaten X, Y, die Linienkoordinaten U, V bestimmen. Die 
Bildebene e werde durch die Punktkoordinaten x, y und die 
Linienkoordinaten u, v orientiert. Wenn wir die G run deb en e 
zunachst einer projektiven Verzerrung 

(a) = (::: ::: :::) , (A) = (~:; ~:: ~::) (267) 

a 31 a 32 a 33 A31 A32 A33 

unterwerfen und dann die spezielle Dualitat eintreten lassen, 
erhalten wir die Abbildungsgleichungen 

an X + a 12 Y + a 13 An U + A12 V + A1S] 
u = a 31 X + a S2 Y + a 33 ' x = A U + A V + A ' 

(268) 31 32 33 (269) 
a 21 X + a 22 ¥ + a 23 A21 U + A22 V + A 23 

V = ,y= , 
a31 X + a32 Y + a33 Au U + A 32 V + Ass 

und ihre U mkehrungen 

U = anx + a21 y + a31 , 

a13 x + U 2SY + aS3 

V = a12 x + 'a22 y + a32 , 

a13 x + a23 y + a33 

(270) 
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Da die Gerade U X + V Y + 1 == 0 der Grundebene in den Punkt 
u,x + vy + 1 = 0 der Bildebene ubergeht, ergibt sich aus (268) 
sofort (269); die Umkehrung von (268) liefert (271), die von 
(269) sofort (270), wenn in jedem FaIle der Satz von Jacobi 
(S.89) benutzt wird1). 

Es werde zunachst die Abbildung einer Paralleischar (IX) der 
Grundebene durchgefUhrt, wobei die Bezeichnungen der Fig. 49 
(S. 93) benutzt werden. Als Trager der Schar ist der Punkt 
X -+ 00 , Y ---+ 00 , X: Y ---+ - tg IP anzusehen, wir erhalten 
daher in der Bildebene als Trager der Punktreihe die Gerade 
[vgl. (268) ] : 

an sin IP - a12 cos IP a21 sin IP - a22 cos IP 
U=--. ----, V= 

a31 SIll IP - a32 cos IP a31 sin IP - a32 cos IP 
(272) 

Die einzelnen Glieder der Schar (eX) sind gemaB Abb. 49 durch die 
ICoordinaten 1 

U = - /( eX) cos cp , V I. 
= ---SIllIP ! (IX) 

gekennzeichnet. Demnach ergibt sich in der Bildebene die Teilung 

[vgl. (269)]: x = A13!(eX) - (An cOSIP + A12sinIP) 

A33 !(IX) - (An coslP + A32 sinIP) , 

A 23 ! (eX) - (A21 cos IP + A22 sin<p) 
y= . . 

A33! (eX) - (A31 cos IP + A32 SIllIP) 

(273) 

Die Ergebnisse (272) und (273) gestatten unmittelbar, das Bild 
eines geometrisch verzerrten Netzes !(IX), g(fJ) anzugeben: fUr die 
Schar (<X) gilt dann namlich IP = 0, fur die Schar (fJ) der Wert 

Bildebene: 
a a 

Schar (eX): Trager: u = ~, v = .-!2 
a32 a32 

. A 13 !(<x) - An 
Tellung: x = A33!(IX) - A 31 ' 

Schar (fJ): Trager: u = an, v = a21 
a31 a31 

(274) 

'1 A 13 g(fJ)-A12 
Tel ung: x = A 33 g(fJ) _ A 32 ' 

1) Auf Zeilen und Spalten achten! (Gedlicht.nisregel: Beim Ubergang 
zur Bildebene liegt die Matrix (267) vor, beim Ubergang zur Grundebene 
sind Zeilen und Spalten vertauscht.) 

15* 
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Es soIl im £olgenden die Schar (~) stets auf den Trager u --+ 00 , 

v = 0, d. h. in die y-Achse abgebildet werden!); Abbildungen 
dieser Art sind durch a22 = a32 = 0 ausgezeichnet. 

Zu einer Klassifikation der dualen Abbildungen eines recht. 
winkligen Netzes gelangen wir dadurch, daB wir 1. die Lage der 
Trager besonders vorschreiben, 2. die Bildgerade eines Original­
punktes in besonderer Lage wahlen. 

Durch Vorschrift der Trager sind zwischen den Elementen der Matrix (267) 
vier Gleichungen gegeben; eine Zuordnung zwischen Bild und Original fiigt 
zwei weitere Gleichungen hinzu, so daB dann noch zwei wesentliche Para­
meter der Abbildung verbleiben In der nebenstehenden Tabelle beziehen 
sich die Spalten auf die Lage der Trager, die Zeilen auf das Bild des 
O·Punktes (X = 0, Y = 0), das man als O-Gerade bezeichnet. 

Es laBt sich nun leicht iiberschauen, wie sich die Umwandlung 
einer allgemeinen geometrisch verzerrten N etzta£el in eine Gleit­
kurventa£el vollzieht. Gehen wir zunachst von einer einfachen 
Kurvendarstellung aus, wie wir sie in § 2-6 behandelt haben, 
so gehen die Koordinatenlinien in Leiterpunkte, die Kurven. 
punkte in Geraden iiber, welche die Gleitkurve umhiillen. Um 
die Gleichung der Gleitkurve in Punktkoordinaten zu erhalten, 
sehen wir die Originalkurve Y = 1jJ (X) als Hiillkurve ihrer Tan­
genten an; die Linienkoordinaten der Tangenten sind 

hierin erscheint Xl als Parameter der Geradenschar. Wenn die 
Abbildung des Koordinatennetzes bewirkt ist, die Elemente der 
Matrix (a) also bekannt sind, kann auf Grund der Abbildungs­
formeln die Gleichung der Gleitkurve sofort hingeschrieben 
werden. - Handelt es sich um eine Darstellung mit Kurven­
scharen, so ergibt sich in der Bildebene eine Gleitkurvenschar. 

Es sei nur beilaufig skizziert, in welcher Weise sich die Dualitat von 
Pol und Polare der allgemeinen Dualitat einordnet. Mit der dualen Ab­
bildung (268), (269) hangt der Kegelschnitt 

An A12 A 13 x 
An A22 A 23 Y = 0 
A31 A32 A3s 1 
x Y 1 0 

(275) 

zusammen. Bild und Original liegen polar in bezug auf (275),. wenn die 
Matrix (A) symmetrisch ist. 

1) Vgl. hierzu S. 160 und 175. 
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§ 46. Anwendung aul vorhandene Typen. 
Wenn wir die soeben entwickelte Abbildung auf bekannte Netztafeln 

ubertragen, werden wir zu keinen wesentlich neuen Ergebnissen gelangen, 
da die Darstellung der Abschnitte IV und V schon unter dualen Gesichts­
punkten erfolgt ist. Es diirfte sich jedoch 'aus methodischen Grunden 
empfehlen, einige Beispiele gerade an bekannte Typen anzulehnen. 

I. Strahlentafeln. 
Die Fllnktion pn = (X,nyn kann im Netz X = (X,n, Y = P 

durch das Strahlenbiischel Y = (yn) • X dargestellt werden. Wir 
haben die Aufgabe, die Glieder der Scharen in Linienkoordinaten 
zu fixieren. 

Grundebene: 
Schar ((X,): Trager: Y I -->- 00' 

I 
Glieder: UI = --, (X,n 

Schar (P): Trager: X 2 -->- 00. 

Glieder: 

Schar (y): Trager: 

U2 =0, 

Xa=O, Ya=O, 

Glieder: Ua -->- 00, Va -* 00, lim ~ = - yn. 

Wir nehmen die Abbildung auf parallele Trager vor, 

(
an au ala) 

(a) = 0 0 a23 , 

a3l 0 aaa 

und wahlen den Abstand der Trager gleich I, d. h. u2 = - I, 
au = - al3; die O-Gerade solI durch den Koordinatenanfangs­
punkt gehen und den Anstieg I haben: 

UO=_I dh 0 , Uo -->- 00, Vo -->- 00, • • aaa = , ala = - a23 • 
Vo 

Mithin ergibt sich die Abbildung 

(-I a -b) 
(a) = 0 0 b, 

I 0 0 
(A) = (~ 

ab 

Bildebene (vgl. § 45, [268], [269]). 
Leiter ((X,): Trager: UI-->-OO, vI=O. 

Teilung: YI = - ~(X,n. (Xl = 0) 
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Leiter «(3): Trager: u2 = - 1, v2 = O. 

Teilung: Y2 = 1 - ~. (3n. (X2 = 1). 

.. U a Leiter (y): Trager: ua -+ 00, Va -+ 00; - = - 1. 
Va 

T '1 1 1 e1 ung: xa = 1 ,Ya = 1 . (Ya = xa)· - ayn - ayn ~~ 

Die besonderen Werte a = b = - 1 fiihren auf den Ansatz, der 
den Figuren 89 zugrunde liegt. (Vgl. S. 166.) 

q uadratischen Gleich ung. II. Tafeln der 

Die in Abb. 70 
Gleichung 

dargestellte Netztafel fiir die quadratische 

Z2 + <xz + (3 = 0 

(S. 129) geh6rt dem foigenden Ansatz zu: 

Grundebene: 

Schar (~): Trager: Y 1 -+ 00 • 

1 
Glieder: U1 =-a,' V1 =0. 

Schar «(3): Trager: X 2 -+ 00. 
1 

Glieder: U2 = 0, V 2 = - fJ 
Schar (z): Die Gleichung Iautet in Punktkoordinaten 

Z2+XZ+ y=O, 

daher ergeben sich die Linienkoordinaten fUr die Glieder: 

1 
Ua =-, z 

1 
Va=2' z 

(276) 

Wir wollen die Abbildung auf parallele und dann auf senk­
rechte 'rrager vornehmen. 

1. Parallele Trager. 

(
ail 

(a) = 0 

aSl 

au 
o 
o 

Aus der tabellarischen "Obersicht (S. 229) wissen wir, daB die 
Leitern ( ~) und «(3) gewiB regular sind; es ist daher nur von 
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Interesse, den Trager und die Teilung (z) zu untersuchen. Es er­
gibt sich in der 

Bilde bene (vgl. § 45, [269]): 

A12 A23 Z2 + A 21 Z + A22 
X3 = .A31z + A 32 ; Y3 = A 31 Z + A32 . 

Die Elimination von z fiihrt auf die Gleichung des Tragers: 

X2 (A 23 A;2 - An A31 A32 + A 22 A:1) 

- A 12 A:1 xy + X (A12A21A31 - 2A12A23A32) + A~2A23 = 0, 

der sich bei wesentlich negativer Diskriminante stets als By­
per bel erweist. Die Determinante des Kegelschnittes ist 
A4·A ·A4 

12 . 23 31, mit Riicksicht auf die Beschaffenheit der Ele-
4 

mente A also von Null verschieden, so daB sich stets eine 
eigentliche Byperbel ergibt. - Wir erkennen, daB das Ergebnis 
mit dem auf 8.179 entwickelten Ansatz iibereinstimmt (A21 = 0). 

2. 8enkrechte Trager. 

(a) =(a:1 a~2 :::); (A) = (A:1 A;2 ~). (277) 

o 0 a33 . A31 A32 A33 

Auch hier wollen wir lediglich die Teilung (z) diskutieren. 

Bildebene: 

A 21 z 
Y3= . 

A33 Z2 + A31Z + A32 

In geschlossener Form ergibt sich die Gleichung 

A~l A32X2+A12A21 A 31 X ·Y+ A~2A33y2_A12A:1 x = o. (278) 

Die Diskriminante LI = Af2 • A~l (A32A33 - ~~1) kann positive, 

negative Werte annehmen und auch gleich Null werden, die Ab­
bildung fiihrt daher auf Ellipse, Byperbel oder Parabel als Trager 
(z). (Vgl. hierzu den Ansatz § 36, [207].) 

Beispiel. Die Abbildung auf senkrechte Trager soll derart vorgenom­
men werden, daB der Kegelschnitt (278) erne Parabel wird, deren Achse 
unter 45° gegen die x-Achse ansteigt. 

Als erste Bedingung haben wir 

(.:1 = 0), (279) 
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zu erfiillen. Nach bekannter Beziehung sind die Achsen eines Kegel­
schnittes unter 45 a gegen die Achsen des. Koordinatensystems geneigt, wenn 
die Koeffizienten von x2 und y2 einander gleich sind: 

A~l . A32 = Ai2 . AS3 . (280) 

tiber ein Element A diirfen wir willkiirlich verWgen; mit A33 = 1 ergibt 
sich A 3; = 4A32 , und die Bedingungsgleichungen (279) und (280) lassen 
sich leicht durch A21 = a, A32 = b2 erfiillen: 

(A) = (~ a;~) (a =f 0, b of 0) (281) 

2b b2 1 . 
-a 

Leiter (ex): Xl=O, Yl=IX~-2b' 

- ab 
Leiter ((1): X 2 = (3-= b2 ' yz = O. 

a 
Leiter (z): Trager: (x3+ Y3)2 = b x, 

ab ab 
Teilung: X3 = Z2 + 2bZ-+b2 = (z + b)2 ; 

az 
Y3 = (z + b)2 . 

Es ist hier der Ort, zwei fruher gegebene Darstellungen kritisch 
zu beleuchten. Die Tafel der barometrischen Rohenreduktion 
(Fig. 117, S. 215) enthalt zwei Leitern, (B) und (t), und ein ge­
radliniges Netz (b, h); durch duale Abbildung ist es moglich, einen 
Entwurf mit geraden Leitern (b) und (h) und einem geradlinigen 
Netz (B, t) herzustellen. Die Entscheidung zwischen beiden 
Tafelformen wird unter praktischen Gesichtspunkten getroffen. 
Wir erkennen, daB die in Abb. 117 gewahlte Anordnung den 
physikalischen Zusammenhang hervortreten laBt, indem die nach 
der Rohe bezifferten Luftdruckleitern sich raumlich aquivalent 
schichten, ein Vorzug, der dem dualen Bilde offenbar nicht an­
haftet. - Fur die im Anhang III gegebene Tafel zur Bestimmung 
von E (log <x) laBt sich ein duales Bild derart entwerfen, daB die 
Leitern (1) und (<x 2 ) erscheinen und ein Netz (E, <Xl) auftritt. Die 
Forderung, das Ergebnis besonders hervorzuheben, gibt AnlaB, 
den dargestellten Entwurf zu bevorzugen. - Diese Erorterungen 
zeigen, daB die duale Abbildung auch eine Klasse von Leiter­
tafeln in weitgehendem MaBe umzuformen gestattet, und daB die 
auf S. 213 mitgeteilte Auffassung, Darstellungen dieser Art seien 
vereinigte Netz- und Leitertafeln, auch sachlich zu Recht besteht. 

§ 47. Darstellung empirischer Funktionen in Leitertafeln. 
Die Moglichkeit, aus jeder geradlinigen Netztafel durch duale 

Abbildung eine Leitertafel zu gewinnen, ist auf dem Gebiete der 
empirischen Funktionen bedeutungsvoll. Dabei ist es haufig nicht 
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n6tig, die Abbildung auch konstruktiv wirklich durchzufiihren 
oder einen Ansatz (a) auszuwahlen, da die auf S. 229 entwickelten 

Fe 

Mikrouolf Abbildungssatze sich als 
,j ausreichend erweisen. 

Cd 

H.1 

Abb. 121 zeigt die von 
NoIP) angestellten Messun-
gen der thermo-elektrischen 
Kraft gegen Blei abhangig 
von der Temperaturdifferenz. 
1m regelmiU3igen N etz (t 0, 

e Mikrovolt) ergibt sich fiir 
jedes Metall (innerhalb der 
erreichten Genauigkeit) eine 
Gerade. Wir beziehen uns 
nun auf den Satz I (S. 229): 
Ein duales Bild kann auf 

NeusillJer parallelen Tragern (t) und (e) 
gewonnen werden, wenn in 
be Ii e b ig e n Zeicheneinheiten 

Abb.121. ThermoelektrischeKraftgegenBlei. und mit frei wahlbaren An-
30 

CO 
300 

200 

100 

o 

-100 

-200 

t Mikrovolt 
25 

t 20 

15 
Fe 
" 10 

5 ~d 
Pt xZn 
"" "0 Hg 

Kobolf 
x x 

Neusilber 
Nix 

5 

10 

15 

20 

25 

fangspunkten die regularen 
Teilungen (t) und (e) entworfen wer­
den (s. Abb. 122). Wenn wir die 
parallelen, regelmaBigen Leitern her­
stelIen, brauchen wir die Elemente 
a,k, welche die Abbildung vermit­
teln, selbst nicht zu kennen. In 
der Grundebene (Abb. 121) ist 
eine Gerade durch zwei Punkte, 
d. h. durch zwei Wertepaare be­
stimmt, z. B. Fe durch t1 = - 200, 
e1 = 20; tz = + 100, ez = 10 2). 

Den dualen Bildpunkt Fe in 
Abb. 122 kiinnen wir dementspre-
chend durch zwei Lagen des Ab­
leselineals einzeichnen: Fe ist der 
Schnittpunkt derGeraden t = -200, 
e = 20 und t = + 100, e = 10. 
Ein Vergleich zwischen beiden 
Darstellungen fallt unbedingt zu­
gunsten der Leitertafel aus, be­
sonders im Gebiet t = - 100 ... 
- 300. Die Leitertafel vermag 
ferner noch zahlreiche Materialien 
aufzunehmen, wahrend der Netz­
tafel hier bald praktische Grenzen 

Abb. 122. Duales Bild der Abb. 121. gesetzt sind. 

In v6llig gleicher Weise laBt sich die projektive Konstruktion 
(§ 13) als duales Bild eines projektiven Netzes auffassen, und die 

1) Wied. Ann. Bd. 53, S. 874. 1894. - A uer bach: Physik, S. 150. 
Z) Wir geben hier nur Naherungswerte an. 
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in Aufg. 52 (§ 17) behandelte Konstruktion Piranis erscheint 
einer Darstellung im Hartmannschen Dispersionsnetz dual zu­
geordnet. 

Wenn auch die Berechtigung der soeben erlauterten Kon­
struktionen in der dualen Abbildung eines geradlinigen Netzes 
liegt, ist es in praxi nicht notwendig, auf einen Entwurf in einer 
Grundebene zuriickzugreifen. Sobald wir iiberhaupt nur wissen, 
daB eine Versuchsreihe im Funktionsnetz f(rx), g(f3) durch eine 
Gerade dargestellt wird, konnen wir unmittelbar ein paralleles 
Leitersystem f(rx), g(f3) benutzen. Jedes Wertepaar (IX, f3) stellt 
sich als gerade Linie dar, und samtliche Einzelgeraden miissen 
durch einen Punkt hindurchgehen. Der Entwurf in der Grund­
ebene ist iiberfliissig. 

Es bietet sich nun hier eine neue nomographische Aufgabe 
dar. Wenn namlich die Beobachtungen mit "Fehlern" behaftet 
sind, konmin die Bildgeraden der n Wertepaare nicht einen punkt-

n 
formigen Trager haben, sie bestimmen im allgemeinen 2" (n - 1) 

Punkte, und es handelt sich darum, den wahrscheinlichsten Bild­
punkt zu finden. Die Aufgabe steht in Analogie zu der in § 19 
behandelten; ihre Losung erfolgt durch duale Abbildung der 
dort entwickelten Konstruk- (oc,) 
tionsschritte. Wir werden uns 
darauf beschranken, die Ab­
bildung mit parallelen Tra­
gern zu erortern, da nur in 
diesem FaIle die metrischen 

5 

(f!) 
1 

Beziehungen in ganzer line- 3 
arer Form erscheinen. (S. S. 
Abb. 123.) _cx~_....;;;...-_-:::::;~~ ___ ~rt.. 

In der Grundebene gehen 
aIle Geraden, die der Bedin­
gung ~ z = 0 geniigen, durch 
den Schwerpunkt S der n 
Beobachtungspunkte, wobei 
die in § 19 entwickelten Ge­
wichtssatze zu beriicksich­
tigen sind. Dementsprechend 
liegen in der dualen Leiter­
tafel aIle Zapfen, fiir die 
~z = 0 gilt, auf einer Gera­
den 8, der Schwergeraden; 

2 

1 

Abb. 123. Schwergerade und wahrschein­
lichster Zapfen in Fluchtlinientafeln. 



236 Duale Abbildung einer Ebene. 

diese ist das duale Bild des Schwerpunktes S. Wir bestim­
men auf der Leiter (IX) den Schwerpunkt Sex der Punktfolge IX, 
auf der Leiter (fJ) den Schwerpunkt Sp der Folge fJ; dann ist die 
Gerade Sex Sp die gesuchte Schwergerade, wie aus den Abbildungs­
gleichungen des Satzes I auf S. 229 sofort abgelesen werden kann. 
Wenn wir auf 8 eine Anzahl von Zapfen auswahlen und fur jeden 
einzelnen den Wert 2;Z2 ermitteln, liiBt sich der Punkt angeben, 
fur den ~ Z2 zu einem Minimum wird. Die zugehorige Hilfskurve h, 
die im FaIle der Abb. 123 ein ausgepragtes Minimum zeigt, kann 
in unmittelbarer Anlehnung an 8 entworfen werden. N ach den 
ausfuhrlichen Darlegungen des § 19 ist ohne weiteres ersichtlich, 
wie sich die Ausgleichungskonstruktion in Leitertafeln mit 
Funktionsleitern gestaltet. 

Ais Beispiel fiir den graphischen Rechnungsgang wahlen wir die Er­
mittlung von Kapillaritatskonstanten. Der bekannte Demonstrations­
apparat, der die Steighiihe einer benetzenden Fliissigkeit zwischen geneigten 
Glasplatten zeigt, ist von Grunmach zu einem MeBinstrument fiir die 
Kapillaritatskonstante ausgebildet worden 1). In der Entfernung x mm von 
der Kante ergibt sich die Steighiihe y mm; Neigungswinkel cp, Dichte (J, 

Kapillaritatskonstante IX = X • Y • (J • tg ~ (gr. cm -1) . 

Schema des Protokolls fiir Alkohol (99,54 Gew.-Proz., (J = 0,791): 

Versuchsreihe 8 

0,:" ~ 
10 11 usw. 

-,,---- ---------
0,242 0,742 0,992 

tg'P = 95,5 95,5 95,5 95,5 
---

I -~--I-----;- x I I x y y x y 

I I 
I 

I 
35 59,4 20 51,8 20 34,4 

I 
20 26,0 

40 52,1 25 41,7 25 27,8 25 20,7 
45 46,3 30 34,8 I 30 23,0 30 I 17,4 

usw. 

1m regelmaBigen Netz (x, y) ergeben sich gleichseitige Hyperbeln ('P), im 
logarithmischen Netz (log x, logy) parallele Geraden (cp). Wir gewinnen 
daher eine Leitertafel, wenn wir auf parallelen Tragern (x) und (y) die 
Funktionsteilungen logx und logy (hier zweckmaBig in gleichen Zeichen­
einheiten) mit beliebigen Anfangspunkten entwerfen (Abb. 124). Die 
Grunmachschen Versuchsreihen tragen die Nummern 8 bis 13; am Bei­
spiel der Reihe 13 ist gezeigt, wie der Bildpunkt P13 der Folge (x, y) ent­
steht. Samtliche Bildpunkte Ps •.. P13 liegen auf einem geraden Trager, 
dessen Teilung [i ·log(xy)] wir unterdriicken. (Die Ausgleichungskonstruk­
tionen sind in der Abbildung nicht angedeutet.) Auf einer weiteren paralle­
len Geraden tragen wir den Zahler von tgcp (Plattenabstand) in logarith­
mischer Teilung auf, wobei lediglich die Versuchsnummern Qs··. Q13 
bezeichnet zu werden brauchen. Die Geraden PQ bestimmen einen wahr-

1) Phys. Z. Bd. 11, S. 980. 1910. 
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scheinlichsten Punkt R auf !liner den vorhandenen Leitern parallelen loga­
rithmischen Teilung, deren Anfangspunkt und Zeicheneinheit leicht zu 
ermitteln ist. R zeigt unmittelbar das Hauptmittel IX an. Del' Wert del' 
vorliegenden Konstruktion tritt erst durch Vergleich mit numerischen odeI' 
anderen graphischen Verfahren hervor. Die Darstellung in einer Lalanne­
schen Netztafel fiihrt nach erfolgter Ausgleichung del' einzelnen Versuchs­
reihen auf eine Geradenschar, deren Glieder infolge del' Beobachtungsfehler 
nicht parallel verlaufen; eine Ausgleichung und Ermittlung del' wahrschein­
lichsten "Richtung" diesel' Schar kann nicht in einfacher Weise geleistet 
werden. Das urspriingliche Verfahren, die Kurven (9') mit Hille einer durch­
sichtigen Hyperbeltafel auszuwerten, gewahrleistet nul' geringe Sicherheit. 

10 15 20 30 1if} 50607080 

(Fun/rlionsieilung log.x) 

10 

Q8~e 
I 
PlaHenobsland mm 

Abb. 124. Graphische "Rechnung": IX = X • y. (J • tg ; • 

Die duale Abbildung kann mit besonderem Erfolge auf empi­
rische Kurvenscharen iibertragen werden, wenn die Netztafel der 
Grundebene empirischen Verzerrungen unterworfen wird, wie sie 
an Hand der Figuren 11 und 12 auf S. 19 erwahnt worden sind. 
Das Ziel derartiger Konstruktionen ist nicht die Ermittlung 
einer Naherungsfunktion, es handelt sich vielmehr darum, durch 
Verwandlung des Kurvenbildes in eine Fluchtlinientafel die Vor­
ziige dieser Darstellungsart zu gewinnen. 

Beispiel. Beim Bohren von Nietlochern (Durchmesser IXmm) in Blech 
(Starke (Jmm) ergeben sich nach Beobachtungen von Schachenmeier1) 

Stundenanfalle 'Y, die in Abb. 125 im regelmaBigen Netz ({J, IX) durch eine 
Kurvenschar 1 ... 10 dargestellt sind. Es gelingt im vorliegenden FaIle 
leicht, samtliche zehn Glieder del' Schar ('Y) zu strecken, wenn unter Fest­
haltung del' Schar ((J) del' Parallelstreifen IX = 13 .•• etwa 16 eine Deh­
nung, del' Streifen IX = etwa 20 ... 26 eine Drangung erfahrt. In del' 

1) Eisner hat die Versuchsanordnung u. a. in Bauingenieur Bd.4, 
1923 beschrieben. Vgl. ferner Maschinenbau Bd. 1, S. 17. 1922. 
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Abb. 125. Empirische Netztafel. Kurven gleicher Stundenanfalle beim 
Bohren mit gewohnlicher Bohrmaschine. (Das Achsenkreuz ist in der 

oberen linken Ecke angedeutet.) 

Sfiirkein 
mm 

30 ((1) 

25 

20 

15 

10 

5 

3 

2 

Sflll7uefJofJ.foll 
10 

(7) 

Rohrdllrch = 
messer in 

mm 
(0(,,) 25 

23 

20 

75 

13 

Abb. 126. Aus Abb. 125 abgeleitete Fluchtlinientafel 
Stundenanfalle beim Bohren. 
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verzerrten Darstellung wahlen wir ein den Scharen (IX) und (fJ) parallel 
gestelltes, im iibrigen aber beliebiges Koordinatensystem X = I(IX), 
Y = g(fJ). Die Ordinatenteilung ist regelmaBig, g(fJ) = regfJ, die .Abszissen­
teilung durch eine empirische Funktion gegeben, deren analytischer .Am­
druck fiir uns ohne Belang ist . .Auf Grund des .Abbildungssatzes I, S. 229, 
konnen wir nun eine Leitertafel entwerfen, indem wir zwei parallele Trager 
(IX) und (fJ) wahlen; derTrager (fJ) erhalt eine beliebige regelmaBige Teilung, 
wahrend auf Trager (IX) einfach die .Abszissenteilung X = I(IX) kopiert 
wird. Die Bildpunkte der Geraden l' = 1 ... 10 konnen aus je zwei 
Wertepaaren (IX, fJ) konstruiert werden, wie oben (S.234) angegeben. Es 
ist nun leicht moglich, die zehn Bildpunkte l' = 1 ... 10 zu einer (krumm­
linigen) Teilung (1') zusammenzufassen (.Abb. 126). Damit haben wir gezeigt, 
daB die Herstellung der Fluchtlinientafel auf rein konstruktivem Wege 
durchfiihrbar ist. 

Zum Vergleich geben wir in Kiirze die .Abbildung an, die der Zuordnung 
zwischen den Figuren 125 und 126 zugrunde liegt. Durch Messung in 
der verzerrten Grundebene stellen wir eine Funktionstabelle der .Abszissen­
teilung X = I(IX) auf (Tab. I) und bestimmen die Linienkoordinaten U 
und V der Geraden (1') (Tab. II) . 

.Als Zeicheneinheit diene in Grund- und Bildebene 1 cm. 

Tabelle I. Tabelle II. 

Lochdurchmesser Absziese 
IXmm :e=f(IX) 

26 0,6 
25 0,9 

24 1,3 
23 1,8 
22 2,5 
21 3,3 
20 4,2 

19 5,2 
18 6,3 
17 7,5 
16 9,0 
15 10,2 

14 11,2 
13 12,0 

Kurvennummer 
r 
1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

10 

u 

-0,675 
+0,128 

0758 

0505 

0440 

0437 

0443 
0452 

0465 

0508 

Ordinate Y = g(fJ), 
g(fJ) =fJ· 

v 

+1,250 
-0,278 

143 
0934 

0708 

0599 

0520 

0460 

0416 

0479 

. 0 

Die .Abbildung (A) ~ ( - 30 
. -1 

-40 

o 
2 

~ 2) .... bt auf Grund do. in 

§ 45 (269) und (274) mitgeteilten Beziehungen den Ansatz: 
Leiter (IX): Trager: Xl=O, Yl=30-2·/(1X). 
Leiter (fJ): Trager: X 2 = - 20, Y2 = fJ • 

. ~V WU+2 
Leiter (1'): X3 = U _ 2V' Y3 = tJ _ 2V . 
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Besonders fiir die Einzeichnung der Leiterpunkte ,,= 1 und 10 gewiihrt 
die Berechnung der Koordinaten Vorteile, da die Konstruktion dieser 
Punkte nicht hinreichend sicher sein diirfte. 

Gelingt es nicht, in der Grundebene samtliche Kurven zu 
strecken, so fiihrt die duale Abbildung auf eine Gleitkurventafel, 
deren Ansatz wir auf S. 228 angegeben haben. Es kann sich u. U. 
empfehlen, den Entwurf in der Grundebene in Teildarstellungen 
zu zerlegen, da die Streckung innerhalb kleiner Gebiete erfahrungs­
gemaB leichter durchfiihrbar ist. 

Zusammenfassung. 
Wir haben die engen Beziehungen zwischen Netz- und Leiter­

tafeln entwickelt und gezeigt, daB die duale Abbildung in mannig­
facher Weise erfolgen kann durch Konstruktion von Pol und 
Polare, durch analytischen Ansatz oder in einfachster Form auf 
Grund des Abbildungssatzes I (S. 229). In theoretischer Hinsicht 
sind Netz- und Leitertafeln unter den gleichen Gesichtspunkten 
zu betrachten. Die Erweiterung der Fluchtlinientafeln zu Gleit­
kurventafeln und die M6glichkeit, in Leitertafeln eine Ausgleichung 
nach den Methoden der kleinsten Quadratsumme vorzunehmen, er­
schlieBen nun auch den Fluchtlinientafeln weitgehende Anwendbar­
keit bei Darstellung empirischer Zusammenhange. Besonders auf 
betriebstechnischen Gebieten, bei Untersuchungen von Arbeitsvor­
gangen, wirtschaftlichen Kalkulationen k6nnen wir zur Zusammen­
fassung der Ergebnisse Fluchtlinientafeln heranziehen, die ihres 
iibersichtlichen Schliissels und ihrer zeichnerisch einfachen Herstell­
barkeit wegen vor Netztafeln vielfach den Vorzug verdienen. 

Zu § 43. 
§ 48. Aufgaben. 

147. Warum kann eine Cheneviertafel nicht durch spezielle Dualitiit 
abgebildet werden? 

148. Welche Netztafel ist der Leitertafel Abb. 99 speziell dual? 
149. Speziell dualer Entwurf der in Abb. 72 dargestellten NetztafeL 
Zu § 44. 
150. Konstruktion eines dualen Bildes der Abb. 73 mit Hille eines 

Kreises. Was laBt sich schon vor der Konstruktion iiber die Gestalt des 
Bildes aussagen? 

Zu § 47. 
151. Die Leitfiihigkeit 1 der Legierungen Sn - Pb, Cd - Pb, Cd - Sn, 

Zn - Sn, Zn - Cd ist in hoher Annaherung linear abhangig von der 
prozentualen Zusammensetzung: 

1Ooo/. I Pb I Sn Cd Zn I Ag (Zum Vergieich) 

1 I 7,5 I 11,5 21 27 I 100 
Unmittelbarer Entwurf einer Fluchtlinientafel: Legierung ~ % ~ 1. -Inwie­
fern lassen sich jeder der genannten Legierungen zwei Bildpunkte zuordnen? 
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VII. Rechentafeln mit besonderen Schliisseln. 

§ 49. Geradlinige Ablesevorrichtungen. 

241 

Die bisher entwickelten Darstellungsweisen sind in mannig­
facher Hinsicht erweitert worden, im wesentlichen durch be­
sondere Auswahl neuer Ablesevorrichtungen. Ais Beispiel konnte 
die in § 32 behandelte Tafelform mit beweglicher Rechenlinie 
dienen, da es leicht moglich ist, die Rechenlinie als besondere 
Ablesevorrichtung anzusehen. Wir werden im § 51 zeigen, daB 
sich eine Fulle von Moglichkeiten darbietet, Tafeln mit neuen 
Schlusseln zu entwickeln, und 
wir konnen uns daher nur 
darauf beschranken, einige fJ 
Beispiele hervorzuheben, die 
hier oder da Verwendung ge-
funden haben. r 

Das N etz der Dreiecks­
koordinaten (§ 31) lehnt sich 
an ein gleichseitiges Dreieck 
~()S~ an und ist dadurch aus­
gezeichnet , daB fur j eden 
PunktP der Ebene die Summe 
der Abstande von den Drei­
ecksseiten, P A + P B + PC, 
konstant, und zwar gleich 
der Hohe des Dreiecks ist. 
(Abb. 127.) Die Herstellung 

/I 

tX 

Abb. 127. Dreiecksnetz. Unterdriickung 
der Scharen (<X), (fJ) und (y). Ablesung mit 

IIilfe eines beweglichen Dreistrahls. 
Zl(<X) + Z2«(J) + Z3(Y) = c. 

des zugehorigen Netzes (Abb. 75) kann nun vermieden werden, 
wenn wir in den Punkt P, in dem eine Ablesung erfolgen solI, ein 
System von drei Strahlen Prx, PfJ, PI' legen, die miteinander die 
Winkel 120 0 bilden, Teilungen (rx), (fJ), (I') tragen und die Drei­
ecksseiten senkrecht schneiden. Aus praktischen Grunden ist es 
naheliegend, die drei durch P gehenden Geraden auf der festen 
Unterlage zu entwerfen und das Dreieck auf durchsichtigem Blatt 
als Index auszubilden. Tragen die Geraden die Teilungen Zl(rx), 
Z2(fJ) und Z3(Y)' so stellt eine Tafel der beschriebenen Art demnach 
die Funktion 

dar. Durch V er~.nderung des gleichseitigen Dreiecks m)S ~ er­
reichen wir eine Anderung der Konstanten c. Unter Festhaltung 
der durch )S (£ und )S m bestimmten Geraden konnen wir die Seite 
m~ parallel verschieben, bis l!( und (£ zugleich in )S zusammen-

s c h w e r d t, Nomographie. 16 
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fallen; das Dreieck artet in ein System von drei durch einen 
Punkt (Q) gehenden Geraden aus. (Abb. 128.) Mit Riicksicht auf 
die Form, die man dem Index gibt, heiBen Nomogramme dieser 
Art Hexagonaltafeln, sie stellen den Typus 

Zl(IX.) + Z2({3) + Z3(Y) = 0 
dar. 

Bei der Herleitung der Tafeln mit einem Dreieck als Ablese­
vorrichtung miissen wir fordern, daB die Seiten des Dreiecks die 
Leitern PIX., Pf3 und Py senkrecht schneiden; fur Hexagonaltafeln 
mit ausgeartetem Index (c = 0) ist diese Bedingung nicht wesent· 

Abb. 128. Ausartung des Drei­
ecks, c = O. Schema einer 

Haxagonaltafel. 

Abb. 129. Schema einer Hexagonaltafel. 
Drehung der Ablesevorrichtung. 

lich. Als erster diirfte Lac mann diesen Umstand ausdriicklich 
bemerkt haben; sein analytischer Beweis laBt sich leicht durch 
die folgende Bewegungsdiskussion ersetzen (Abb. 129). Fiir jede 
durch die Punkte P und Q bestimmte Lagezuordnung von Leiter­
system und Index verschwindet die Summe der Abstande, wenn 
die Richtung dieser Strecken auf ihren Tragern beriicksichtigt 
wird: 

PA + PB+ PC=O. 

Unter Festhaltung des Index drehen wir das Leitersystem um P, 
und zwar um den beliebigen Betrag rp; in der Endlage bestimmt der 

Index dann die Strecken P A' = PAp B' = P B und 
PC cos rp , cos rp 

PC' = --, es ergibt sich also auch 
cosrp 

PA' + PB' + PC' =0. 
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Die Hexagonaltafel leistet daher auch bei beliebiger Lage von 
Leitersystem und Ablesevorrichtung stets die Darstellung def 
Funktion 

In der Praxis haben Hexagonaltafeln, wenigstens in Deutschland, keine 
nennenswerte Verbreitung erfahren; die Ablesung ist mit gewissen Un­
bequemlichkeiten verknupft, die auch nicht dnrch den Umstand auf­
gewogen zu werden scheinen, daB die Schnittverhaltnisse fUr jedes \Verte­
tripel (IX, fJ, r) stets ein Optimum sind. Die Theorie diesel' Tafeln ist in den 
Mtzten Jahren wesentlich erweitert worden!). 

Eine gewisse auBere Ahnlichkeit mit der soeben behandelten 
Tafelform weist eine Darstellung auf, die sich an das Quadrat als 
Leitertrager anlehnt. Die Seiten eines 
Funktionsteilungen Zl (iX), Z2(fJ), Z3(Y)' 
Z4(J) in der Weise tragen, wie es 
Abb. 130 hervortreten laBt; als In­
dex benutzen wir ein rechtwinkliges 
Kreuz2 ). Aus der Kongruenz der 
schraffierten Dreiecke ergibt sich, 
daB in jeder Lage des Index die 
Funktion 

Zl(iX) + Z2(fJ) = Z3(Y) + Z4(O) 

Darstellung findet, unabhangig von 
der Lange der Quadratseite. 

Quadrates mogen die 

Zz 

a. Wir erkennen, daB eine Qua­
d rat t a f e 1 eine Fluchtlinientafel 
mit Zapfenlinie ersetzt, allerdings 
erfordert die Ablesung groBere Sorg­
faIt beim Einstellen der Ablesevor­

Abb. 130. Schema einer 
Quadrattafel. 

Zl(IX) + Z2(fJ) = z3(r) + Z4(O). 

richtung. Wie bei Fluchtlinientafeln ist eine besondere Zuordnung 
der Wertepaare innerhalb der Gruppe iX, fJ, /" a wesentlich: 
wenn iX und fJ (bzw. Y und 0) als erstes gegebenes Paar auf­
treten, ist die Ablesung samtlicher abhangigen Paare moglich, sie 
gestaltet sich ohne weiteres jedoch nicht besonders handlich. 

Das rechtwinklige Kreuz als Index vermittelt eine Produkt­
form zwischen vier Funktionen, wenn die Leitern Zl(iX), Z2(fJ), 

1) Die Erfindung der Hexagonaltafeln geht auf Oh. Lallemand 
zuruck, 1885. Mit del' Theorie dieser Tafeln beschiHtigen sich die Berichtc 
in den Oomptes Rendus Bd. 174, S. 82, 146, 253, (1664). 1922. 

2) Der rechte ·Winkel als "Ablesekurve" wurde an Stelle der Flucht­
geraden bei Leitertafeln von Goedseels benutzt; die· Ablesung einer Ver-· 
anderlichen erfolgt im Scheitelpunkt des rechten Winkels. 

16* 

a. 
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Z3(Y}, z4(0} nach Art der Abb. 131 von einem festen, rechtwinkligen 
Kreuz getragen werden: 

Derselbe Typus kann durch die in Abb. 132 entworfene An­
ordnung der Seiten dargestellt werden, wenn als Ablesevorrichtung 
ein Parallellineal benutzt wird, wie es bei nautischen Konstruk­
tionen Verwendung findeP}. 1m Prinzip sind die Typen Abb. 131 
und 132 nicht verschieden. 

Abb. 131. Schema. Festes Krenz 
als Trager, bewegliches Krenz 

als "Ableseknrve" 
Zl (IX) Z3 (Y) 
Z2((3) Z4(t5) . Abb. 132. Paralleltafel. 

Die Reihe dieser Beispiele mag geniigen, urn darzulegen, in welcher 
Richtung sich die Erweiterungen unserer Darstellungsformen erstrecken. 
Wir haben die wesentlichen Schliisselformen an elementar-geometrische 
Satze angelehnt, und es bereitet keine Schwierigkeiten, zahlreiche andere 
Schliissel auf diesem Wege zu entwickeln. Als Leitgedanke tritt bei Ver­
suchen dieser Art in erster Linie der hervor, die Darstellung mit einfachsten 
konstruktiven Mitteln zu leisten. Wahrend wir bei den klassischen Tafel­
formen unsere Aufgabe darin gesehen haben, die Genauigkeit der Darstel­
lung, die Ausdehnung del' Bereiche, Anordnung der Trager und Struktur 
der Scharen oder Leitern durch Abbildungen zu verandern und besonderen 
Verhaltnissen schmiegsam anzupassen, tritt dieser Gesichtspunkt hier zuriick; 
es diirfte sogar bei diesen, aus einzelnen geometrischen Beziehungen erwach­
senen Tafelformen nicht immer miiglich sein, Verzerrungen anzugeben, 
denen die Invarianz des Schliissels eigentiimlich ist; eine Veranderung del' 
Tafel kann zumeist nur formal nach dem Verfahren der freien Parameter 
erfolgen. 

Fiir jeden del' neu eingefiihrten Schliissel laBt sich durch Wahl allge­
meinerer Trager del' Anwendungsbereich erweitern; durch Typenbildung 
kiinnen mannigfache Funktionsformen gewonnen werden. 

1) Tafeln dieser Art wurden von Beghin angeregt. 
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§ 50. Der Kreis als Ablesekurve. 
Die Leichtigkeit, mit der ein Kreis auf durchsichtigem Blatt 

oder mittels des Zirkels realisiert werden kann, gibt AnlaB, Tafeln 
mit kreisformiger Ablesevorrichtung zu untersuchen. Wir konnen 
Darstellungen dieser Art an die Behandlung von Netztafeln an­
schlieBen, indem wir den Kreis als Rechenlinie ansehen, und es 
ist moglich, auf Leitertafeln zuriickzugreifen, wobei wir Kurven 
oder Netze als Trager der Teilungen voraussetzen. 

Ein Kreis ist durch drei Punkte bestimmt. Entwerfen wir auf 
einem durchsichtigen Blatt eine (konzentrische) Kreisschar, so 
konnen wir durch drei Leiterpunkte XI(~I' ~2)' YI(~I' ~2); X2(~S' ~4) 
Y2(~S' ~4); XS(~5' ~6)' YS(~5' ~6) einen dieser Kreise festlegen und 
auf der Kreislinie ein viertes Wertepaar (a. 7 , a.s) ablesen. Die Be­
dingung, daB vier Punkte auf einem Kreise liegen, laBt sich in 
der Form schreiben 

xi + Yi Xl YI I 

x§ + y§ x2 Y2 II = 0 . (282) 
~ +!Is Xs Ys 

xi + m x4 y, I 

Auf typenbildendem Wege konnen daher Funktionsbilder fUr vier, 
fiinf, ... , acht Veranderliche gewonnen werden. 

Besondere Bedeutung diirften diejenigen Darstellungen be­
sitzen, bei denen eine Ablesung in den Mittelpunkt des (verander­
lichen) Kreises verlegt wird; als Ablesevorrichtung dient dann 
der Zirkel. Die Punkte (X2Y2) und (xs Ys) liegen auf einem Kreise 

. mit dem Mittelpunkt (Xl' YI)' wenn die Bedingung 

(X2 - XI)2 + (Y2 - YI)~ = (xs - XI)2 + (ys - YI)2 (283) 

erfiiIlt ist. In welcher Weise das typenbildende Verfahren an die 
Schliisselgleichung (283) angeschlossen werden kann, soIl an 
einem Beispiel entwickelt werden. 

Wir wahlen die Trager (Xl YI) und (X2 Y2) geradlinig, etwa Xl = 0, 
YI = YI (~), X2 = X 2 ((J), Y2 = 0; dann geht (283) in die besondere 
Form iiber: . 

~ + !Is = :4 + 2YI • Ys . (284) 

Es ist nun naheliegend, ~ + !fa = r2, r = r(~) zu setzen, so daB 
wir die Grundform 

(285) 

erhalten. Wir haben damit keinen neuen Typus der Darstellung 
zuganglich gemacht, jedoch vermittelt die zugehorige Kreistafel 
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vor frillier entwickelten Tafelformen gewisse V orziige bei der 
Benutzung. 

Beispiel. Bei der Bereehnung von Tragheitsmomenten fiihrt der 
Huygenssehe Satz auf die Beziehung 

J = J, + e2 • JYl • (286) 

Dureh Vergleieh mit (285) [bzw. (284)] ergibt sich der Ansatz: 

Xl = 0 , Yl = ). 0 e2 , 

X 2 = ft 0 }IJ, , Y2 = 0 , 

x~+y~=r2, 

Ya = v 0 M, wenn f'2 = 2 0 ;. 0 v. 

Handelt es sich urn kleine Massen M, so wird man l' verhaltnismaBig groB 
wahlen; in Abb. 133 ist der Entwurf ;. = 1, f' = 1, l' = -~- wiedergegeben. 
Wird 11f in gr, e in em gemessen, so bestimmen sich die Tragheitsmomente 
in gr . em 2 ; in der Tafel sind die Benennungen unterdriickt. Fur M = 15, 
J s = 65, e = 3 gestaltet. sich die Ablesung wie folgt: Eine der Zirkel­
spitzen wird in e = 3 eingesetzt, der durch J, = 65 bestimmte Kreis 
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Abb. 133. Kreistafel fur den H u y g ens schen Sat~ J = J, + e2 • M 
Beispiel: Gegeben e = 3, J, = 65, M = 15; gesucht J = 200. 

Verkleinerung 4/9 , 

gibt auf der Geraden M = 15 das Ergebnis J = 200 an. Es ist ohne 
weiteres ersiehtlieh, wie sieh die Liisung gestaltet, wenn J, oder M gesucht 
sind; die Frage naeh e eriibrigt sich aus praktischen Griinden. 

Eine Besonderheit aller Kreistafeln bedarf der Erwahnung. 
Es ist ein Nachteil, daB sich u. U. keine reellen Schnittpunkte 
ergeben, wahrend eine der Schnittpunktskoordinaten reell ist. 
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So gehort im letzten Beispiel zu e = 1, J. = 20, M = 20 der 
Wert J = 40, der durch e und J. bestimmte Ablesekreis schneidet 
die Gerade M = 20 jedoch nicht; die Tafel versagt also im vor­
Iiegenden FaIle. 

Aus der Gleichung des Ablesekreises x 2 + (y - 1)2 = 21 und 
der Gleichung der Geraden M = 20, Y = 10, erhalten wir die 
Abszissen der Schnittpunkte x = ± V'60 . i. Wir suchen nun 
den Kreis x 2 + y2 = J., der durch x = + V60 • i, y = 10 hin­
durchgeht: J. = 40. Die Kreistafel liefert eine reelle Losung in 
geometrisch imaginarer Gestalt. Durch geeignete Wahl der freien 
Parameter A, ft, y ist es stets moglich, den Bereich der geometrisch 
unlosbaren Aufgaben einzuschranken. 

V orteilhafter lassen sich Kreistafeln anwenden, wenn die vor­
gelegte Funktion (285) quadratische Glieder enthalt,da wir in 
derartigen Fallen auf regelmaBige Teilungen zuriickgehen konnen. 

Beispiel. Die auf S. 200,208 u. w. behandelte Formelfiir Rohrgewichte 
weist in der Gestalt 

(287) 

auf einen Ansatz gemaJ3 (284): 
1 

Xl = 0, Yl = ;., . - , 

" x2 =,u·d, Y2= 0, 
X~ + Y: = r2, 

r = fl • D, Y3 = V • G, wenn 

Wir wahlen dieselben Bereiche wie in Abb. 108: 
D und·d = 10 ... 100, ,,= 2,5 ... ll. 

Mit fl = 2, J. = 12~0, daher v = 1!0 ergibt sich der in Abb. 134 dar­

gestellte Entwurf. Da es sich in praxi niemals darum handelt, " zu ennit­
teln, ist die Zuordnung der "Mittelpunktsleiter" zum Wertevorrat" gerecht­
fertigt. Ablesebeispiel: Gegeben D = 55 mm, d = 40 mm, ,,= 7; der 
Kreis urn ,,= 7, der durch d = 40 bestimmt ist, schneidet den Kreis 

D = 55 auf der Geraden G = 8; Ergebnis: 8kg . 
m 

Tafeln mit Ablesekreis konnen auf planmaBigem Wege schmieg­
sam gestaltet werden, da sich Verzerrungen angeben lassen, denen 
gegeniiber der Schliissel invariant bleibt. Wir denken in einer 
Grundebene E eine Kreistafel en~worfen und wahlen eine Kugel, 
welche die Grundebene in einem beliebigen Punkte beriihrt. In 
bekannter Weise konnen wir nun durch stereographische Pro­
jektion die Ebene in die Kugelflache abbilden, wobei aIle Kreise 
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der Ebene wieder in Kreise der Kugel iibergehen. Wenn wir, aber­
mals durch stereographische Projektion, jedoch nach Wahl eines 
neuen Augenpunktes die Kugel auf eine neue Ebene, die Bild­
ebene E, projizieren, gewinnen wir eine Abbildung von E auf E, 
bei der alle Kreise der Ebene E in der Bildebene E wieder als 
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Abb. 134. Kreistafel fUr Rohrgewichte. Beispiel: Gegeben D = 55 mm, 

d = 40 mm, " = 7; gesucht G = 8 kg. Verkleinerung '/10. 
m 

Kreise erscheinen. Abbildungen dieser Art sind konform; wir 
sind daher nicht in der Lage, die Schnittverhitltnisse einer Dar­
stellung auf diesem Wege zu verandern, wohl aber gelingt es, 
den Aufbau der Leitern und Scharen wesentlich zu beeinflussen. 

Der analytische Ansatz von Verzerrungen, welche alle Kreise 
als solche erhalten, gestaltet sich einfach. Setzen wir x + iy = z, 
~ + iTJ = 1;, so vermittelt die bekannte konforme Abbildung 

1; = ~ (288) 
z 

folgende Beziehung zwischen den Koordinaten: 

x 
~= X2+y2' 

-y 
TJ = x2 + y2' 

bzw. (289) 
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Jeder Kreis (x - a)2 + (y - b)2 = r2 der Grundebene bildet sich 
gemaB (289) in die Kurve 

~2 + 1)2 2a; - 2b1) 
(;2 + 1)2)2 - ;2 + T + (a 2 + b2 - ( 2) = 0, 

d. h. also wieder in einen Kreis abo - Die Verzerrung (289) ent­
halt keine freien Parameter; um fie schmiegsamer zu gestalten, 
denken wir die Darstellung in der Grundebene Verschiebungen, 
Drehungen und Ahnlichkeitstransformationen unterworfen, bevor 
die Verzerrung vorgenommen wird. Damit erhalten wir das 
allgemeinere System x' ) 

, ~ ==='2 '2 ' 
X, = anx+a12Y+~3'} x +: 
Y = - a12 x + anY + aZ3 ' - Y 

1] = X'2 + y'Z . 

(290) 

Da den Kreistafeln in der Praxis wenigstens zur Zeit nur be­
schrankte Bedeutung zukommt, verzichten wir darauf, die Ver­
zerrungen im einzelnen durchzufiihren. Es sei aber bemerkt, 
daB bei ewem systematischen Aufbau der Kreistafeln die Ab­
bildungen (290) dieselbe Rolle spielen wie die projektiven Ver­
zerrungen in der Theorie der Fluchtlinientafeln. 

§ 51. Das Fiirlesche System. 
Wir haben die Theorie und den praktischen Ansatz von Netz­

und Leitertafeln stets an ein kartesisches, rechtwinkliges Koordi­
natensystem angeschlossen; die V orteile dieses Verfahrens sind 
an den entscheidenden Stellen hervorgetreten. Es hat sich aber 
bei gewissen Tafelformen auch gezeigt, daB eirie Erweiterung des 
Koordinatenbegriffes u. U. von Nutzen ist. So gestaltet sich der 
Entwurf einer Doppel-Strahlentafel sehr einfach, wenn wir die 
Strahlen der beiden Biischel als Koordinatenlinien ansehen (S. 124), 
die im § 49 behandelten Typen bediirfen iiberhaupt nicht der 
Orientierung in einem der bekannten Koordinatensysteme; 
schlieBlich konnen die im § 47 entwickelten Konstruktionen an 
parallelen Leitern als Beispiel herangezogen werden, die Teilungs­
strecken auf den parallelen Tragern haben durchaus die Be­
deutung von Linienkoordinaten, da sie die Lage einer Bildgeraden 
vollig festlegen. 

Der Grundgedanke, nomographische Darstellungen als Kon­
struktionen in allgemeinen Koordinatensystemen anzusehen, 
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ist zum ersten Male von Fiirle l ) entwickelt worden; er vermittelt 
eine besondere gliickliche Ordnung der Darstellungen von Funk­
tionen mit n Veranderlichen. 

Als Koordinaten (({I, "P) eines Punktes der Ebene bezeichnen 
wir solche GroBen, welche die Lage des Punktes eindeutig oder 
auch endlichfach mehrdeutig festlegen; im letzten FaIle gelingt 
es durch Gebietsbeschrankungen zumeist, die Eindeutigkeit her­
zustellen. Wahlen wir als Bezugselemente zwei diskrete Punkte 
P und Q, so konnen als Koordinaten die Abstande eines Punktes 
von P und Q gelten; bei Beschrankung auf eine Halbebene ist 
das System eindeutig. Es ist auch moglich, die Abstandssumme, 
Abstandsdifferenz, das Produkt der Abstande oder irgendeine 
andere Funktion als Koordinate ({I einzufiihren. - Diese Beispiele 
zeigen, wie sich Koordinatensysteme an andere Bezugselemente, 
Punkt und Gerade, Gerade und Gerade, Punkt und Kreis u. dgl. 
anlehnen lassen. DaB unter dem vorliegenden Gesichtspunkt auch 
Polarkoordinaten, elliptische u. a. krummlinige Koordinaten mit 
einzubegreifen sind, versteht sich von selbst. 

In jedem allgemeinen System (({I, "P) stellt I (({I, "P; ~) = 0 eine 
nach dem Parameter ~ bezifferte Kurvenschar dar. Wir defi­
nieren nun n Kurvenscharen 

II(({II,"PI; ~1)=0, 12(({I2,"P2; ~2)=0, ... , In(({In,"Pn; ~n)=O, 

wobei die Koordinaten ({Ii'l'i vollig verschiedenen Systemen zu­
gehoren konnen. SolI eine Funktion F(~I' ~2' •.. , ~n) = 0 aus 
den n gegebenen Funktionen 11' ... In ermittelt werden, so sind 
(n + 1) Bedingungsgleichungen zwischen den Koordinaten 
({Ii "Pi erforderlich: 

MI=O, M 2 =0, ... , Mn=O, Mn+I=O. 

Es ist notwendig, die nomographische Bedeutung dieser Be­
dingungsgleichungen kurz zu erortern. Liegt beispielsweise 
MI (CPI' "PI) = 0 vor, so stellt MI = 0 eine Kurve dar, die mit der 
Schar 11 = 0 zusammen eine Leiter (IXI ) definiert; die Funk­
tionen M bedingen also den Aufbau einer Tafel. Inwiefern durch 
MI = 0, ... , Mn+l = 0 auch der Schliissel bestimmt ist, soll 
an einem Beispiel n = 3 gezeigt werden. Durch 11,12 und Is 
sind drei Kurvenscharen festgelegt. Wir fordern, daB die drei 
Punkte (({II"PI), (({I2"P2) und (({Ia"Pa) stets ein gleichseitiges Dreieck 
mit der Seite a bilden, (drei Bedingungen), und daB der Schwer­
punkt des Dreiecks auf einer festen Kurve verbleibe (vierte Be-

1) Rechenblatter, Progr. d. 9. Realschule, Berlin 0, 1902, Nr. 13l. 
Ferner Progr. d. 9. Realschule, Berlin 0, 1910. 
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dingung). Wir erkennen, daB sich auf diesem Wege zahllose Mog­
lichkeiten darbieten, besondere Schlusselformen zu entwickeln. 

Fur Ie zeigt zunachst, daB j ede Funktion F = ° durch jeden 
vorgeschriebenen Ansatz 11 ... In darstellbar ist. Wahlen wir 
namlich n Bedingungsgleichungen M = 0, so konnen wir aus 
den (2n+l) Gleiohungen F=O, 11=0, ... , In=o, M1=0, 
... , Mn = Odie Veranderlichen eX1 ••. tXn eliminieren, und es ergibt 
sich die fehlende Bedingung Mn+1 = 0. Es ist dagegen nich t all­
gemein moglich, nach erfolgter Vorschrift samtlicher Bedingungen 
M = ° den Ansatz 11 = ° ... , In = ° zu bilden, wie sich leicht 
nachweisen laBt. Demnach gilt nicht nur fiir Fluchtlinientafeln, 
sondern auch fiir Tafelformen anderer Art, daB sie bestimmten 
Funktionstypen eigentumlich sind. Die praktische Ausfuhrbarkeit 
der Operationen bleibt im einzelnen Falle jedoch dahingestellt. 

In den "Rechenblattern" hat Fiirle eine Fiille von Tateln mit beson· 
deren Schliisseln entworfen; die Veroffentlichung scheint, da sie an wenig 
zuganglicher Stelle erfolgt ist, leider wenig Beachtung gefunden zu haben. 

Schlu6wort. 
Praktische Fragen. Bei Untersuchung verschiedener Tafel­

formen hat sich gezeigt, daB gewisse Funktionstypen wiederholt 
auftreten; wir sind in zahlreichen Fallen in der Lage, eine vor­
gelegte Funktion in mannigfacher Weise nomographisch dar­
zustellen. Die nach ihrer Form verschiedenen Losungen einer 
Aufgabe haben wir in theoretischer Hinsicht dadurch unter ein­
heitlichem Gesichtspunkt betrachten konnen, daB wir sie samtlich 
als Abbildungen einer einzigen, in einer Grundebene gelegenen 
Darstellung angesehen und entwickelt haben. Auf diesem Wege 
war es auch moglich, die besonderen Eigenschaften jeder speziellen 
Abbildung durch Vergleich mit denen anderer Darstellungen 
hervorzuheben. Dieses Ergebnis hat unmittelbar praktische Be­
deutung: die Nomographie solI nicht Rechentafeln konstruieren, 
die einem Funktionstyp schlechthin eigentumlich sind, ihre wesent­
liche Aufgabe besteht vielmehr darin, die geeignete Darstellung 
unter Berucksichtigung der Bedingungen auszuwahlen, die der 
sachliche Zusammenhang in der Ausdehnung und Struktur der 
Bereiche, ihrem Schwerpunkt, der Ablesegenauigkeit, der Reihen­
folge und Wertigkeit der veranderlichen GroBen in jedem ein­
zelnen FaIle besonders zum Ausdruck bringt. Ferner haben wir als 
wesentliches Moment den Zweck zu berucksichtigen, dem eine 
Rechentafel dienen solI. Handelt es sich darum, fur eine voruber­
gehend benotigte Rechnung eine Hilfe zu schaffen, so wird ohne 
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Frage nur ein Tafeltyp herangezogen werden, der die Darstellung 
mit einfachsten Mitteln leistet und den geringsten Aufwand an 
zeichnerischer oder rechnerischer Nebenarbeit erforderlich macht. 
Anders liegen dagegen die Verhaltnisse bei N omogrammen, die 
ein fiir allemal entworfen werden. Tafeln, die im Betrieb Verwen­
dung finden oder fiir einen groBeren Kreis von Benutzern, vielleicht 
auch fiir die Hand des Nichtfachmannes bestimmt sind, bediirfen 
besonderer Durcharbeitung hinsichtlich ihres auBeren Aufbaues; 
keinesfalls darf hier die leichte Herstellbarkeit des Entwurfes bei 
der Auswahl leitend sein, vielmehr kommt es darauf an, die Be­
nutzung der fertigen Darstellung besonders handlich zu gestalten. 
Einzelne Richtlinien seien nur kurz skizziert. Die Rechentafel 
soll moglichst wenig Beschriftung, nur die unbedingt notwendigen 
Angaben enthalten, jedoch miissen Bezifferungen und Benennungen 
klar hervortrete,n. Bei Anordnung der Teilungen ist darauf zu 
achten, daB sie wahrend der Benutzung der Tafel yom "Rechner" 
nicht in groBeren Abschnitten verdeckt werden miissen. In mehr­
teiligen Tafeln sollte die Zusammengehorigkeit von Teilungen 
durch gleichartige Beschriftung gekennzeichnet werden, ein 
Wechsel des Schliissels schon in der Art der Zeichnung zum Aus­
druck kommen. J edenfalls handelt es sich darum, auch durch 
geeignete Gestaltung der Rechentafel eine groBtmogliche Mechani­
sierung der Rechnung zu erreichen und alle Umstande zu vermeiden, 
welche die Aufmerksamkeit des Benutzers unnotig belasten. Man 
hat es unternommen, derartige Hemmungen psychologisch 
zu untersuchen; diese Fragen, an deren Bearbeitung u. a. Ferner 
einen wesentlichen Anteil hat, sind aber noch nicht hinreichend 
weit geklart, so daB wir darauf verzichten miissen, hier weiter 
auf diesen Gegenstand einzugehen. 
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Anhang I. 
Multiplikationstafel nach Lalanne. 
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Abb. 135. Die von der unteren linken Ecke (1) nach der Mitte der oberen Seite (3,16) 
verlaufende Gerade dient zur Bildung der Quadrate; ihre Fo~tsetzung geht von del' 
Mitte der unteren Seite (3,16) zur oberen reehten Ecke. (Uberlagerung vgl. S. 7, 

Abb. 3.) Bei der Ablesung ist die Zehnerpotenz zu berucksichtigen. 
1 

Entsprech8nd stellen die schrag nach rechts unten verlaufenden Geraden die Werte ya: dar. 

Iu zahlreichen Veriiffentlichungen find en sich besondere Rechenlinien fur die Funk-
3_ 

tionen x3, V X usw. 
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Anhang II. 
Zeicheneinheit E fiir reg IX. 

----------
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Abb. 136. V gl. hierzu S. 4, 38 und 161. 
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Abb. 137. Vgl. hierzu S. 67, 216 und 233. 

Anhang IV. 
Multiplikation von Determinanten. 

r all a l2 a lS 2· au a l2 alS I 
I i . . a 21 2· . a 21 a 22 a S2 a 22 a23 :. 
I ) •. aSI ass I j aSI a S2 a S3 a 32 

an a l2 a l3 bll bl2 'blS 

a 21 a 22 a 2S b21 b22 b23 

a 31 a 32 a 3s bSI bS2 bss 

all bll + a l2 bl2 + a l3 b13 • all b21 + a 12 b22 + a l3 b2S ' an b31 + a 12 b32 + al3 b3S 

a 21 bll + a 22 b12+ a 23 b13' a 21 b21 + a 22 b22+ a 23 b2S ' a21 b31 + a 22 bs2+ a 23 b33 

a31 bn + aS2 bl2 + a 3s b13 • as] b21 + a 32 b22 + a 3S b23 • aSI bSI + a 32 b32 + a S3 b33 
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z 

1,5 

.1,0 

0,1 
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Anhang V. 
Hinweise fiir die Losungen der Aufgaben. 

Zu § 10. 
I. E = 0,9 mm. - 2. E(1 Stunde) = 1 mm, E(lmm Hg) =4mm. -

3. Teilungslange 200 mm; es werden die o.:-Bereiche 20· 0,0l iiberlagert. -
4, {J1 = 4· (J. - 5. Geglattete Werte: 0.:1 = 1, ).1 = 1,5, 0.:2 = 2, ).2 = 2, 

1 
IX3 =, 3, )'3 = 4, 0.:4 = 5, 24 = 8, IX6 = 10. - 6. 9J1 (J.) = 3"---

7. 9J1().)= (2)1( ).(~-~). - 8. o.:':y~: .2; n n - IX2 - 0.:1 o.:~- o.:~-

9J1(J.) = 1,5. 0.: = 2 ... 3; 9J1 p.) = 2,5. 0.: = 3 ... 5; 9J1(l.) = 4. 0.: = 5 ... 10; 
9J1(J.) = 7,5. - 9. Van Horn: Good Lighting Bd. 7, S. 234. 1912. 
E(O,OOI sec) = 1 mm, E (1 %) = 1 mm. Aus dem Anstieg A der Kurve folgt, 

daB A{J = 1 A 0.: zwischen 500 A 0.: und 2000 A 0.: liegt. - 13. H. Spoerry: 

Tables de tir graphiques pour l'artillerie de campagne. Revue d'art. (43). 
Bd.86, S.400-411.1920. -14.x(0.:) =VWo.: - 0.: 2• -15.y({J) =5±V25 - {J2. 
Jeder Wert {J wird zweimal dargestellt. - 16. Kreis, Radius 120 mm. -
n. Gerade y = - 0,9 x + 90 (mm). - 18. Gerade y = x. - 19. Y = .~ x. -
20. Y = - 6 x + 119,4 (mm). Die Bereiche fJ = 0,1 ... 1, 1 ... 10, 
10 ... 100 konnen iiberlagert werden. - 21. Y = - 2x + 50 (mm). -
22. Kreis x2 + y2 = 2502. - 23. x = 0.:.30 mm, y = {J. 25 mm; Kreis 
mit Radius 150 mm. Oder: x = 0.: 2 .5 mm, y = {J2. 4 mm; Gerade 

1« 100 2 
Y = - 125 x + 1«. - 24. x = --;x mm, y = {J .25 mm; Gerade y = x. -

25.x = reg 0.:; y = IogfJ. - 26. x = 100 . logo.: mm, y = 100log{Jmm; Gerade 
300 1000 

Y = 3,lx -12,5 (mm). tJberlagerung! - 27. x =o;-mm, y = pmm. 

Unterdriickung des O-Punktes. - 28. x =t~. 30 mm, y = {J ·15 mm. 

Kreis mit Radius 10· too = 94,9 mm. - 29. OJ = ~~ n = 0,1047 n. -

30. 1 PS = 0,7355kW. - 32. x = (d + 0,2)2, y = 58 oder x = d + 0,2, 
y = V58. Verzifferung. 33. Yl = log (J • 250 mm, Bildkurve: 
y = x - 250 . log2 (mm), Y2 = log(1 - y) • 250 mm, Bildkurve 
Y = x - 250 . log 2 (mm). Die Teilung (y) wird mit einer Grundleiter log z 
entworfen, die Bezifferung wird aber nach y = 1 - z vorgenommen; z. B. 
die Punkte z = 0,95, ... ,0,25 erhalten die Bezifferung y = 0,05, ... , 0,75. -
34. a) Rechteck. b) Der Bereich e ist durch i und w bestimmt: e = 20 ... 1000 

Volt. c) Nur diejenigen Aufgaben i = !!., deren Bildpunkte im Rechteck 
w 

liegen, d. h. die auf das Ergebnis i = 2 ... 10 Amp. fiihren. - 35. a) Trapez. -

36. Aus {J = 1. folgt, daB bei Konstanz von 0.: die Werte fJ dem Parameter y 
a 

direkt proportional sind. Also erfolgt die Verdichtung zweckmaBig auf den 
Linien (.x) durch regelmaBige Teilung. 1m Gebiet fJ> 0.: wird die Ein­
schaltung regelmaBig auf den Linien (fJ) vorgenomnien. - 31'. A uer bach: 
Physik S. 154, 4. - Genauere Werte: Phys. Z. Bd. 2, S. 88. 1901; Bd.3, 
S. 165, 274. 1902; Ann. Physik Bd. 12, S. 31. 1903. 

Zu § 17. 
38. Die B-Folge ist fallend zu durchlaufen. IX1 = 3, B1 = 0,1. 0.:2 = 4, 

B2 = 0,05. 0.:3 = 6, B3 = 0,025. 0.:4 = 7, B4 = 0,02. - 39. arcBo = 1: 300. 
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(80 = 10') 8 1 = 20'. 0(2 = 50 0 , 8 2 = 30'. "'3 = 70 0 , 8 3 = 1 o. 0(4 = 80°. -

40. a muBeinganzesVielfachesvon 8sein. - 41.loga1 + ~ log2= loga2 • 

···1 1 d 30,1 --:- n T ·1 AuBere Tel ungen: 100· oga1 mm un 1 _ n m
l 
m; Iml1ttlere e1 ung: 

50 . log a2 mm. - 42. log lo = - n· log a + log 10· 1 - - . Doppelt-loga­

rithmisches Netz. Man berechne Folge: 10 11 - ~ I. Die ~raden (n) werden 

mit Hilfe des numerisch abzulesenden Ahschni~t~s 10 11 - ~ \ auf der 

y-Achse und im Anstieg -n eingezeichnet. Die Schar iiberdeckt das Blatt 
mehrfach. - 43. Die y-Achse liegt sehr weit links, der AchsenabschniU 

log( :) ist sehr groB. Wir stellen daher die Beziehung 166 1 n 1 = 0,~5 , 

log 160 + logn = log o,~~ dar. - 48. Projektion.der Leiter e'''x. - 49. Pro-

. kt· d L·t -~. 51· -- 0,9 W t ITT - " • -- • Je ,IOn er el er "c-. - • ~ -- TV +-5' er epaare .. -" - D, t -- 00, 

W = 00, i = 0; W = 5, i = 0,09. - 52. Vgl. Pirani und Miething: 
z. f. Feinmechanik 1915, Nr.7. Teilung (n) regular. E(O,Oln) = 0,2 mm, 
daher Teilungslange 350 mm. Teilung reg ().) auf Trager II in E (1 fl fl) = 1 mm. 
Unterteilung zwischen 400 und 450,Ufl auf 1flft, dann auf lOflfl. - 53. Bild­
und Gegenstandsweite sind vertauschbar. f = 105 mm. 54. Wahl 
mehrerer Projektionszentren. - 55. Vgl. Pirani: Internat. Z. f. Me-

. -1201 + 8 
tallographw S. 297. 1913. - 56. p(O() = 6 -. - 57. p(1 + 8) 

8 30(+4 a-
=2(loge)'2-t-e' - 58. p(a) = a+4' - 59. Teilungslange 251.-

200 mm . 
60. 1 = 0,155 _ (0,857 _ 1) ~ 670mm (Glatten!). 8 < 0,04a. Mmdcstens 

20 Punkte. - 61. Trager gleichseitige Hyperhelx2 - y2 = 1. - 62. Ellipse 
x 2 + 1,2xy + y2 - Y = 0. Mittelpunkt Xo = - ,Ii)' Yo =~~. Haupt­
achse unter 135° gegen die positive x-Richtung geneigt. Halbachsen: 
a = 2 b; a = -1\' flO, b ={2 jIIO. Der Bereich - 00· •• + 00 wird dar-

1 
gestellt. Erzeugende Schar y = -- x. - 63. Parabel y2 = 4 x. Erzeu-

gende Schar y =';- x. Zeichene~:heit 1> 100 mm. - 6". Kreisschar 

x 2 + y2 = -1 1~ Schar der Koordinatenlinien x = __ aa2 2' nur + a iX 1 + a iX- 1 
im Bereiche 01 = ° ... ~- und iX = } ... 00. Schar der Linien y = '-,-20 
im Bereiche 0( = I, ~ . 1 T a iX-

Zu § 23. 

65. M = - 8xy. Gebiet E etwa erster Quadrant. AIle Kegelschnitte 
Ax2 + By2 = 1 werden gestreckt. Die Koordinatenlinien bleiben in ihrer 
Paralleleneigenschaft invariant. Die Geraden y = c . x gehen in die Bild. 

1 - c2 .. 3x + 2y - 2 2x + 3y - 2 
geraden'7 = 1+c2 ~ uber. - 68. ~ = 2x + 2y-=-i; '7 = 2x + 2y --1' 
x -->- 00 ergibt ~ -->- 1,5, '7 -->- 1. Bei y -->- 00 folgt ~ -->- 1, '7 -->- 1,5. -

69. ~ = 3x ~fjL '7 =_3x_~y_ Charakteristische Gleichung 
- -x+y+l' -x+y+l' 

Schwerdt, Nomographie 17 
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1

3-;V =: -v g I = 0, d. h. (v - 1) . (V2 + 9) = O. Nur 1'1 = 1 reelL 
1 1 1 - v 

Es bleibt nur der O-Punkt invariant. Die Gerade '/1, = -In' v = h d. h. 
y = tx -- t- bleibt als Trager fest. Das Bild der uneigentlichen Geraden 
verlauft parallel zur ~-Achse im Abstande - 3. - '2'0. Wurzeln der charak­
teristischen Gleichung Al = 2, J'2 = )'3 = 3. Aus 1.1 folgt, daB die Gerade 
x + y = 1 fest bleibt; 22,3 fiihrt auf alle Strahlen durch den Punkt (1, 1). 

:::e:i:i:o::::::i~:~:n'2':~e ~:I:rladeg x: r =_I~fl~st~in::::~~ ;:~ 
-1 0 0 

ralleleninvarianz. Linien (y): Trager ~ = 0, 'rj = O. Bild des O-Punktes un-

eigentlich auf 'rj = O. Bild der Schar (z): 'rj = z. - '2'2. (: ~ :). '2'S. (~ : :). 
aOa Oaa 

'2'4. a31 = a32 • '2'5. Konchoide: fUr c = a. Kreis ~2 + 'rj2 = a2• Versiera: 
fUr c = a Kreis ~2 + 'rj2 = a'rj. - '2'6. Ellipse ~2b2 + 'rj2a2 = a2b2• - Die 
Abbildungsgleichungen enthalten die Konstanten der Kurve. 

Zu § 33. 

n. Vgl. S. 112. ± Lly ~ 0,03' s· Yl + p2. - '2'8. KonzentrischeKreis-
8 2ea (1 ) schar; ± Lly = T VI + p2. - '2'9. Kreise x2 + y2 + y----,;: + aze4- 122 = O . 

. _ a2 9 1 1 1 1 
Hullkurve: ay = 4 - x-. - 8S. Schar (1X): ~ =2"' 1) = 2"' - V = 2"1X. 

1 1 I I z 1 
Schar (,6): ~=2"' 'rj=0. -V=2",6· Schar(Y):-'U=2(z __ I)'-V 

,:.2 -200 3R - 10 
= 2z - l' - 84. VgI9~:~' 40 86. U(R):= R2(10 _ R)' V(R) = 10 -If' 
U(e) = 0, V(e) = - 3 40' 8'2'. '\igl. ETZ., Bd. 8, S.66. 1887. Ferner 

Ire - of of I 1 
Auerbach: Physik, S.140,4. 88. :0-- : '?l = - 2' y2. /(,6); ~'= 2' 

1 1 I {}1X (}y 1X 1X 
~ = - -; 'rj'= 2' 'rj = - -. 90. Netz: x = 4· sin2 ,6, y = 1 . tg21X. 

1X Y Y 
1 +m2 

Schar (m): y = - --4- x + m2 ; Trager x = 4, y = - 1. Schar ('1'): 

y(x - 4sin2'P) + xcos2'P = 0, Hyperbeln, Ort der Mittelpunkte Gerade 
(x - 2)2 (y + .1.)2 

Yo = ·lxo - 1, Ort der Scheitelpunkte Ellipse ~-5~ + -----r,-'- = 1. -

91. Netz: x = ~, y = ~. Vgl. hierzu: Casorati: Acta m~th. Bd.14, 
1 2 

S.95. 1890/91; Crelles J. Bd. 7.1831. - d'Ocagne: Determ. du rayon de 
qourbure en coordonnees paralleles ponctuelles Brtissel. 1891. - 92. y = 1X.,6. 
Die Schnittverhiiltnisse in einem Bildpunkt (1X,6) sind ti berall ein Optimum. -
94. Benutzung der GauBschen Additionslogarithmen. In tiblicher Bezeich­
nungsweise: logt = A, log(1 + t) = B; ~ = A, t) = B - A. _. 96. Rechen-

linie: ~ =~log(l + i), 'rj = -}logt. - 9'2'. Rechenlinie: ~=pog(l-t), 
'rj = tlogt. 
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I~=logf(t): It=F(~). 
x2 =logy, Y2=Y2(/)); i'7=g(t); t=G[Y2(/))-Yl(,8)]. 

99. Xl = logo<, Yl = Yl (,8); 

too. (y - 0<) (/) - ,8) = c. - tOt. x = logp, Y = log V. Schar der 
Rechenlinien '7 = - n'~' - 102. Vgl. C. Reuschle. Stuttgart 1885. 
Elementare Ableitung: X3 + ax2 + bx + c = 0; x. Y = - c, wenn 

y=x2+a~tb. - 104. (~r+(;rn=11; F(~)=t=(:)", 
~ = f(t) = tn; entsprechend g(t) = (1- t) --n; daher 

1 1 
~ = logf(t) = -logt, 1) = logg(t) = - -log(l - t). 

n n 
Zu § 42. 
t05. xl=O, Yl=Z·loga; x2 =2m, Y2=! Z·logR; x3 =3m, 

Y3 = - Z·logd + const. Anordnung der Leitern nach Methode des Bei-

spiels. - 107. xa =? 2 n 1 d. Projektive Konstruktion. Vgl. Ingenieur-Ztg. 
~n+ 

Bd. 14, H. 1. 1921. - 108. Vgl. Pirani: S. 97. - 109. Vgl. Pirani: 
Verhandl. d. D. Phys. Ges. XII, Nr. 24, S. 1054-1058. 1910. -

Z • 100" 2 
HO. Xl = 0, Yl = -1 '" (projektive Konstruktion); -n X 2 = 2· m, 

Y2 = Z·log 0<1; X3 = 1 . m, Y3 =F . log 0<2' Der Trager (n) ist zwischen n = + 10 
und n = - 10 zu unterbrechen. Gunstige Anordnung, wenn auf horizontaler 
Bezugsliniedie Punkten~2,5, 0<2~0,6, 0<1 = lliegen. -lH. P=p(100 - pl. 
Ansatz: xl=o, Yl=-Z·logm; x2=-1, Y2=~+logN; x3=+1. 
Y3 = - Z·log P. Vgl. hierzu die Darstellung, die Verf. in Just: Vererbungs­
lehre. Freiburg 1923, gegeben hat. - H3. a22 ~~ 0, an = a 2l + a23. -

1 1 
H4. ~l = 0, '71 = 12 .; ~2 = -1 2fJ' '72 = O. Trager (y) und 

, - a 0< - a '1 0 0) 
Teilung siehe L6sung 62 (Vertauschung der Achsen!). - H5. (0 a 0 . 

1 2a a 2 

Man wahlt zwei verschiedene Werte a, etwa a = + 1 und a = - 1, 
und ordnet auf allen Tragern dementsprechend zwei Teilungen an; da­
durch -wird der Anwendungsbereich der Darstellung wesentlich erweitert. -
H6. Darstellung mit parallelen Tragern nach Art der Abb. 94. 
Ansatz (203). - H9. Z. B. Xl = 0, Yl = 1 - 2cos2 <p; X2 = 1, Y2 = n4 ; 

_ 1 _ 1 + m4 • 2 
x3-1+2m2' Y3-1+2m2' Hyperbel. 5x -4xy-2x+l=0. 

Vertauschung von m und n ergibt 1jJ. Der Trager ('1') wird mit einer 

Teilung tg<p bzw. ctg 1jJ versehen. - Leitertafel fur 
1 1 

Xl = 0, Yl = m2; X2 = 2, Y2 = n 2 ; X3 = 1, Y3 =-~ a2 - 2; 
o 4cos2 <p 1 a 0 

120. Z. B. 1 n 4 1 ab 0 
1 1 

1 - m 2 1 a + ab2 
1- m2 a 

. 2 
m2 +n2 + 1 =-: 

a 
a = 0,80 ... 0,98. -

o 
1 

2b 

123. Umfor-

mung: I' = sino< . - 124. Doppelte Bezifferung der W-Leiter. -
etgyo-coso< 1 2 1- -

126. Die Schlusselgleichung geht in die Form tiber: 2 - - --Y~~ . 
Y, Yl Y2 . Y3 

17* 
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= F 2((3) • F3(Y) - 1. Soll der Typus F1(1X) = F 2((3)' Fh) hergestellt werden, 
1 2 1 -+ ]lF1(1X) " . 

so mull 2" - - = F1(1X) - 1; Yl = 1 F ( ). - 128. MultlplikatlOns-
Y, Yl - 1 IX 

form IX' (3 = t mit regularer Leiter (t), § 34, (192). t = Y + 0. -
131. fJ • log IX = logt; logt = clogy + d . logo (s. 128). - 134. Z. B. 

( 2M ) . ( 2M ) . tg21X= I-M2 'sm'!', %g2(3= I-+-M2 ·cos'!'.Vgl. MItt. d.Telegr.-

techno Reichsamtes Bd.9, S.333. - i35. Log (IX + i(3) = In I YIX 2+-P2 r 

(3 (3 P + j:' arctg-,x' also A = In ¥1X 2 + /12, tgB = c;;-; 1X2 = n. Darstellung: 

e2A = 1X2 (1 + n), P = 1X 2 • n. Die Leiter log e2 A wird regular. -
136. Zur ersten von Mehmke angegebenen L6sung vgl. Pirani S. 105. -

:I Z2 . H (X2 ) -'1 x2 104 

~106 = :2 + 1 ; -Z2 = t; "L. ± = t + 1. -
", H3 z" 

106 • Z 
Hc~,-----c 

z3.(X2+1)r 
Z2 

137. Hak: Z. ang. Math. Mechanik Rd. 1, S. 156, 1921; Reiche: Anlage 
und Betrieb von Dampfkessein. S. 57. Leipzig 1888. - 138. A = [oj IX ·cos(3; 

B = lSinlX' sinfl. Vgl. den Ansatz: B2 = - A2± [of21X = +A2 - cos2 (3 _ 
b tItg21X ctg2 (3 . 

145 - cosa - cos cos C K 1 h . Q 2 • (1 12' 2 
• COSIX _. sin b . sine . ege sc mtt: x· . cos u - sm 0) 

- 2 X cos2 0 + y2 sin20 + cos2 0 = 0, (~ = b bzw. = c, ei ne Schar. Ellipsen, 
'2< 1 P bi '0< 1 H bl wenn sm u < fi' ara e, wenn SIn - u = 1" yper e n, wenn 

sin20 > 112 • - X3 = 1 I ! b . ; wenn I < 0, liegen die bezifferten -- . SIn . SIne 
Netzpunkte im Parallelstreifen zwischen den Leitem (0) und (IX); 
1 = - 1 bewirkt Darstellung, die nur Ellipsen enthiiIt. - Entwurf von 
Collignon. Vgl. hierzu die Darstellungen von W. Eitel: Z. Krist. 

Bd.56, S.581, Nr.6. 1922. - 146. I. X3 = l-i-z' Y3' x~ = (1 - x~) • 

(1 - x + IXX). Entwurf von d'Ocagne. II. Entwurf von Mehmke. -

Zu § 48. 
147. Trager der Strahienschar ist der O-Punkt, sein Bild wird die un­

eigentliche Gerade tt = 0, V = 0; die Teilung ((3) existiert nicht. -
r 1 

149. Schar (IX): Y = tg-2 . Schar fJ): Y = - ----;--(3 x - ctg(3. - 150. Der 
SIn 

Trager (e) wird geradlinig, die Teilungen (R) und (r) liegen auf demselben 
(krummen) Trager; Typus der Abb.30. - 151. Regulare, parallele Tei­
lungen (J.) und (%). 
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Bezeichnungen. 
Soweit es sich nicht urn Beispiele aus Anwendungsgebieten handelt, 

finden die folgenden Bezeichnungen Verwendung: 
a, b, c, . . . konstante GrtiUen, 
01, p, y,. . • veranderliche GrtiUen, 

(a) Matrix einer projektiven Verzerrung oder dualen Ab­

(A) 
An, ... Ai,k 

a I. IA I 
aik , A'k 

D 
E(Ol) 

E (log (1) 
e 
E 
E 

I, m 
l'ft 

M 
n 

proj (Ol) 
reg (Ol) 

8 

t 
e, {} 

x, Y I X'y 
;, fJ 
t, ~ 

u, v, } 
U,V, 

bildung, 
Elemente einer projektiven Verzerrung oder dualen Ab­
bildung, 
adjungierte Matrix, 
Elemente. der adjungierten Matrix, 
Determinanten, 
wesentlich von Null verschiedenes Element, 
Determinante einer projektiven Funktion, 
Zeicheneinheit der Veranderlichen 01, 
Zeicheneinheit der Funktion log 01, 
metrische Einheit (§ 2), Bildebene (§ 45), 
Grundebene, 
Bildebene, 
Zeicheneinheiten, . freie Parameter, 
MaBstabe, 
Funktionaldeterminante, 
Anzahlbezeichnung, Exponent, 
projektive Funktion, Teilung. 
regelmaBige Teilung, 
Schwelle, 
Teilungsintervall (§ 11), Hilfsveranderliche (§ 32, 38), 
Schritt, 

Punktkoordinaten, 

Linienkoordinaten. 

Bei Ver~errung beziehen sich 
x, Y, u, v auf die Grundebene, 
;, fJ, U, f auf die Bildebene, 

bei dualer Abbildung 
X, Y, U, V auf die Grundebene, 
x, Y, u, v auf die Bildebene. 

z veranderliche GroBe. 

Kurvenschar (01) bedeutet: die Schar ist nach 01 beziffert; Ent­
sprechendes gilt fur Leiter (01), Teilung (01), Trager (Ol). 

Zur Ersparnis von Symbolen wird das Funktionszeichen haufig wie 
folgtgeschrieben: stattx=t(;) kurz x=x(;j, entsprechend;(OI),x(OI,P). 



Sachverzeichnis. 
Die ZaWen beziehen sich auf Seitenangaben. 

abaque, Rechentafel, s. d. 
- it alignement, Fluchtlinientafel, 

s. d. 
- it double alignement parallele 

Paralleltafel 244. 
- it equerre (Goedseels), Qua­

drattafel 243. 
- cartesien, Netztafel mit paral­

lelen und senkrechten Geraden­
scharen (Millimeterpapier). 

Abbildung (s. auch Verzerrung) II, 
75ff. 

-, affine 41, 93, 94, 160. 
-, duale 219ff. (s. auch Dualitat). 
-, von Gebieten 204. 
-, konforme 77, 249. 
-, perspektivische 60, 90. 
-, projektive 91ff., 181, 226. 
-, stereographische 248. 
Abbildung, Determinante der - 78. 
Abbildungsmatrix 102. 
Abbildungssatze fiir duale Abbil-

dung 229. 
abgeleitete Teilung 50. 
Ablesevorrichtung bzw. Ablesekurve. 
-, bewegliche 154, 241 ff. 
-, Dreistrahl 242. 
-, Faden 36. 
-, Kreis 245. 
-, Lineal 36. 
-, rechter Winkel 243. 
-, Schablone 154. 
Ablesung 4, 14. 
- auf Funktionsleitern 47. 
- auf Potenzleitern 56. 
- auf logarithmischen Leitern 69. 
- auf krummlinigen Leitern 72. 
Additionskurve 154. 
Additionslogarithmen 154, 198. 
adjungierte Determinante 88. 
affin 41, 93, 94, 160. 
Agnesische Kurve 103. 
alignements multiples, Verwendung 

von Zapfenlinien s. d. 
Anamorphose, Verzerrung 96. 
Astrolabien 39. 

Ausgleichung (s. auch Glattung und 
Streckung). 

- in Funktionsnetzen 82ff. 
- in Leitertafeln 235. 
Axonometrie 26, 157, 217. 

Begleitwert 164, 194, 206. 
Beispiel, Methode des -s 162, 165. 
Belegungen einer Ebene 14, II6, 

129, 253. 
Bereich 4. 
-, bevorzugter 54. 
bewegliche Rechenlinien 152. 
- Ablesevorrichtung 154, 241 ff. 
Bezifferung 39. 
- nach IX 28. 
-, Anderung der, s. Verzifferung. 
Bezugslinie 162. 
Bra uersche Konstruktion 50. 
Brechung einer Teilung 5. 
Bildebene (duale) 226. 
- (verzerrte) 75. 
Bild einer Darstellung II. 
Bild einer Zahl 
-, Linie 13, 29. 
-, Punkt 2, 5, 158, 210. 
-, Strecke 2. 
Bildpunkt einer Figur 145. 
- einer Gleichung 129. 
- eines Wertepaares 210. 
-, wahrscheinlichster 235. 
Bildrichtung 81. 

cartes reduites, verzerrte Landkar-
ten 41. 

Oauchys Determinantensatz 89. 
charakteristische Gleichung 96. 
charniere, Zapfenlinie 164. 
Oheneviertafel 108, II2, II4, 151, 

152, 223. 
Oollignons Tafel 41, 218 (Auf­

gabe 145). 
coter, beziffern. 
courbe en t, Parameterdarstellung 

einer Kurve nach t (s. da.) 
Ora m erscher Satz 88. 
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Crepintafell09, 112, 114, 137, 151, 
221. 

curve fitting, s. Ausgleichung. 

Determinante der Abbildung 78. 
- der dualen Abbildung 226. 
- der projektiven Verzerrung 91, 

140, 175. 
-, adjungierte 88. 
- der projektiven Leiter 57. 
Determinantensatze 87ff., Anhang 

IV. 
Dispersionsnetz 85, 153, 235. 
Doppelleiter 14, 25. 
Doppelskala, Doppelleiter 14, 25. 
Doppelstrahlentafel 117 ff. 
Doppel-Zeigerinstrument 123ff. 
Dreiecksnetz 144, 241. 
Dualitat, allgemeine 226ff. 
- von Pol und Polare 228. 
-, spezielle 219, 222, 225. 

echelle, Leiter, s. da. 
- binaire, Paarleiter, s. da. 
- derivtle f(g), abgeleitete Teilung 

der I· Leiter. 
- fonctionelle, Funktionsleiter. 
- homographique, projektive Lei-

ter von 01. 
- isograde, gleichmaBige Teilung. 

Die Teilungsintervalle sind mngs 
der Leiter gleichbleibend, die 
Schritte des Argumentes andern 
sich .. 

- metrique, regelmaBige Teilung 
reg 01:. 

- projective, projektive Leiter von 
1(01). 

- transformee, gU), vgl. echelle 
derivee. 

echelles accoltles, Doppelleiter. 
echelon, Schritt 3, 45. 
Eichung einer Versuchsreihe 65, 74. 
Eingangsfehler 104. 
Einschatzung innerhalb des Inter­

valls, s. Interpolation. 
Einschaltung von Teilungspunkten, 

s. Interpolation. 
Ellipse 21. 
- als Gleitkurve 184, 207. 
- als Teilungstrager 182, 192. 
empirische Funktioilen 
- in Netztafeln 81ff., 154, 224. 
- in Leitertafeln 233ff. 

etalon de graduation, Grundleiter 
53, 67. 

Farbendreieck 144. 
Fehlertheorie 81ff., 103ff., 235. 
Fluchtlinie 36. 
Fluchtlinientafeln 36, 42, 159ff. 
Furles Rechenblatter 249. 
- Strahlentafel 110, 137. 
Funktionaldeterminante 78. 
Funktionen, empirische 81ff., 154, 

224, 233ff. 
Funktionsleiter 44--75. 
-, abgeleitete 50. 
-, Ablesefehler 47. 
--, konstruktive Herstellung 15. 
-, rechnerische Herstellung 16, 25. 
--, variable 209. 
Funktionsnetz 18. 

Gebiete als graphische Darstellungen 
129. 

Gebietsverzerrungen, projektive 204. 
Genauigkeit von Zahlenangaben 4, 

14. 
- in Netztafeln 103ff. 
- in Strahlentafeln 112. 
geometrische Reihe 50. 
- Verzerrung 76, 135. 
geometrisch verzerrtes Netz, Aus-

gleichung 84. 
-, duale Abbildung 229. 
Gewicht 85, 87, 235. 
Glattung (s. auch Streckung) von 

Kegelschnitten 99, 101. 
Gleichung, charakteristische 96. 
-, quadratische 128, 178, 231. 
Gleitkurve 130, 138, 199, 210, 228. 
Gleitkurventafel 206ff. 
goniometrischer Ansatz 141, 187. 
Grenzfehler 105. 
Grundebene 75, 226. 
Grundleiter 53, 67. 
Giiltigkeits bereich einer Funktion 61. 
Gunterskalen 41. 

Hartmannsches Netz 85,153,235. 
Hexagonaltafeln 242. 
van 'tHoffsches Dreieck 144. 
Hohlspiegel 92, 114. 
Hyperbel, Glattung 97, 99. 
- als Gleitkurve 142. 
- als Teilungstrager 179, 188, 232. 
Hyperbeltafel 30, 44, 107, 237. 



8achverzeichnis. 265 

index de la lectnre, .Ablesevorrich­
tung, s. da. _ 

indicateur (Lallemand), .Ablese-
kurve, s. da. 

Interpolation 47f£., 63. 
Intervall 3, 45. 
invariante Gerade 95. 
- Parallelschar 93. 
- Punkte 96. 
isometrisches Netz 136. 
Isoplethen, bezifferte Elemente, 

Punkte oder Kurven. 

Jacobischer Satz der adjungierten 
Determinanten 89, 227. 

- der Funktionaldeterminanten 80, 
87. 

Kegelschnitt als Bezugselement einer 
dualen .Abbildung 222f£., 228_ 

- als Gleitkurve 130, 141, 207_ -
-, Streckung 97-102. 
- als Teilungstrager 71, f78-184, 

192, 232. 
Kollineationszentrum 59, 61. 
komplementare Unterdeterminante 

88. 
Konchoide 103. 
konforme .Abbildung 77, 249. 
Konstruktion, Brauersche 50. 
- einer Kurvenschar 31, 115. 
-, Mehmkes 82. 
-, Piranis 32. 
- von Tangenten einer Gleitkurve 

201. 
Koordinatenbegriff 250. 
Kreis als Bezugselement einer dualen 

.Abbildung 224. 
- als Gleitkurve 130. 
Kreistafeln 245 ff. 
Kreisteilung, regelmaBige 7l. 
-, stereographische 71. 
Kretschmersche Tafel mit redu-

zierten Zeicheneinheiten 164. 
Kreuzkurven (Pirani) 32. 
KrummungsmaB 157. 
Kurven (IX) 13. 
Kurvenskalen (Werkmeister), be­

zifferte Kurvenschar. 

Lalanne-Tafel 38, 41, 105, 122, 
137, 144, 151, 221, 224, 237, 253. 

Leitertafeln 35f£., 158ff. 
-, .Ausgleichung in - 235. 

Leitertafeln, mehrteilige 188f£. 
-, vereinigte Netz- und - 208, 233. 
Leiter (s. auch Teilung). 
-, variable 209. 
Lichtpausen 175. 
Linienkoordinaten 93. 
Logarithmenpapier 20, 49, 67, 81, 

84, 106, 126, 154. 
-, .Ablesegenauigkeit 106. 
-, .Ausgleichung 85. 
-, Determinante 80. 
-, projektive Verzerrung 94. 
-, Winkelverzerrung 81. 
logarithmische Leiter 16, 46, 66ff. 
- Spirale 124. 

Maandertafel (Lac mann), mehr­
teilige N etztafel 148. 

Manteb (Schreiber), Mantissen­
bereich der logarithmischen Lei­
ter, Zeicheneinheit E(log IX). 

MaBstab (s. auch Zeicheneinheit) 6. 
-, giiustigster 8. 
- der logarithmischen Leiter 68, 

255. 
-, mittlerer 11. 
- einer Verzerrung 79. 
Matrix 89. 
-, .Aufbau adjungierter Matrizen 90. 
- der projektiven Verzerrung 92. 
-, symmetrische 228. 
Ma xwellsches Dreieck 144. 
Mehmkes .Additionskurve 154. 
- Konstruktion 82. 
mehrteilige Fluchtlinientafeln 188ff. 
- Netztafeln 148f£. 
Menelaustafeln 37, 171, 174. 
Methode des Beispieles 162-165 . 
metrische .Angaben 17. 
Mittelwert des MaBstabes II. 
Modul, Zeicheneinheit, s .. da. 
Multiplikationstafeln (s. auch Pro-

dukttafeln). 
-, Zusammenfassung 137. 

Naherungsfunktionen 62. 
Netztafeln 26, 103f£. 
-, Genauigkeit in - 103. 
-, mehrteilige 148f£. 
-, ttberlagerung 147, 150, 152, 179. 
-, Umwandlung in Leitertafeln 221. 
-, vereinigte - und Leitertafeln 

208, 233. 
N ewto nsches Dreieck 144. 
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Niveaulinien 28, 30. 
nomogramme a entrecroisement, 

Netztafel, s. da. 
- a points alignes, Fluchtlinien­

tafel, Leitertafel, s. da_ 
- a points equidistants, Kreis-

tafeln, s. da. 
Nullgerade 228, 229. 
Nullpunkt, Unterdriickung 7, 51, 99. 
numerische Angaben 17. 

O-Gerade, s. Nullgerade. 
Optimum auf projektiven Leitern 

193. 
O-Punkt, s. Nullpunkt. 

Paarleiter 149, 200, 208. 
Parabel 99f£., U5. 
- als Bezugselement einer dualen 

Abbildung 224. 
- als Gleitkurve 129. 
- als Teilungstrager 180, 232. 
Paralleleninvarianz 93. 
Paralleltafel 244. 
Parameter 29, 228, 250. 
-, freie 109, 131, 193, 203, 244, 249. 
-, wesentliche 57, 92. 
Parameterdarstellung 
- einer Kurve 25, 134. 
- einer Kurvenschar U5. 
- einer Leiter 69, 176. 
perspektivische Abbildung einer ge­

raden Leiter 60, 234. 
- Konstruktion der stereographi­

schen Teilung 71. 
pivot, Zapfenpunkt, s. da. 
Piranis Verdichtungskonstruktion 

32. 
points condenses, s. Paarleiter. 
Pol als Kollineationszentrum 59. 
Pol und Polare als duale Elemente 

222, 228. 
Polarkoordinaten 12. 
-netz 12f£. 
-papiere, meteorologische 12. 
Pot9nzleitern 49-56, 167. 
Po uchet, Hyperbeltafel 30, 44, 

107, 237. 
Produkttafel 130, 133, 169, 183. 
Projektion in sich 121, 167, 174, 193. 
projektive Abhangigkeit von Rich-

tung und Bildrichtung 81. 
- Konstruktion U9, 120,- 234. 
- Leiter 57f£., 91. 

projektive Verzerrung 90ff. 
-, Determinante 91, 140, 175. 
- von Gebie.ten 204. 
- von Kegelschnitten 101, 130f£., 

181. 
- von Leitertafeln 171 ff. 
- von Netztafeln 112, 1I8, 131, 140. 
Proportionalzirkel 40. 

Quadranten 40, 65. 
Quadrattafel 243. 
quadratische Gleichung 128, 178,231. 

rapporteur, Ablesekurve, s. da. 
Rechenflache 26, 147. 
Rechenlinien 148, 221. 
-, bewegliche 152, 156. 
Rechenstab 41, 46, 49. 
Reduktion der Zeicheneinheit 17 

163, 215. 
Reduktionszirkel 17, 40. 
reduzible Funktionen 138. 
reduzierte Zeicheneinheiten in Lei-

tertafeln 163. 
reg IX 17. 
regula artificiosa, erster belegter 

Fachausdruck 40. 
- falsi 17, 40. 
Reihe, geometrische 50. 
-, Taylorsche 48, 63, 73, 78, 84, 

87. 
roseau de points a deux cotes, 

Kurvennetz. besonders in Flucht­
linientafeln. 

reziproke Teilung 52, 59. 
Reziprozitatssatz 79. 
Richtung 81. 

Schablone 154. 
Schichtenlinien 28, 30. 
-punkte 29. 
Schliissel, Ablesevorschrift 28, 37, 

138, 159, 221. 
Schritt 3, 45. 
SclirittfoJge 45, 55, 62. 
- in iiberlagerten Netztafeln 150. 
Schwelle 4. 
Schwergerade 235. 
Schwerpunkt 82, 235. 
Skala, Leiter, Teilung. 
Sonnenuhren 39. 
Spirale, logarithmische 124. 
Spiralzeiger 124. 
Sprung um Eins 196, 198, 199. 
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Stereobilder 27, 147. 
stereographische Kreisteilung 71,73, 

75, 132, 183. 
- Projektion 247. 
Strahlentafel 107, 112, 230. 
Streckung einer Kurve 18, 24, 31, 

84, 237, 240. 
- von Kegelschnitten 97-100. 
deS t. -Rob e r t sche Differential-

gleichung 136. 
Summentafel 130, 133, 183. 
support, Trager, s. da. 

table, stets Zahlentafel, z. B. 
- a double (simple) entree, Tabelle 

mit doppeltem (einfachem) Ein­
gang. 

Tafel, mehrteilige 148ff., 188f£. 
Taylorsche Reihe 48, 63, 73, 78, 

84, 87. 
Teilbereich, bevorzugter 54. 
Teilung, zunachst bezifferte Punkt­

reihe, dann auch Bezifferung in­
nerhalb einer Kurvenschar. 

-, abgeleitete 50. 
-, Brechung der 5. 
Teilungsintervall 3, 45. 
Teilungslange 4. 
Teilungsstrecke 3. 
Trager, Gerade oder Kurve, auf der 

sich eine Teilung befindet, Schei­
telpUnkt eines Strahlenbiischels, 
Hiillkurve einer Geradenschar. 

Trajektorien 32, 104. 
transparente Tafel 41, 154. 
trigonometrischer Ansatz 141, 187. 
Typenbildung 
- in besonderen Tafeln 243-248. 
- in Leitertafeln 158-188. 
- in Netztafeln 135, 140, 153, 155. 
Typus einer Funktion (Darstellung) 

114. 

tl'bergangsskala (Werkmeister), 
Paarleiter, s. da. 

Vberlagerung 7, 14. 
- vonGrundebeneundBildebene98. 
- von Leitertafeln 179, 188f£. 
- von Netztafeln 147, 150, 152. 
- von Netz- und Leitertafeln 208 

bis 216 .. 
Unterdeterminante 88. I 
Unterdriickung des O-Punktes 7 51 

99. ' ,. 

Unterteilung von Leitern (s. auch 
Interpolation) 63. 

unzugangliche Teile des Zeichen-
blattes 100, 204. 

Urkurven (Pirani) 32. 

variable Leiter 209. 
Verbindungsskala (Werkmeister), 

Paarleiter, s. da. 
Verbundnomogramm (Kretsch­

mer), vereinigte Netz- und Lei­
tertafel, s. da. 

Veranderliche, Wahlder-n21ff., 32. 
Verdichtung einer Kurvenschar 31. 
- einer Teilung 17. 
vereinigte Netz- und Leitertafeln 

208, 233. 
- Summen- und Produkttafeln 133, 

183, 196. 
Versiera 103. 
Verzerrung (s. a. Abbildung) 11, 41. 
- einer Ebene 76. 
- von Gebieten 204. 
- von Kreistafeln 248. 
- von Leitern 16. 
- von Leitertafeln 37. 
- von Netztafeln 31. 
- eines Polarnetzes 12. 
Verzerrungen, affine 41, 93, 94, 160. 
-, allgemeine 76, 146. 
-, geometrische 76. 
-, projektive 90, 140, 175, 204. 
Verzerrungsgleichungen 21, 76, 91. 
Verzerrungen von Lichtpausen 175. 
Verzifferung 53, 58, 67, 165, 168, 

188, 192. 
Voglerscher Satz 105. 

wahrscheinlichster Bildpunkt 235. 
wahrscheinlichste Gerade 83. 
Wanderkurvenblatt (K ret s c h -

mer), N etztafel mit beweglicher 
Reihenlinie 155. 

wesentliche Parameter 57, 92. 

Zapfenlinie 164, 188f£. 
Zapfenplinkt 164. 
-, wahrscheinlichster 235. 
Zeicheneinheit 2, 4, 38, 48, 55, 62, 

68, 73, 161, 216, 233, 254, 255. 
-, reduzierte 17, 163. 
Zeiger(Mehmke),Ablesekurve,s.da. 
-, krummlinige 125. 
Zeigerinstrumente 122ff., 133. 
Zustandsbilder 145. 



Verlag von Julius Springer in BerlinW9 

Das Entwerfen von graphisehen Reehentifeln (Nomographie). 
Von Professor Dr.-Ing. P. Werkmeister, Privatdozent an der Technischen Hoch­
schule in Stuttgart. Mit 164 Textabbildungen. (201 S.) 1928. 

9 Goldmark; gebunden 10 Goldmark I 2.15 Dollar; gebunden 2.40 Dollar 

Das Buch verfi:>lgt praktische Gesichtspunkte und soil dazu beitragen, daB die gra­
phische Rechentafel auch In Deutschland noch mehr Verwendung im praktischen Rechnen 
findet; es wird deshalb auf eine weitere Behandlung der vielfach auftretenden theore­
tischen Probleme absichtlich verzichtet. Das Buch wendet sich zunachst an den In· 
genieur; es wird aber anch dem Mathematiker und insbesondere dem Lehrer der Mathe­
matik manche Anregung bieten. 

Die Grundlagen der analytischen Geometrie werden als bekannt vorausgesetzt; dem 
angegebenen Zweck entsprechend sind aber die Entwicklllngen fiberall moglichst einfach 
gehalten, so wird insbesondere nur von rechtwinkligen Koordinaten Gebrauch gemacht 
nnd auf die Anwendung von Linienkoordinaten - im Gegensatz zu anderen Arbeiten 
iiber Nomographie . - verzichtet. Bei der Bezeichnung nnd der Einteilung der mog­
lichen Tafelformen geht das Buch eigene Wege; die Bezeichnungen sind derart gewilhlt, 
daB die Einteilung iiberslchtlich durchgefiihrt werden kann. 

Die zahlreichen Beispiele sind in der Hauptsache einfacher Art; es sind absichtlich 
n'lr solche Beispiele gewahlt, zu deren Verwendnng keine bes!lnderen fachtechnischen 
Kenntnisse erforderlich sind. 

Die Herstellung gezeiehneter Reehentafeln. Ein Lehrbuch der Nomo­
graphie. Von Dr.·lng. Otto Lacmann. Mit 68 Abbildungen im Text nnd auf 3 Tafeln. 
(lOS S.) 192:i. 4 Goldmark I 0.95 Dollar 

Das mit besonderer BerUcksichtigung der Praxis geschriebene Werkchen verfoJgt 
das doppelte Ziel, zugleich Lehr- und Nachschlagebuch zu sein. Dem Lehrbuch kommt 
die auch von der KritiK anerkannte Einfachheit der mathematischen Behandlung zugute, 
wiihrend eine mit besonderer Sargfalt ausgearbeitete, systematische Inhaltsfibersicht 
schnell zu entscheiden gestattet, welche nomographischen Darstellungsmoglichkeiten bei 
in der Praxis neu auftretentien Aufgaben in erster Linie zur Verfiigung stehen. Aus 
dem Inhalte des Buches seien besonders hervorgehoben die erstmalige Beschreibnng 
der vom Verfasser erfundenen Miiandertafeln, eine Vereinfachung im Gebrauch der 
Sechseckrechentafeln, die hydraulische Energieumwandlungskurve als besondere Anwen· 
dung VOn Dreieckrechentafeln sowie die theoretisch interessante stereoskopische Losung 
des auf den Raum fibertragenen Problems der Fluchtlinientafeln. 

Die Grundlagen der Nomographie. Von Ingenieur B. M. Konorskl. Mit 
72 Abbildungen im Text. (86 S.) 1923. 8 Goldmark I 0.75 Dollar 

In gedrangter Form fUbtt der Verfasser den Leser in die modernen Methoden der 
Nomographie ein. Als besonderer Vorzug des Werkchens ist zu werten, daB durch ein­
fache Formeln und Ubersichtliche Tabellen dem Leser die Moglichkeit geboten wird, 
auch fUr die kompliziertesten Beziehungen die entsprechenden Nomogramme leicht zu 
entwerfen. 

Die Nomographie oder FluehtIinienkunst. Ein technischer Leitfaden. 
You Fritz Krauss, Ingenieur in Wien. Mit 26 Textflgnren. (64 S.) 1922. 

2 Goldmark I 0.50 Dollar 

Hier wird eine Darstellung der nomographischen Verfahren auf Grund der Anschau­
lichkeit unter weitgeheudem Verzlcht auf mathematische Entwicklungen geboten. Das 
Wesen der N omographie wird auf diese einfachste Art dem Verstiindnis unmittelbar 
erschlossen. Die praktischen Beispiele sind aus verschiedenen Gebieten der Mechanik, 
Wiirmetechnik und Physik entnommen. Zur Herstellung von Fluchtlinientafeln aller Art 
mit geraden und krummen Skalentriigern bietet das Buch iiberaus leichtfaBliche An· 
weisungen. In oder Hauptsache war der Verfasser bestrebt, zu zeigen, wie einfach die 
Grundlagen des Verfahrens sind und welch geringer mathematischer Apparat zum Ge· 
brauch erforderllch ist. 
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Lehrbuch del' dal'stellenden Geometrie. Von Dr. W. Ludwig, o. Pro-
fessor an der Technischen Hochschule Dresden. 
E r s t e r T e i I: Das rechtwlnkllge Zweltafelsystem. Vielflache, Kreis, Zylinder, 

Kugel. Mit 58 Textfiguren. 1141 S.) UnveJiiuderter Neudrurk. lu Vorbereitung 
Z wei t e r T e i I: Das rechtwiuklige Zweltafelsystem. Kegelschnitte, Durch­

dringungskurven, Schraubenlinie. Mit 50 Textfiguren. (140 S.) 1922. 
4.50 Goldmark I 1.10 DOllar 

Dr itt e r T e i I: Das rechtwiukllge Zweitafeisystem. Krumme Flachen, Axono­
metrie, Perspektive. Mit 47 Textfigurell. (174 S.) 1924. 

5.70 Goldmark I 1.40 Dollar 

Lehl'buch del' darstellenden Geometrie. Vou Dr. Georg Scheffers, 
o. Professor au der Technischen Hochschule Berliu. In zwei Bauden. 
Er s t e r Ban d: Z wei t e, durchgeseheue Auflage. Uuveranderter Neudruck. 

Mit 404 Textfiguren. (434 S.) 1922. 
Gebunden 14 Goldmark I Gebundeu 3.35 Dollar 

Z wei t e r Ban d: Mit 396 Figuren im Text. (447 S.) 1920. 
11 Goldmark; ge bunden 14 Goldmark ! 2.65 Dollar; gebuudeu 3.115 Dollar 

Koordinaten - Geometrie. Von Dr. Hans Beck. Professor an der Uni-
versitat Boun. 
E r s t e r Ban d: Die Ebene. Mit 47 Textabbildungen. (442 S.) 1919. 

17 Goldmark I -1.05 Dollar 

Ingenieur -Mechanik. Lehrbuch der technischen Mechanik iu vorwiegend 
graphischer Behandlung. Von Dr.·lug. Dr. phil. Heiuz Egerer, Diplom-Ingenieur, 
vorm"ls Professor fiir Ingenieur-Mechanik und Materialprilfuug au der Technischen 
Hochschule Drontheim. 
E r s t e r Ban d: Graphische Statlk starrer Korper. Mit 624 Textabbildungen 

sowie 238 Beispieleu IIl1d 145 vollstiindig geltisten Aufgaben. Unveranderter 
N eudruck. (388 S.) 1923. Gebuudeu 11 Goldmark i Gebundeu 2.65 Dollar 

Band 2-4 in Vorbereitung. Der z wei t e und d r itt e Band behandeln die ge-
samte Mechanik starrer und nlchtstarrer Korper. 

Der vie r t e Band bringt die Erweiterung der Festigkeitslehre und Dynamik fiir 
Tiefbau-, Maschinen- und Elektroingenleure. 

Mathematik. Von Dr. phil. H. E. Timerding. o. Professor an der Technischen 
Hochschule zu Braunschweig. Mit 192 Textabhildungen. (250 S.) 1922. (H and -
bib I i a the k f ii r B au i n g e n i e u r e, herausgegeben von Geh. Med.-Rat Pro­
fessor Rob e r tOt z e u in Hannover. I. Teil: Hilfswissenschaften, 1. Bd.) 

Gebunden 5.40 Goldmark I Gebunden 1.60 Dollar 

GesammeIte mathematische Abhandlungen. Von Felix Klein. 
In drei Banden. 
I. Ban d: Llniengeometrie - Grnndlegung der Geometrle - Znm Erlanger 

Programm. Herallsgegeben von R. Fricke nnd A. Ostrowski. (Von F. Klein 
mit erganzenden Zusatzen versehen.) Mit einem Bildnis. (624 S.) 1921. 

25 Goldmark / 6 Dollar 
II. B Ii n d: Anschauliche Geometrle - Substitutionsgruppen und GIeichungs­

theorie - Zur mathematischen Physik. Herausgegeben von R. Fricke und 
H. Vermeil. (Von F. Klein mit erganzenden Zusatzen versehen.) Mit 11>5 Text· 
figuren. (7'20 S.) 1922. 25 Goldmark ! 6 Dollar 

II I. Ban d: EIIiptlsche Funktlonen, insbesondere Modulfnnktlonen, hyper­
elliptische und Abelsehe Funktlonen, Riemanusche Funktlonentheorie lInll 
automorphe Funktionen. Anhang: Verschiedene Verzeichnisse. Heransgegeben 
von R. Fricke, H. Vermeil nnd E. Bessel-Hagen. (Von F. Klein mit er­
ganzenden Zusatzen verse hen.) Mit 138 Textfigllren. (783 S.) 1923. 

30 Goldmark / 7.20 Dollar 
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Tafeln zur harmonischen Analyse periodischer Kurven. Von 
Dr.-lng. L. Zipperer. Mit 6 Zahlentafeln, 9 Abbildungen und 28 graphischen Be­
rechnungstafeln. (16 S.) 1922. In Mappe 4.20 Goldmark I 1 Dollar 

Einzelne Grundtafeln je 10 St1ick 0.60 Goldmark I 0.15 Dollar 

Santz.Multiplikator. D. R. G. M. Kleinste, das gesamte Zahlenreich umfassende 
Rechentafel -zum unmittelbaren Ahlesen des Ergebnisses aller Langen-, Flachen-, 
Inhaits-, Gewichts- und Preisberechnungen, wle fiberhaupt der Multiplikation und 
Division beliebig vieler Zahlen von Adolf Santz, Oberingenieur In Berlin. (212 S.) 
1920. Gebunden 8 Ooldmark I Oebunden 1.95 Dollar 

"Serve" Schnellrechner. D. R. G. M. D. R. W. Z. Der neue ideale Schnell­
rechner f1ir Lohnabrechnungen, Preisberechnungen, KalkuJationsrechnungen, Massen­
berechnungen und aile Multiplikationsarbeiten. Von Joseph Serve, Leiter eines 
Lohn- und Kalkulationsb1iros der Firma Ludwig Loewe & Co., A.-G., Berlin. (85 8.) 
1920. Gebunden 5 Goldmark I Gebunden 1.20 Dollar 

Weickert.stolle, Praktisches Maschinenrechnen. Die wlchtigsten 
Erfahrungswerte aus der Mathematik, Mechanik, Festigkeits- und Maschlnenlehre in 
ihrer Anwendung auf den praktischen Maschinenbau. 
I. T e i I: Elementar-MathematIk. Eine leichtfallliche Darstellung der fiir Maschinen­

bauer und Elektrotechniker unentbehrlichen Gesetze von A. Weickert, Ober­
ingenieur und Lehrer an Hoheren Fachschulen fiir Maschinenbau und Elektro­
technik. 
E r s t e r Ban d: Arlthmetlk und Algebra. N e u n t e, durchgesehene und 

vermehrte Auflage. (281 S.) 1921. 
1.60 Goldmark; gebunden 2 Goldmark I 0.40 Dollar; gebunden 0.50 Dollar 

Z wei t e r Ban d: Planlmetrie. Z wei t e, verbesserte Auflage. Mit 348 Text­
abbildungen. (888 S.) 1922. 

'" Goldmark; gebunden 4.70· Goldmark I 0.95 Dollar; gebunden 1.15 Dollar 
D r itt e r Ban d: Trlgonometrie. Z wei t e , verbesserte Auflage. Mit 106 Text­

abbildungen. (167 S.) 1923. 
2.75 Goldmark; gebunden 8.75 Goldmark ! 0.65 Dollar; gebunden 0.90 Dollar 

V Ie. t e r Ban d: Stereometrle. Z wei t e , verbesserte Auflage. Mit 90 Text­
abbildungen. (118 S.) 1928. 

2.50 Goldmark; gebunden 8.25 Goldmark I 0.60 Dollar; gebunden 0.80 Dollar 
II. T e i I: Allgemeine Mechanlk. Eine leicht fallliche Darstellung der fiir Maschinen­

bauer unentbehrlichen Oesetze der allgemeinen Mechanik als Einfiihrung In die 
angewandte Mechanik. A c h t e Auflage neu bearheitet von Dipl.-Ing. Hermann 
Meyer, Professor, Studlenrat a. d. Staatlichen Vereinigten Maschinenbauschulen 
zu Magdeburg und Dipl.·Ing. Rudolf Barkow, Zivil-Ingenieur In Charlottenburg. 
Mit 152 in den Text gedruckten Abbildungen, 192 vollkommeIi durchgerechneten 
Beispielen und 152 Aufgaben. (281 S.) 1921. 

1.50 Goldmark; gebunden 2 Goldmark I 0040 Dollar; gebunden 0.50 Dollar 
III. T e i I: Festlgkeitslehre und angewandte Mechanlk mit Beispielen des prak­

tischen Maschinenrechnens in elementare. Darstellung. Bearbeitet von A_ Welckert_ 
Oberingenieur und Lehrer an hoheren Fachschulen f1ir Maschinenbau und Elektro­
technik. 
E r s t e r Ban d: Festigkeltslehre. S i e ben t e. umgearbeitete und ve.rmehrte 

Anflage. Mit 9.1 in den Text gedruckten Abbildungen, vielen vollkommen durch­
gerechneten Beisplelen, Aufgaben nnd 20 Tafeln. (242 S.) 1921. 

Gebunden 2 Goldmark I Gebunden 0.60 Dollar 
Z wei t e r Ban d.: Angewandte Mechanlk. In Vorbereitung 

IV. T e i 1: Ausgewithlte Kapltel aus der Maschlnenmechanlk und der tech-
nlschen Witrmelehre. Z wei t e Auflage. In Vorbereitung 
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Mathematische Schwingungslehre. Theorie der gewohnlichen Differential­
gleichungen mit konstanten Koefftzienten sowie einiges tiber partielle Differential­
gleichungen nnd Differenzengleichungen. Von Dr. ErIch Schneider. Mit 49 Text­
abbildungen. (200 S.) 192!. 

S.4O Goldmark; gebunden 9.15 Goldmark I 2 Dollar; gebunden 2.20 Dollar 

Technische Schwingungslehre. Ein Handbuch fiir In g e n i e u r e, Ph y­
s ike run d Mat hem a t ike r bei der Untersuchung der in der Technik ange­
wendeten periodlschen Vorgllnge. Von Dipl.-Ing. Dr. Wilhelm Hort, Oberingenieur 
bei der Turbinenfabrik der AEU., Privatdozent an der Technischen Hochschule in 
Berlin. Z wei t e, vollig umgearbeite Auflage. Mit 423 Textflguren. (236 S.) 1112'2. 

Gebunden: 2! Goldmark I Gebunden 5.75 Dollar 

Grundziige der technischen Schwingungslehre. Von Professor Dr.­
lng. Otto Foppl in Braunschweig, Technische Hochschule. Mit 106 Abbildungen 
im Text. (157 S.) 1923. 

4 Goldmark; gebunden 4.80 GoJdmark 10.95 Dollar; gebunden 1.15 Dollar 

Lchrbuch der Hydraulik fiir Ingenieure und Physiker. Zum Ge-
brauche bei Vorlesungen und zum Selbststudlnm. Von Professor Dr.·lng. Theodor 
Poschl, o. o. Professor an der Deutschen Technischen Hochschule in Prag. Mit 
148 Abbildnngen. (196 S.) 192!. 

S.40 Goldmark; gebunden 9.30 GoJdmark I 2 Dollar; gebunden 2.25 Dollar 

Beitrage zur technischen Mechanik und technischen Physik. 
August Foppl zum siebzigsten Geburtstag am 25. Januar 1924 gewidmet von 
seinen Schiilern. Mit dem Bildnis August Foppls und 111 Abbildungen im Text. 
(216 S.) 1924. S Goldmark; gebunden 9.60 Goldmark I 2 Dollar; gebunden 280 Dollar 

Grundziige derTechnischen Mechanik des Maschineningenieurs. 
Ein Leitfaden flir den Unterricht an Maschinentechnischen LehranstaJten. Von Pro­
fessor Dipl.-Ing. P. Stephan, Reg.-Baumeister. Mit 288 Textabbildungen. (166 S.) 1923. 

2.50 Goldml/.rk I 0.60 Dollar 

Aufgaben aus der Technischen Mechanik. Von Professor Ferd. Witten­
bauer t in Graz. 
E r s t e r Ban d: Allgemeiner Teil. 889 Aufgaben nebst Losungen. F 11 n f t e, ver­

besserte Auflage, bearbeitet von Dr.-Ing. Th e 0 d 0 r Po s chi, o. o. Professor 
an der Deutschen Technischen Hochschule in Prag. Mit 640 Textabbildungen. 
(289 S.) 192!. Gebunden "S Goldmark I Gebunden 1.95 Dollar 

Z wei t e r Ban d: Festigkeitslehre. 611 Aufgaben nebst Losungen und einer Formel­
sammlung. D r itt e, verbesserte Auflage. Mit 505 Textflguren. U nveranderter 
Neudruck. (408 S.) 1922. Gebunden S Goldmark I Gebunden 1.95 Dollar 

D r itt e r Ban d: Fliissigkeiten nnd Gase. 6:34 Aufgaben nebet Losungen und 
einer Formelsammlung. D r itt e, vermehrte und verbesserteAuflage. Mit 
433 Textflguren. Unverllnderter Neudruck. (898 S.) 192'2. 

Gebunden S Goldmark I Gebunden 1.95 Dollar 

Graphische Dynamik. Ein Lehrbuch fiir Studierende und lngenieure. Mit zahl­
reichen Anwendungen undAufgaben. Von Professor Ferdinand Wittenbaner t in Graz. 
Mit 574 Textflguren. (S18 S. 1923. Gebunden 80 Goldmark I Gebunden 7.15 Dollar 




